http://libreria-universitaria.blogspot.com 



Trascendentes 

tempranas 


JAMES STEWART Scxta edicion 















http://libreria-universitaria.blogspot.com 



1 














CONTENIDO 


Prdacio ix 
AI cstudiamc xv 




ECUACIONES PA RAn£TftlCASY CO ORDENADAS POLARES 

ID I Curves de (in id as pur ceuacioncs parannelricus 621 

Profcao (ft lalwalorit Circutos qnp hhteh afrpdednr ds cirtulai 629 

10.2 Caltulo con curvys paranietricas 630 

frtyfCtt df laboratorm Curvas de Bezier 619 

10.3 Cotirdenada.s polares 639 

10.4 Areas y longitudes cn coord enadas pc j E;i res 630 

10.5 Seccicmes cdnicas 634 

10,4 Secciolies conicas on coordenadas polares 662 

Repaso 669 


620 


Problemai adiuonales 672 


I | SUCE SIQNES Y SERIES INFINITAS 674 __ 

HI Sucesiones 675 

Puerto de laboratory Suctsiones log,imeas W 

11 ,2 Series 6S7 

11.3 Ut prueba dc la inicgnil y estiniac tones de tas sunuis 697 

11.4 Pruebas por compainddn 705 

11.3 Series idle mantes 710 

11.6 t onvergencia ahsolain y las pmehas de la ra/nri y la rai/ 714 
H.T Kstnitegin para probar scries 721 
H.U Series de (MTteneijis 723 

11-9 Kepresenliic lories de las liirii ioues convo series de ptilencias 72K 

11.10 Series dc Tayfui y de Modanrin 734 

dr Ibtarjitria Iln Ipmur najrndao 741 
Vditciiti dt pro^ftn [a mu ritidlbris Ktwlen U wne btWHnul 741 


























































CONTENtOO 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 



imi A P lic«cion*»del°»polinomiosdeTaylor W 

tape, i, ifluMo • »**«»" P' 1 "'"" 1 " * 1,1 ' 

Rcpau) 

Prafelrmii *61 


12 VECTORES Y LA GEOMETftiA DEL ESPACIO 7b4 

12 j .Sis[emus ciHtfdenaicto& tridimenslodiaJcs 7 f> - ' 

12.2 VccUJrtffi 770 

12.3 JYoduclo purtio 779 

12.4 Phnliitlo enir 786 

ProfttK pan «n dnuubnmwflifl dt un rtififdro JM 

12.5 Ecuacmrtcs dc linear y pianos 794 

hqfKidi dt liknltm Im Juimiiimwi m ptnpetiwi IW 
J2.6 Cilt n tiros y superficies cuadrdticas 804 

Ki'pastt 812 

Prnhfemn aditroftjfrs 91 \ 




FUNCIONES VECTORIALES 


316 


13.1 I'unviDiK's vcelunales y curves ei) el cspaLiio 817 

13.2 DeriviitJaik c tuic^aks de func tones vcdurialcs 824 

13.3 Limp Mud dc areo y curve 830 

13.4 M<tvimienii > ee el espacio; vclocidad y aeclenieiiwi 838 

fmjttu fc iplKitwi tern fc Itpkr | 4 S 

Rcpa&o 849 

Problems jdtdomlei A5J 

14 DERIVADAS PARCIALES 854 

l imi Mmes de varisis vtniuhies 8?5 
I mules y coHliFimdLid 870 
iHnvmLis parciulcs 878 
Mnniw lart^nha y iprmitimmncs Ibnb 892 
Hi’clu tie In cjulrmi 901 

|>mvmla* djrccciiiiuka y mi vector gradient “00 

i 




































http://libreria-universitaria.blogspot.com 


contenido 


14.7 inpjmiK y mlitinim 922 

it iplMjriw Ditfing dr w UMtn dr «ltn ft) 

pro lit ifcirutnmifAio tpronmmenn. CuldritKji 7 puntfri cn|icm f JJ 

N.fl Muiijp|iv,i(hiro de lagrangc 934 

flflfHIl dr j.phij(i«i CrfnilJ p)PJ tohftfl 941 

dr jplKKiw Optimum ion dr [u-rfamiji Mriuiiui 94 i 
RcpiifiO 944 

Prohlpmji .i-dic mn.^lrt 946 



vli 


IS [_INTEGRALES MULTIPLES 950 _ 

15.1 Integrals tkiblcN M>bre rcclinguk>s 951 

15-2 Imcgnikv iicradas 939 

(S3 Integrates dotdes srifarc icg it me* generates 1 ^5 

15.4 IniL'gntkv. tlohk '. en cocmlcitadas glares 974 

15.5 Aplicacioncs de Itifi ititcgriilcii dnhles 9SO 

15.6 Inlcgraks triple 99(1 
Projffcta p.ir.i un dritubHinirnio Toluinffiri dt biptr+ileiai IDDD 

15.7 Iniegralcs triples en awdenudas dlfndricas 1000 
Prcjffctc pin un df-ltuhiimif nlti In1frie{ti(jn dr Ml {lEitidm I DOS 

15.6 I nlcgrales 1 ri pic \ en coofdeniulos esftf licas 1005 

PntytHA dr ipli(J<wn tjrrrrj df ob|<E05 dmlim 101? 

15.9 Camhio de vuriabtes en inlegrule*. iitiiliipks 1012 
Repaso 1021 

frobfemati idktomk* I DM 




CALCULO VECTORIAL 1026 

16.1 (.. ‘sm ip! is vet' Kirin lc s 1027 

16.2 Integrities ilc I men 1034 

*6,3 Tcorcina 1 1 indium." mill de las mU-gnilcs dc linen HMfi 

*6,4 TcHjTcmti clc Green 1055 

16.5 Rotational \ divergcncii Iflfil 

1* 4 Suptrfkicr, pjirtmMfkjv y nun dfcaft 1070 

1* 7 lotegnteik Mjpt riU k' lOHl 

16 * Tctwrrnn dc ttlukcv 10*12 

I*djir<i 4 n dr praptiB Trn tamfam j dm itwuui UM 



































* tH Nil CONT6NIOO 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 


16.9 Teorcma de fa divergencia 1099 

16.10 kcMimcn 1105 

kcpiiM* 1106 

Problem]} idmonales 1109 


(7 


ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN 



17 .1 Eeuaciones linealcs de scgundo orden 1111 

17.2 Fiaiadones lineales no homogeneas II17 

17.3 Apltcadones de fas ccuaeiones difercnciales de segundo orden 

17.4 Solucioncs en forma de series 1! 33 
Repsiso 1137 


APENDICES AI 

F Pruchas de Leoremas A 2 

H N inner os complejos A 5 

f Respuesfas a ejercieios imparts A13 


1110 


1125 


iNDICE A4I 
PAGINAS DE REFERENCE 


























http://libreria-universitaria.blogspot.com 


Un gran dcstubrimienio resuciwie un grgn problems, pero hay un fra no dt deseu- 
hrimiento en Li solution de tualquier problem a. El problem a del lector puede 
ser rnode5.to.pero dessfk sli curioiidad y pane en jLiefo sus facoltades inventive; 
si lo resnelve por il solo puedc experimencar la tension. y disfrutar el criunfo del 
desoibrimiertto. 

GfORGE POLYA 


El arte etc ensenar* dip Murk Van Dorcn, es el arte de ayudar en un deseubrimsoito. Ml 
iraiEido de eseribir urs Iihrr> quo ayude a esiudi antes a descuhrir el eiilculo. por su 
practice y sorprendenic belk«t. Iti esui ctlicion, a I igual que en ]ns prime ras cinco edie tones, 
nii me La es ex presar al esnidianie un semidu de la utilidad del catculo V desarrollar com 
petenda tdcnica en el, pern iambi en me esfuerzo en dar algona apteciaddn de la belled 
intrinseca de enia materia, Es indudablc que Newion experiments una sen.sati6n de inuu 
fo ctiando hizo sus grander desoibrimientos. Mi deseo es que el estudiante comparta en 
algo esa cmocidn. 

El entasis esta en en lende r coneepms, Oeo que easi rodos e Starnes de acuerdo en <pc 
esle debe ser el objetivo principal de aprencler cfileulo. De hecho s el impetu para el a<-tuJ 
movimiento de reforma del cSlculo pmvino de la Conferenda de iulane de I9H6., q ilC 
formutd como su primera recomendaeidn: 


Concentr&ne en extender concept 

l ie tratado de poner en prEietica esia Etacta a Iravds de la regia de tres: "Los tenia^ deben 
presentarse de manera geometries*, numSriea y algebraical La visualizadSn, la experimen- 
tacion numerica y grdfiea h y otros m^lodcs, ban eambiado de modo fundamental la lorma 
en que enseSamos el razonamiento conceptual. Mas recientemente. la regia de Eres so ha 
expandido para convert arse en la regia de cuatro al resaltar la ruble n cl punto de vista verbal, 
o descriptive. 

AI escribir la sexta edicidn. mi promesa ha sido que es poxible lograr la comprensidrt 
de conceptos y retener rodavsa las mejores tradiciones del calculo traditional. El libro con- 
tiene el c memos de re-lonina, pero dentro del contcxto d-c un eurrieulo iradi-cional 


VERSIONE5 ALTERNATIVES 

He escriio olms libros de ealculn u uq podrian si r nn*i* r iA, 

E<Klos cilos vicnen cn **ti<n** de una variable y de varies pr0fcS0reS ' C ^ si 

■ Cdlado, scxia etlicidn. cs semciantc al , m .^., ... 

exponent: tales, J^taicas y KJgfflWfaS ^ fUnC ‘ 0DCa 

- mcuia mnm ^ m am tmilU „ m n cn c sepndo ***** 

***. ,os temuh dcl P'-csenie libro. U h rtv , lhir *W ^uando umUnu- md 
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I 


. COado: etmeeptns v amtattos. wcem tsdici^R. dealara la comprcnskin tic tonccpuj* 
mu mils vclK.ncr.di. mcfuso que eate libra El tratamiento dc tcnws no ocidap&liro. 
v d material sehre funciones irascenJcmcs y sohre ecuaciones par»mdtr.cas sc enireb- 
/at i . todo cl l.bro* eu lugar <Je traUirlo en capftulos separados. 

. Cdktita: primrms wctores introduce vectnres y furcioncs vcCtoriales en cl primer *■- 
mes(re y \ us imegm en todocl iibro, Fs apropiado para estudiiinics que toman curst* dc 
ingenterffi y Utica dc nnodo eoncurrenle con cilcula 


LO NUEVO EN LA SEXTA EDlClON 

Vciunos acontinnaciba utguiios de lux camhins para la sex la edicidn dc Cdlculo de wrias 

m riabh's-' fnismuk'nfes n mptwum: 

m Las sections II . 10 y I 1 . 11 sc unen en una sola. Prcvmmcnte. yo habia deserito la 
serie del hiimmio en su pmpiu scedrin para dcstaear m important a, pero nie enterf 
tjiie ulgunos professes Ostaban omit tenth) esia seeddm de modoque dccidi incorpo- 
rtir hi aerie del biiiomio on la II .10. 

* El material en coordcnadas dlmdricux y eslericas (antes section 1 2.7) sc movto al ea- 
pftulo 15. demde sc introduce en el enntexto de la evaluation de las integrates triples. 

" Sc Iuiii agnegndo uuevas frases y notes margmaSes para adarar la exposition. 

m Sc ban vuelto a dibtijar nuevas figures, 

■ Los dates en ejemplos y ejereidos se ban actualizado para *er mas nporiunos. 

■ Sc ban incluido pasos adidouates en algunos dc Eos problcmas exi stentes. 

■ Mas- del 25% dc Ins ejerddos dc eada uno dc (os capftulos es nuevo, He aqm algunos 
de mis ravnriius: 11.13 30, 14.5.44 y 14,8.20-21. 

lambic n hay algunos buenos problem as nuovos en las sccuoncs de problemas adi- 
cionales. Observers por cjemplo. d problems 24 dc la prigina 763, 

b HI Tools for Enriching Calculus I TEC) se ha redisefiado por enmplero y esia aeccsL 
bleen el Internet en uu ste^uicdaihis com. Ahora induye lo quu llainumos visua- 
les, que son breves animaeiones.de diverts figuras del texto, Vcase La description 
en la pagina xl 


SECCIONES 


EjE&^icirj* CONCERTUAi fs La forma mas importanie de iavorceer la comprensifin de eoneeptos es por medio de tos 

probiemas que dejamos de tareiis. para cuyo tin lieinos ideLLdtj dt versos tiposdc probiemas. 
Algunos conjuntos dc ejerddos enipie/.im eon pciietones para que cl cstudiaiue explique 
Ins signillcados de los eoneeptos btisieos de la sceddn. i Vcase. por cjemplo. los prime* 
rotejercidus dc las seccioncs 14.2 y 14.3 J Del niismo modo. todsis Isis seeciones de repaso 
empie/an eon una it vision tit* eomepim y fm^itntas di wnltidem -fatso* Olios ejerddos 
somcien a prueba la eoiiiprensirin de eoneeptos medinnte grafieas n tablas (vea ejcrei- 
cioft 10X24-27, II 10.2, 13,2.1 l 13.3.33 37. 14.1.1-2, 14.i JO-38, 14.3.5 1ft 14.6.1-2. 
14.7.3 4. 15-15 10. |6,l„||| K, 1 6.2, 1 7- 1H y I6J.I 2}). 
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FHEFACIO 


C^NjUNTOri i EjEHOOOS 
CAUFlCADOS 

DATOS reahs 


PROYECTG5 


TECNOLOGiA 


'*>Oi * f OR ENRICMIMO 
CAtCUi Uf 


C'jtia um> de los conjunlos dc ejemkios sc call ken cuidackt\*meii[c avanraitdo Jesdc z\ax \ 
lios bksieos tic Lonccpios y problem** para dc*anru]lo de liahdiUudes husia probltrmis tic 
mayor g radii de tlriicultad que comprendcn aplieucioncs y pruehas 

Mis ayudantcs y yo hemn\ fusudn mudto ncmpo en bibhmceas. en cmprcsas v olkiniiv 
gijhemjnu’oLdrs, y hustamlo mformacttin real en Interne! para prcscnlar, rmvtivar e Hus 
I Far lus eonceptu* tic cikulo Cornu rvsulladn de esk\ nin t Iuk de los pn ihkmas y e JLTtl . 
ckis huhhm tie [undone* detinidas pores ta mlurmsicicm tuimtSrieao gnil'icus. (Ysr ejempb 
t.is tune turn's tic tins variables son riusiradcis por una Libia tie ns tores del mdicc de vicri- 
i<> friocomo una loncion tic la icriiperaiura y la velocidud Jet viento fcjcrnplo > dc la see- 
ckki 14.11, i.is derivatios pa re tales son iotrodudtLu en la section 14 3 con la revision de 
una column* en una luhla de valores del fndice dc ealoi icempenmrra pcruhidu del ai*ei 
como LJti.i dmdrin dc hi icmpci.uura actual y hi humednd rchniva. Rslc ejcmpJo esta cm 
liccLido con las aprnxrmadones line-ales Icjcniplo 3 de la section 14.4h Las dedvadas di- 
rcccionules sc imroducen cn la section 14 h m unli/aiido un map de cum - de temperatura 
para eslimur la razdn dc camhiti de la lemperatuni dc Reno en dime ion a l as Vegas Ujs 
in teg rales dMcs son usatlas para cstimar cl pmmedio dc nevudas en Colorado duranie cl 
2i\ y 21 lIc die icnihre de 2LHWi lejemplo 4 tic la section 1.5 I ?. I os campus vec tunnies son 
iiilruducklns en bisection I ft,! a [raves de represemacmiics uciurtles tk- los campus veetn 
dales de los patrons de k vcloridad del vienfo en la bohla tie San Francisco. 

Uu modn dc miercsai a esiudianies y hocerlus leclores activose* huecrlns irahajar iqui/.i 
en, gnipos i en proyecios prolong ados que den la sensation de un logro uiipsirtiuiie cuando 
sc lemiiucn, He induido aiaEm closes de pioycctos: Pn*yecim dv tiptiraribn que uomprenden 
aplicacionc^ discnadas para apclar a la ima^Lnacidn de csludiantes. 1:1 proves to despods dc 
hi seccidn N.K nsik/a km rnu3liplicadt>rev de Lae range par;i detenmnar la FTk.oa de las tre^ 
elapasdet hm/amiento dc nnenhete. um como lambien minimizar la masa Eoial nmcnirav 
el eohete akan/a la vetocKiad deseada, Los Pnnrcfmtic tebomtaria sc refieren a tecnologia; el 
que sigue tie la seceidn IM.2 nioestracomo usar curvus dc Ikvier para di*enaj- aormas que re- 
f>resentan letius para una imprcsora laser Los Pmyectos fmra un descubtirmetuo exploTan 
4spectt>s tie la gcometria: letraedrica I despots dc la scccuin I2.4x hiperestcras adespucs tic 
la section I^.Oj c intenctinme^ de ires ciliudnvs idespucs de hi scccion l? s 2j Lj Rt'dui r Ji^j 
de un pmyevto, despuc* de la seccidn I7.K cxplora los ongenes hislorieus y 1 i^icos del ico¬ 
re ma de dreen y del leorcmadc Stokes y la inieracdun de Ins hombres invulutTados. 

La dispemibitUiad de lecnologia no hace menus import ante, stno mis imptwiallfe, cn tender 
claramcnic I os eoneepios que s on las bases dc las tm.ijicncs que jparcvcn en p;iulalhi 
Cuando se usan en forma udccuada. las calcuhidonis dc griAcas y la* eornpuiadnras son 
poJemsas hen amientas para descubrir \ eiHenilcr esos etiNecplcis. Fstc teMo se puede iis.ji 
eon o siu tec nolog fa y aqui uso dos urn bolus c sped ale* para indicar con l hiridad cuando 
sc requicrc un lipo particular dc maquina. El kono ^ ■ indjea ua ejercicio que en torina 
detinios^ reqmerc cl uso dc csta tccnoliighu pero no es para indicar que no ve puede lu.lp 
L imbic n CO los ufros ejemploRL El Minbolo se reserva para problem as Cfl los que sc 
requicrcu UnSoh Um recursos de un ststenia computan^ado de algebra (eomn Derive. Mio 
pic, Mat ben Ulrica, oTI-BW2). Lon imlo. la lecnnlogin no tlcja ohsoktos at la pi/ \ p;L|Vl 
A vcces scci prelcribles los cukiilos y dihofos heehns iiiLimialnwntc pant iliisirar \ lefor/ar 
algun«.rs coir e plus Tnivto prufesoves cnnHi e suit! mutes neve si Ion desamdkr la capatidad 
de dee id n eu4»di^cs aprtppi.ui.t In mano n una miquina. 

hi TEC r , on cuiripaiicm i\v l ste lihmdv levto y esla |h b usiido para cnriqucicr y eornple 
rneirtar mi eontenido. (Ahum eshi ueccsihlc pur Inicmet cn “ 111 'ImiIiu ^ > an ) 

Creadti pur Harvey Keynes, Dan Clegg, HuU-fi Holm y pur mL el TEC urili/a un HoAodb 
de deM.yhnrruenlo y c^pliH;H mui Ru alguiuts sceeiitnes ik esle libro en donde la leeiiolo- 
;-i,i r- ppiriLi "IjMfit niI s .ipinpiadn, los leoTiiis situation 41 tus inargenes dirigen a estudiafii.es 
11 hm'hIuIi .ill IK que dun 00 aiTifiietilc tie hihinilorio en ■ I que pueden explorarel tema 
■ n for runs ddcrentes y a iiiveks dilerenlt Vi stmt son nil onaei ones tk fig unis del texio; 
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PfttFAOO 


WhAsiicn MEIOBADO 


pacima ws* 
« "tw. new art c i Fc ii I in f'in 


10 • piram^tririt 

t pnliPCt 


' ' ■ lar*Ti<iFm f infi nil** 


adividadcs md-i dabHr^is c iiH-luyen I m piofc«W 

coger pauicipnr cn varies orveles diferenles, que van de«k siroplemente caitmuiu al ^ 
Jiaiiic a usar Visual y Module para cxploflw^il ifitfepcndicnic..hast* afligiuu- cjcttn,^ 
espeeffiem dc los irtcluidcs cn cadii Module, o para i/rcar ejefeirios dd iciAnnies, laht, tiirih 
rins, y pmyectns que hacen a so de Visual y Module- 

El TEC lumbi£n inrluye ihnnewwk Hints para ejcrciclos repreSCntalivos (pin lo fi(1lt 
ra3 de niuitems Impure*) cn c*da unit dr las seccioies dr este hbro. indie ados id itttpri^ 
en mjocl niimcm del ejercieio. Estas sugcrcneias saelm prcseniarie eh forma de prej-u ftl4l 
v traian de inuiar mr ^.sisicnic cfwtivn de cnu'iiait/J al lunciormr coniti ptolesor putlool^ 

.. I its ejen.-ii.-ios clan . .mini.'' para no (VU’lar nuts dc la solumm real d e ... 

t]jc rs el minium ncccs3fif> p:ifu iivnnsar mas. 

l a icenolopiu cstti leniendo implicit) ell Li Icrma cn que sc iisigruLn tyreas a esi ud mriles. ^ 
hre itxio l? ii grupos numerosns r.l uso dc I area* en I Inca es iffticiuc y su initfiSi ikpcivdc 
dr la laulitiatl dr List), precision cn calificacidn Jr tonliabilidad Con la sexia edictfn he oka 
trabajarhfci c(>n la con m in dad dr caleulo \ WfehAssign para crcar un sisicmu Jr 14. 
reas en tinea. Hjuisi 70* t tk los cicrticios dr rada secrutn son a si enables a tareas en Itnc^, 
mduyendo lormalos dr rrspoesln tiba h . apeton .multi pic y panes diversas. Alcanas prectmus 
son prnhfemns tic partes di versus sohre si mu lad ores dr lt>.\ Module del TEC 

LI sisirniii umhicn incluye ejt'tnplox a* rlvoS, en los que Ins cslLtdiantes son ctmidos cn 
el male rial didactic® paso a pa.sn por ejemplus del texlo, con vinculos al Jibna dr lexto \ 
soluciones cn video, 

Esic sitin so ha rcnovadc y ahora incline lo sieuienlc: 

* Repast 1 dc algebra 

" Micnic ini (nlculadora y la Computadora fine Dijo 

■ Histurm tic tys niytenidticas. con viticulos a los mejores siiios web historicos 

■ Tern as udkionalcs (comp lei os con conjunAOB de cjcrcicitisi: scries de Fonnrf. fonjin 
las para el rrsto del somiMfi: en series dc Taylor, mtacion dc ejes 

■ Problem as arc Ins ados lejercicios dr prLkiira que sparer irron en edidonrs antrfmres. 
junto con sus solurtones) 

* Problemss de drsytio (algimos de Ins scccioncs de Pmhknuis (uik ionahw de cdtdo- 
nes antcriorcsii 

* Vinetilos, para trnms cn panicului, n fuentrs c\tcm;i> <k la Web 

■ Las Totds kit linnchinc Calculus (TECl, Module. Visual y Homework Hint^ 


CONTEN1DO 


Lsic cupitulo inirotliirr eurvas pnraiii^liicns y palurrs y aplteu los rnctodos dd cukiilo a 
ribs. I us tiirvas piiramthriciis son iiprufmaliw |V;tra pmycclo^ dr lahoratnrio; b.s dos qnr 
iiqui r -c prcsrnl.in coiuprendrn lamilms tie curras y rurva^ dr Itr/icr. Un Ntm- iraiiiiiiicn- 
fn dr -rcr inrirs ^uticih en cmmli'riJitLo pilmct prepara d caitlitlO p.ira i;ti Irye.s de Kepler 
cii cl cnpiiiiln I I 

l.as prurbii- di toriVnrgenciu tiriinu jtisliltciu nmcs inluHnas [vdQsr pdgma comio 

pruchtiH kmnnlcs. Ijis csimmLiont'K 1111 ini'liras dc su inns tie series csldn bosadBH eu cuill 
pnid>M ,*■ ii-.i* |>,mj« ileiiiosirur iMiuioiit Eip m-Ki E l rnltisis t sld i"ii la srnr y |)ohmnnios dc 
Taylor y mis aplu u< iones a la I 4 ira I ,iv cslinwrioncs dr erroi itirluyen Ins dr ,1 pa rah is 

ik ^liilii 41 
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pnefaciq mi *111 


I I A VccCiirCV / Li 
JfI ?ip.ida 

I 3 a FuncJoiH^ vectorijlc-i 

14 iD^hv^^p^itblei 

15 ■ InCFfjr-Alci mut(ipto& 

16 « CaJcuto vectorial 

II ■ Ecuidanes diforenciali^s 
do icgjfido orden 


El material tridimensional de geometric anah'tica y vectors esbdivididoen dtw capital os El 
opittlio [2 iratft con veulures, produeto punio y product) cnia, lfneas. pbnox y superficies. " 

lisiL- capftulii cubic funeiones valuta] ns come vcctoros, sus denvndas c integrals, ] L i fongi- 
lutl y curvaium de Lin c&paeio de cdrvsus y b vcLuctdad y b acelemnon a to largo de esc 
cspacio, icrminniido cn Ills leyes do Kepler. 

Funeiones de do* o mis variables son estudmdas de forma verbal* numfrica, visual y desde el 
punto de visia algebraico, En particular. iniraduzco bs dmvados pare tales ixnminanda nna 
columna esperifica cn una tibia do valorss del indict decalor ipcraibidoen b icmperaiura del 
at re) como un:i liuiuibn dc la temperature actual y do la h timed ad relaiiva, Las derives 
pure tales son cmplcadas para csiimar curvas en inaptiv dc icmpcnmira, presidn \ nevitdas. 

I «s inapas de eoniomo y III regia del punto medio, son milbadus pura estimarcl prome- 
dio de nevadas y tie (emperaturas en rug tones dadas, Las integrates dobles j triples son em- 
pleudtis para calcalar probabilidades. areas y superficies. y ten piny must volumenes de 
hipcresferns y de la interscodbn de ires cilindros. Los coordcnadas eilindncas y csferieas 
son iniroducidas cn cl context® lIc la evaluation de las integrates dobtes y [fifties. 

Los cainpos veetorintes son iiitroducsdos a [raves dc ilustraciones de los campus de vclocidad 
dc! viento y sus pul rones en la bahia dc San Francisco. Sc luice enfasis en las similitudes 
con cl teorema fundamental para integrates de linen, cl leurema dc Green, el teorema de 
Stokes y el looremu de la diverge neb. 

A parti r de Lls ecu aci ones diEcrcticiales de primer or den, vestas en cl cups In In y, esle eapi- 
Eulo linal ipjta con las ecuaciones difereneialcs de segundo orden, sus aplicacioncs en la 
vibration de resortes, circuitos elect ri cos y soluddn de series. 


MATERIAL AUXILIAR 


Catculo tie varies variables: ftxiscendetttes tempt (inns, sex [a edition. estd apoyado por un 
conjunto completo de niaieriales auxiliares ere ados bojo mi direct itm. Cada pane se ha di- 
senudo para mejorar b coin p Tension del esiudlanic y para laciliiur una enschauza creativa. 


MATERIAL DE APOTO PARA EL PROFESOR 


Estc libro cucnla con una scrie dc recursos pura cl profesor. I os quale* eslin disponibles cn 
ingles y sdlo sc proportions n a I os docentes que lo adopten eonm lesio cn sus cursos. fttra 
mtiyur infomiaciOn, ptjngasc cn coriaclo con el tiroa dc servicin u elienlcs cr las sigutentes 
direccioncs de anreo electronico: 


Ccngage IvCLLrning Mexico y Ceniroam£rica 
L en gage Learning Caribe 
Ccogagc learning Coho Sur 
Ccngagc Learning Par an info 
Cengagc 1 earning Patio And inn 


clienics.iiws ice wa® ccligog c com 
cliemcs.caiibc.ftl ccngagc.eom 
c I ic tiles .coiiosu r ® ecu gjige.com 
c I ic i ll es.par an i n Id <p wngage.ct m i 
cl ietilcs puel iKindiflO® ceiigage t u, 11 


l.zis recursos dbponihles sc encricniran disponiblcs en cl siiio web del libro: 

hi r [j : //lal 11 11 nm ic i it a. l c ng upv cn i n Alewurift 

I us dim Liniifs dc los siitos web relcrirbs en cl lexlo no son LLdnmiisiradLLs por (. engage 
Learning J.al lrtoiunfrica. por lo que dsla no us respunssihb dc los canibios o aeiuuliznciu- 
iH’s dc ins misroas. 
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AL ESTUDIANTE 


j_r*r on lihm de cdlcido c% difemme u leer uu pcriddieo n unti 
mivchi. iik Iilmi li ik Lihm de tisiea. ISto sc dcHunime si iivnc 
que leer un pasuLe mas de uiui vev para emenderlo Debe teller 
Ups/, papel y eakuladon* a la manu para bosquejar un diagra 
nu o fcieer un okulo. 

Akunov cvtudMiiEes empie/an pt»f tralar ^us problem as tk 
tarea v leen cl levio Milo m alomn cn un cjciririo, Sugicrn 
que un plan mucho ntejur e> leer y eniciukr him seeridii dd 
ie*m into de ifH^rdiif los ejereicios En particular. cl esludhit 
re detv leer Ij> definitions* p;irj ver I os sigmtfcadus ckocuis 
dthn icrtnmov \ unlcs ik leer coda ejemplo, sugicro que lleguc 
\\a^ia Lj m due nm y (rule de resolver el problems por si hum no 
Ohtcmlra nmlio in.is de ver la so Luc ion si lo hace ask 

Pane de In metude esle cursoescypaeiiar al csludiantc pam 
penvir de un.i msincra higiea. A premia a escribir las solueiuries 
dc 1 1 ^ cjervicios dc un mtnJo eida/udn y paso a pa so eon Ira 
e\p1icntiv,is, m> s6lo una hilera de ectiaciones o IdmuLhis 
desconectaclas. 

Lat* revpuesUis .1 Los ejereicios de niimoros impales apart 
_en jl final de eMc lihm, 01 el ap&idice I. Aleunos ejereicios 
ptden una c \ plicaea ki verbal 11 inierpretaeion o description til 
e- j . - ._l-h ■> r,i i uiu* sola forma eomecia tk express la respuesm. 
I- jti. «i« que m ■ -c prent upe por no hallar to respuesla detiniu 
’-;i Ademiv a vcees hay varias formas diferenies ert bsciuaks 
-e erprevp una respnesta numeric a o atgebralea, de modoque si 
a respuesia dkficrc tk la mia no suponga tie inmcdiatn que 
esii cn tin error. For cjcmplo. si la respuesta duda en la parte 
final tie evie Jihn» cs ^ 2 I y usied obtleno I/I I + v' 2 ). cn- 
roftLC'i [tene ra/iin r:n mnuli/ar cl denominador dcmciKimra 
qae ks’. respncvr.Ls cqaivakiHcs. 

F . ii i»n ‘ iniln .1 un efcn icin que dctintlivanicrut- icquieiv 
cl uvi ya ;ica de una talculadnni de prSficas ti urm COntpiUadDrtl 
eon software de Con Mlo« csto no signifies que los 

ap.jr^ui-. de ^raht*is no sc puedan usar para comprobar cl 


irahaju cn Ic* iplro*^ cjdvkkis. El sfmbolu * ■ sc reservy para 
pmblemits en Isis que se rcquicrcn todus Ins rccursos de tm ms- 
lemu cninpuliiri/ado dc algebra Cconiu el Derive. Maple, Ma- 
themalK .i, o b 71-89/921 Tumbkn eiieouirani cl simholo @ 
que advicne para nu eonucter un enur. He puesm csk- sfmbolo 
c*k margencs cn situaciones dumle he obsenado quL j una crati 
parte de mis c^iutlianics twndcu a comeier cl rmsmo error 

Al ftHfls for Enriching Cukuht ^ que cs companern de cste 
librt>. sc hate reference media Me cl simbtilii tUW e pue- 
dc tener ncceso al misnvo en v^ ^ sievt aricak n hi a mi. Diri*e 
nl csnudianic a modulos en li^ que puede ciplorar aspcctns de 
ctikulo para los que lacomputadora e\ particulurmcnle util. El 
TEC lattibiin chi Homework Hum para cjereicins representa- 
tivciK que esUtn imlicadoscun un lutmeru Ac ejereieici impre^!. 
en min; 15 T-sias sugereneius. de uuea hiicen [Hey,iinias al es. 
u i dial lie que le permiten uvan/ar haeia uiut sisluvicm sin Jar un 
lealidad vu respuesta. EL lector rienc que scj4uir cada una lLl l las 
sugcrcncias de una manera octiva con papcl y L;ipi/ para trabajar 
los dclalks. Si una sugereneia en poiticuhti no lo have eapa/ 
ik~ resolver un problema. puede haver i tu para ver la siguientc 
sugereneiu. 

Rci otniendo que conserve esie librncocno re I eretKia vk>pues 
que lermiiie el eurso. Debido a que cs probubte que el lector 
olvidc algumistk losdeialksesptvdieosikl adculo. el libm >er- 
viru eomo un uril recorthtono cunnctii neve site usar cdtculn en 
vur^ >s subs iguie rues. Tambien, como eslc lihm eoitbene mas ma- 
leriaL del que sc puede eubrir en eiialquier curstn puede >en - ir 
eoiritk iiii valioso reel]mo para eualquier i, ientiheo o iopenieni. 

Id euleuloes una materia evUaoulin.ui.i- iuM.invnie soiisi- 
demdii enrno uiu de los maymev lupi ns tk 1 la inenie lkurnana. 
f-spcio que d Lector descubm que no es solo uni hi no tambien 
uni r inseciiin c nte hermosO. 

JAMliS vri w-yrt 
















http://libreria-universitaria.blogspot.com 


CALCU LO 

DE V A R I A S VARIABLES 

Trascendentes tempranas 
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ECUACIONES PARAMETRICAS 
Y COORDENADAS POLAR 



Las ceuaeiones parsmetncas y coordenadas polares haeen posible- 
la de una amplca varied**! dc riuem curvai, algunas 

priedcis, algu n« hcrmosas. ilgunas extravagaiues, algunas extraftis. 


Ha^u el momcnto sc kin descrito curvas plants daxidn a v conio una fundrfn de \ [v f 1 '■' 
ii i -.<htim unj runcirtn <fc y [x — f/i.y}] n daiido una rclacion entre x y y que do fine ay impli- 
cimmenit como umi furrciftn de i [/{,t, yl = Oj. Jen esto capfmlo ?*o anali/mi dtis nucvos 
rndtttdm pcini tfcscrihar crumui. 

\Il*iim;is uirvas. conui lik ucloidc, >,c mancjun mcjor cuando \ \ v sc dan cn tiinik 11 * 
tic una icrccra variable r jlamada pardmclm | \ -= /|f), v “ f|{ri], Onus curvas, eotno la 
ardiuide lieneti su tie m ripci6n tnis i nm nucule cuando sc usa un nuevo aisicma coonie 
nailiii Mamatlcj *ijMcma do cnordenudii-s pnlares 
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HGUJtA I 


* " ^ ^*■- * f rdewriiw rfflwfo ha 
zp&tej % D^niijpa. pefQ r® tridwA? fls rjijjg 
* fw^iwsa ellir^ yn pvfift *n twrluuter 
^ ttUCiom i#Mri ura rtrrt#j3 

is pfltaniB an un punio 
,n/ 1^:-v >. rftfwfjtfndsi PTvcrflmiftnio 


CURVAS D EFINID AS FOR EC UACIQNES FARAM ET FUCAS _ _ 

1 1 ikit! i ik a que una pam'ciila se niuevc a lo largo de III curva C moslruda cn la tigura ] . Rs im- 
posiblc dcscrihir C por una ccuacibn de la Forma v = fix) porque C no pas eh la prueba de hi 
linea vertical Rem las eoordenndus x y v de la panicuki son funciones del ticmpn y, por In 
lanlo, sc puede escribir .1 — /(/) y y = $l). TaJ par de ecuaciones nude ser una forma coitvc- 
n ionic dc descrihir una curva y da I agar a la siguientc deh niacin 

Suponga que ,r y y sc dan eomo In 11 clones de una tenecra variable r (llamada puru me¬ 
tro) mediate las ecuaeiones 


x^fU) y = git) 

(llamadns ectuicinnc-s purmnetHcush Cada valor dc / determine un punio (x r y} H quo se 
puede representor en un sisiema coordeviado. Cuaiklo r varfa, el punto lx . v) = £/(/>j 

variEi y tra/si una curva t \ a la dial sc le llama curva parumdriui El parametm / no ne- 
ce^arianiciiEc represent a el licrrtpo y. dc hechot sc podm usar una lelra disiiniu a r para cl 
para metro. Pcra en much as aplicacioncs decurvas parai aid Ericas, / cJcnotad liempo y. per 
lo lanto. sc puede imerpretar a j.v, y) = [t f/1, eomo la position dc una partfcula en d 

tiempo fr 

EJIMPLO I Bosquejc e idcntilique la curva dell n id n por las ccuaciones parametric us 

x = r ~ 2i y = i + I 

^OLUCION Cada valor de t da tin pun to sobre la curva, como sc muesira cn la labia, Por 
ejemplo, si ( = 0, en tal easo v = 0. r = l: as f, cJ pun to correspond iente es (Ch 1 k En la 
Eigura 2 sc grallcau los pur ins U, y) determinados por varies valor es del pardmetro y sc 
iircn para producir una curva. 


J* 

.V 

y 

—2 

K 

-I 

- 1 

3 

0 

0 

O 

I 

1 

-J 

2 

2 

0 

3 

2 

3 

4 

4 

S 

5 



lina part feu la cuya posicibn esta dada por las ccuaeioitcs pamindricas. sc inucve u lo 
largo dc la curva en la dirccddn dc las lied las a medida que sc in ere men! a 1 . Mole que 
los puntos conseeuiivus marcaiios cn la curva jipaicccn a inscrvalos de licmpo igualcs. 
pero no a iguales disiancias. Estocs porqiic la purtfculn desacclera y despites aedera a 
medida que uunrenUi r 

Svgun sc observu de hi ligimi 2 P In curva ira/ada por la particula puede ser una parabola. 
Esio sc puede confirm ar a I diminar cl partimeiro t como stguc. Se obtiene t y I dc 
lu segunda ccuaeidn y se suslituyc cn la primcia. Estodii 

1 t' 2t = (v I y - 2(y I) - f 4y + 3 

y. [>or \ n nil in >. hi curva icpresenladn por las ctuacioncs paranicEnciLs es la parabola 
J - f 4y + 3, || 























Mil 



fIGUJM 3 


/2? 


m m $ 
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CAHTULO 10 (ClMClONES mMMtTWCAST COOWf N * D * S P< 

, r.rts irrcstricto. a.sf (|cc ve supnnc quo ( podrfa ^ 

[in d cjcmplo I cl pxiuncito it reStrin „ e a cs <ar«n un intcrvdo hnn, p w 

-* nt, 3I qui*r n nitwit* a| 2 unil * VtfL 

pkr. b L Lirvj 

y ~' + I ° s '* 4 

- | rt n ijit* de la padbda dd cjemplo I que empic/a tn d 
~t raoflrtd*«i I* l’i! uf * 3 cv ljp , ^ ^ flcL -hii indica la difwc«6n en la que 

(O ily rcmiinaen d pm**IK,5J J-*tab <^o ^te^ 

/a Jn curva cuantlo f el®* b a J . 

Jin general, tn Giirvn ton ceuaciones paramerrtcas 


x = /(/) y = §U) 11 * f ' b 

l iene punit) ink-in I (/Rtf(fl)) y pwnt« terminal &(*>)). 

LV Ejti'PLO i t (Jut* I’ufvu sc rfprtsciilJi medianif las cctmetoncs parunieiricns \ — 
y veil I. ft ■ / ■ Mi 

Si « graht an I*tv punlos. la curva parcce un cfrculo. Ksia impresiftn sc confimsi 
al eliminar / Observe que 


+ y = cos’/ + sen'/ - I 


Asi. cl punto l.t. vi vc muevc cn cl circuit' unitario ,r + )' I Observe que cn tsit 
cjemplo cl paramdro / *e puede interpneiaf como el 4ngu|o (en radiants] nuistrado cn la 
ligum 4. Cuandn t sc increments de 0 a 2 tt, el punto (,v, y) - fcos I, sen /I ve mueve urn 
vc/ alrcdcdor dd cfrculo cn senddo com ran o a las manccilltw del reloj, etnpezando «rv e! 
punto (1.0). 


flGJRM 



EJEMPLO 3 ( ',Qut : curva sc representa 
x = s ^n 2r, y = cos It, (J ■ / * 2-jt 


mcdianlc las ccuacioncs pj mi metric ns'. 1 


■ De nuevo sc tienc 



r + v* - sen : 2r + eos : 2 / = | 

Pen, cuu^XVC ill M1 " mt s l , ‘ ir ' ,,T ’^ | ricas nepneacMan cl efreulu unilwii) i ! (- v ; - I 

I) y vc mueve dm / *" ^' . H r.? * ^ ** punto (t ’ v) = 1 wn Cos 2t) t imnen/u cn (0. 

cam sc jndiem cn la V^uraA ' ^ ^ KlTv ' il ° en la dlreccit ^ da laa nuMcillei tie * rtk ’ 1 

tat pucdrfMcJLsrm It i ' " MU s,r ' 1 4 U|! * os diferemes cimjuncos de ecuaeitmes paiais* 1 ' 
juiiUj de muHm. y tlirVil As( - * l *<s1mgue cnlre uiw uimi. qne cs cn iW 

pankular ***** iftmimdirie^ cn In cua] \u\ puiitns sc luL/an Jl 1 uii^i 
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5 ECCI to. I CUHVAS Dl* IN IDAS TOR ECUACIONf* PARANlTKICAS 621 


EjEHPLG 4 Encucnur ecuariiancs parairahrieas para cl cJrculo cun eeiiiro th. k> y nidic» r 

m Si kmu las GCUXUWC& dd cirodo umtario del rjempta 2 y multiplied por r ks 
eiprcMoncA par4 jt y y. obiurne i r cos t.y = r sen I. Sc puedc veriftcar que cstas 
ccuBckmcs represent an mu tfreuln con radio r y centraf d origen tni/iulci cn sentido 
eonfraiio a las ntanccillds tie I rcloj. Ah ora displace A uni tladcs cn hi dircccifrn x y k 
Linidmlcs cn 111 dircccWn y para ubEener ccuackincs paranktrkas del clrcMtcHfigura ft) con 
ccnlrn |/i b kj y radio ri 

t = h + r cos t y = k+r sen t 0 < f ^ 2tt 


FIGUHA 6 

v ft + rcosf.y = £ + r-stin r 




f tGllAA T 


Vi EJEMPLO S Bosquejc la curva con ecudeiones parainftricas i sen f. v * ^en't 

s Observe que y = (sen i)^ = jr yv por lo tanto, cl punto t.i. y) sc mueve sobre 
la parabola v = _r, Sin embargo. note tambsen que. cornu l - sen f 1. $e licnc 
1 " x ^ I: asi\ las ecuaciones piifametricas represents stflo la parte de la fwabola para 
la cual 1 ^ jt ^ I. Debido a que sen j e* peri<5diea, d punk* f.r T y) (sen r, scn 7 r) sc mue 
ve cil vaiven de manera infmila a lo largo de la parabola dc ( I. I) a t L 11. ( Vease 
ligura 7.} 


□33 Mnfjiiip ID lAdauna ammaenfindt la 
^•*:.«rrn flfiirw movuTiient-Q a lo taiga de una 
cw* jMfamimra i - fit), y - ^rivrimoui 
mififUn 1 fcr l.sr^nin la? fftfeas de/y ff cwna 
t Cca in rUr, etv TfifcG St ohtiene la 

Imlia de rurva-. ^aitifttrix^s 

i - ii At ; ■ ( Jr 

* <■ h J r*rta?k en 

+ -6 *ri luv^n in Ce i *■ 11 

r - iciv ru Iftdciqnaii OT ef cin^ta ttel 

^ a -<■- I.J - 3 
?Mem w islymra B Si serinrJe 

«n .r«n<r4ii 6 mravnmm f iicKia la £tef«hrL 
1* pirfta rtK >1 t/idic^ tte tdoteicamo nL 
ik 14'. di? e to* f Y 

'■jfi 4i 14 puramAtrpra IntuNl 99 llama 

^ L Jtti/MJl 





fiGUIA I 


I = ini r V 2l 


i »en 
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MGURA f 


DEPOSITiVOS mvpanv* £ IJt ' K >‘ l 11,11 st ‘ I 1111 ’ 1 *™ - -»r , . 

U mayor parte de U* atcamor^" y trk-as. Dr hccho. es irmiuciivo 

graficar curvav detiitida* J** cCU '^ ^ ca Jculad<»ni. poftjoc Ins punt.rs sc tra/^J. 
mu curt., paramdtnca quc c\ dibuja<** tl narimetro ciifirespondienlijs 

ordrn a mcdlda qur * !«««*"'” J(* valors *«= P-* 

■ j-ifir-aj'irtfi nara ira/ar la curvti i r 1 + Jr 

E|EMftd 4 Empire tin disposition dc ™ 

,_ _ = y. en seeuida >e ticrtett las ccuaciorgs 

ittUtlO* Si s £ pcfmiic cl pardmetm 

x - f - 3/* y~*i 

Ivir -. trazar Ja curva. se oblicne la ligura 9 Safe 

Al Ufiar t'siiis iru'uat'MJDL’s pjirauit triLiis p.i • 

' . . ..... r , ly 3 ) para v eomo cuatm I unci tines de x y 

pnsiblc resolver In ecuncirtn dndn l,r - y *y t H“ J 

lUc-art.,. ill’ in. ... pen.. mmtuKU f" v “ n »«■*• 


mis likil 


I£n general, si se require haccr U grdlica dc una ccuacitm dc la forma ■ 9 I 1 k se 

puetk-n usm tas cviiacitwies pnnundtncas 

x «* 9 ( 1 ) y = i 

Observe lamhien que las curvas coo ccuacioncs> =/Ui luquclla-v con las que sc cds nu- 
fam it lari/ado, gratis as tie lutwtones} sc pueden considerar Lamhicn cimm curvav con es&j- 
emnes p.iramemsas 

x = r y =f(r) 


Los dispositivos dc gnlicuddn son particularmente ulilcs cuando sc busquejan turn, 
complicadns, for cjcmpUr, las curvas mostradas en las figuras IQ. I I y 12. senar vimiulmen- 
tc iniposiblcs dc prodticir a rnano. 


H 




H 


FIGUR* 10 

j = f + 2 «cn 2# 
j = j + icot 


103 P-* .r i-r. n S* tv ID te 

"S^flr* tin*, to lorn* i* t ^kwln 
wrti w af rJrnipfcj 


ft.5 


2.S 



FIGUflA 1 1 

-r 1.5 cos i Cm KV 
y t.5 sen r senJOr 


l 



t 


-I 

FtGURA 12 

x = send + cos JQQO 
y ' cosir t sen M Kir- 


por cornpuiadorii (C'AI >] Bn -j . " * ,ls t " u ^ as P s| ramcinv:is cs cn cl diseftn oiwili 
vestigartn curva* fwnmdiricas des ^^ dl! )u |01 J < 

ncra exteisa en uwnufiictum, cn nirticuln' . J l " CUn " B * quo sc usan dc 

inmhicn para npcdllotr forma* A. \ , ■ * * *' * mL,u ' ,lr 'n autotnotri/ l-slas curvas sc i 

S ' olms. snnholov cn imprrsonis Kiser 

LA CICLOIDE 

tJINno l U curva p,,, 

H diciilo nit-d, i a |„ |, rfri| <Sc , 1:1 ctrcuriferent'ia de un cficuto cm“ 

** ™ lMt r y Fucdn a Ur lar K „ ( | t -| rt ‘ ^ ltnJl < vCase fig | t) Si el cfrctilo ti 

las ccuncioiie* puniqaSirtfas ... |„ Pf,sici6n ^ /' esu’i cn cl origcii. dtfttnni 
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FIGURE 13 




FIGURE 1 * 


Sc cligc . .porfmdro cl angulo Je miacion if del cfanilo i« 0 niando P 

csiii en cl iM'igcn). Sup. my.* que el circulo ha girado ft radiants. Dchido a que cl cirrulu 
ha c^iado en L-onlaclc* um l.i Hnca, sc ve dc la ligura 14, que la ilislancm que ha rodudo 
dcs.de cl nngen es 

l^ri = w FT = rft 

Pot to tamo, cl centre del circuit) cs Orfi, r|. Scan (jr, y) las coordenadas dc P, Por lo 
lano, dc la fijjura I f sc ve qnv 

i | 0T\ - | FQ | - rll — r sen ft = rift scriM) 

v | JC | |j@C| ■- r — rcosW = rll cos Ml 


Lkbidn a e^o. tav ectnc nines paramdlhca* dc la cicloide «m 


nn .1 * r(0 - sen#) V “ r(] - COS0I 0 £ ft 


'\ 

\ 


/ 

CKMnac 




USUI* 14 


Un arco dte ia deknde vienc tit uiui rotation del circuit) y. pnr lo uma describe me- 
diante 0 f -" $ 2w Aunqcc Ili-% ecuytiones I se derivaron de b figura 14, que Hu-^tru el 

case donde U < 0 - tt/ 2* ^ puedr ver que esui£ ecuaciones aun son vilidas jmu mros 
valorem de S (viw: el ejcrciuo 39), 

Aunque es pnsihle cliEnimir el pardmetm 0 de las ccuadnncs 1, la cai;icn>n earicsiana 
rexultante en v y y es imiy cnmplicada v no es converienie p:ir;i irabijar enmo las ecua- 
ciones paramctricas 

Una tie las primer as persona* en estudiar la eictoide fue Galileo, qmen propuso que I os 
puemes sc cOTisEmycr;yi en U rnTnii de dcloides. y quien tralO de enconirar el area bjjo un 
arco dc una cidnnJc. PcspLuh csta curva snrgid en concxitin con el problem* de la bra- 
quLslocrnna. Hallar la tuna a lo largo de la cuaJ sc deslimri una pqrticub en el ttempo 
mas eorto ihajo la mtluendu de la gravedodl dc un pump A a un punt** mlen^F H nodirec- 
tamcmt tkbajo dc A t-l matcfnilbu sui/o John Bcnwolti. quien pLinko C \ic prohlcm.i cn 
1696, moslno que cnirc las curves posihles que unen a A dDQ H, como en la figur .1 15, la 
panicula lomara cl mcnor liempo de deslizamknto dc .4 a B si la curs a cs pane dc un arco 
invertidn de una cicloidc. 

El fisico hrsland^s Huygens mo&frrt que la cicloide es lamhi^n la soluem^n al problems 
de la tau toe run a l cs deeir, mii import ar ddfide se coloquc una partial (a / h en una cklnide 
invert id a. le torna cl misimi rtcinpo desli^rse hasm cl londtH vf.tse lig 161 1 Inycciis pm- 
puso que lr>s rclojesde pdnduln (que cl invalid) oscilanin en nrcos eie Ini dales, [H>rquc en 
ml easti cl pendulo larda el mismo Licinpo en compktar una ohm lac ion si oscila pnr un or 
CO amplio o pequerto, 


FA MIL I AS- OE CUftVAS PARAMtTRICAS 

Invesh^ue Ea la m iha dc eiirvas con ecuackmesi p*ramclrie*s 

t o + cm r v — (i un I + «i l 

iiciirn en eontim csuis L urvss. 1 ^tYurni camhia la mrva cunjidti %c itteieinenlii j:; 1 
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i 

. 


i 



rtcitftfn P roducir ti,s &*** P“ra U «... 

■- e —“ 11 Obnervc que 


Diur * s« cmpk-.i un d, 4 P‘ K j’ , *° * * mOStradas cfi Ja ^ urj 1 7 . 

u . * r -- 


aprosinm a to oafninu 

(exdejKo tl ta *° 11 ,M ,u " . u i/auierdj a la dtjecha 

rita ,, - a cuando « « *"**•"“ 11 " P" H 






f IGtiflA I J MicnvhnK de to familu Cuando n I. airtHaA IDIUS MW uniformes, pern cuando a llnga a I. la fanta J*- 

i ■ ti + ius r, i a tjn i ( sen i. tttha aciquierc un puiitn dcftdidoi, tlamido ctispidt’. PiirJ tt tntrc I V It In cuspid? st 

grtliijituss'n cl rvii.inpiluilc vision vuelve un tHicte. quc sc vikIw mas grande cun forme a x aprowtna a It. Cuiindo u = 0. 

I j. j J pnr | 4,4J amhas ramas se junian y fnrmun un cfrculo I vca.se cl cjemplo 21, Para a enure 0 y I. L 

ram.. i/quienki ticrw un huclt. que se contra? para vo| verse una cilspide cuando u = |. 
Para u > ], ins ranuis sc alisan do nuevo y, cuando a se increment a unis, sc vudven me- 
tins curves. Observe que Inscurvas cun a posiliva son reflet io ties res peon .lI e|c v Je> 
curvjs correspond iertlcs con a riegnliva. 

Esias curvas se ilaiiiaii concoides de Nicomedcs cn honor del erudite dc la 
anligua Orcein. Ni Comedos. Las 11 land ooncoides porqne la fur iiill de mis ranuis esirr 
nas sc usemeja a la de uiin concha de un caracol u de un me|ilion 

10,1 EJERCfClOS _ 


-1 B^lk-jo 1 . 1 , ursj p* mcdk> dc las ecu jennies paiiLmetncas 
patj irjjjj iwnlin. IrJiqui- ton unj flee ha b direction tn Ja ifuc se 
itlltj Lt cun j uundi) crccc r. 

1 . # — I + v>. v - i 1 - it. nsj^ 5 
l.t 2 ens t, i t e*iM, 0^r^27T 

3* x - 5 sen t. y - i J . ir « r *s w 
A. r * ' * I. \ • c 1 >. 2 1 =S 2 

f-ll 

1,1 • lfr<w|iir r I.I tilrvj Ilk I nr |n las ccuacifints par.ilnelneas [sip., 
rrjyjf ptinlin Indkiut un unn flecha la dir«a6n cn l.i ifUc 
1C Ir;i/J la > urs.i u.nitli, jumrnLi f. 

*br htimir^ rl |MAmrt*Q pars liallar la ceuqcida cartrsiana dr la 
rwvt 

S - I - 3l i. y 2t * I 

*■ x - I * l. > * S It. *] E i « ) 

*■ * •' 2. *- t i It. 3 ' t' A 


3- x » I + 3r, y^2-r 
9. x ■ ^7, v - I — r 
10. x ■ r 1 , y = r* 

11-10 

Cl) Eli.nine cl pardnictm para hallar unn ecuueidit «.rtesuina deli 
curvu. 

Ihj llusiiMejc In eurva e indique con unn llccha l.i direecidn enb 
4 “ tru7a la ^':»ndu ereec el parAmeinv 

tl.4r- fc nft y = eosft p < « ? , 

-v = 5s«,* -nn<0* V /l 

’ 1 ' ~ f ’ * ~ «« ' U < f < w/2 
* W- t. 

,. f+ , 

#sf| 

lh * m * nh ^- y~^ hf 
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S^CClbN 10.1 CUHVM OCFIWfDAS POR ECUACtOMES RAMHfTftrCM | 


*21 


ti. i “ - ^ nh '* V “ 5 «rih ' 


If-K Dfs*nt« el nwvimieolo tk u m partieulu con pcivicm u, y > 
t-Hiinli 't van'n en el intervalo especiftcado 

I*. .1 - 3 + 2 «» t> a ■ I + 2 sen t, tr/2 t - W/2 

JO. .T - 2 *n l, V ■ 4 + cos r , 0- r - lir/2 

jfJjr - Ssenf. y—2 h»I. -nr * i «. Siy 

H, y-cwcf, — lu< r < If 


U. Supi'Djjj tjuc una curcu e-stci J.ul.i pnr lav ecuocionct panimfln- 
ca> v - fit I. v = iloiiik el inlcrvulo dc/ev 11, 4! y cl dc if 
es [2, 31 ,Que vc puedc ekeir nccrcit tic- la curva? 

Compare las pn'ificus ck las eanicinncs paramclricas 
i - ru) y <jlf) cn ln)-(d) con Ins curviiv pumtidiricav I-IV. Re 
n/.DiKi para sus clecciones. 



IS-tT Um lav erffiqas dc x - /(tj y y - jt) para tmqocjar la CU r 
vo pUMi^rin V -JW. y - git). Indique eon llechav lai&twidn 
ci*i que *e ini/a l.i curva ciiaruja crece ; 

25. i ># 



\ 1 

Jj 



t 1 

J 1 



34 Compare in? ecuackmes pjr.tirwrlnt ja con las griElcas I VI 
Dt modes para sus clecdoncv i No use un disposmvo de 
grmficacidn.) 

(a) x - f* - f + 1. y - I s 
(hi r - r - 2/. v = 

(t I j ™ sen 2f + v = sen If -I- sen 2l) 


fill i — cos 5r. v “ sen 2i 

<e> j = i + sen 4r. v « f + cos 3f 


Ui x 


sen 2; cos 2f 

7T7’ V “7T7 



KM 36 1 . Omfltiuc In curva j - y - 3v* + v’ 

KM 16. {Jnifnjuc li* cwvt* y “ r ’ y i — rty D r >' cneueittrc >gv 

puniin <k inferveccirtrt Limrtflt Wu un decimal 
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CWlTULO I t EC^ACtDNEi W(l*tltTJIlCA5 T 




'••33. 


II- i^j MunlK ifijc | n hwcpw pdrdinAiuj* 

* — t, +■ I h , - |, || )f * lf| + | Wt ~ 

JiitiiJe 0 - r ■- ), dfwnhen d t^nunbi Jc Ltrtt^ 4** lH * f 

*« r.h,.x,l > fjOj ft). 

Ih| F ik ucnett li* rt u>.iiHii. [ui4 rrpfc*e(^ J f f l 

lie Itntj Jt i| - 2, 7Fat3 t - 11 
I « ui) d i if* n itivii ik jfr.i he j*: ih hi y e j jein I t.idi* Jel 
,V| i jj jijfji +|ihti|m r| triAnouti] enu vCrli^C* -l( I, l). 

iiy m. v. 

hncuenlPif bis ec uric nine i jnnmiftriCii 1 ' j,MfJ l.i [fayce H ma *1® 

imu Ji.miLMlu ipie se nmeve a In Ipifb del cfrcuh' 

,J 1 '> I 'IbnJltniRDRiile^ritA. 

■ 1,1 " E! ”-I HV Ml d homiiln) Jl- Ls niancgUtu* Jd relnj. ertipc/aH- 
dotfi i2. I] 

I hi Tret Uflin i-n Sfjiiitlo Cdnmtib dc las rrUHINil Us Jf> «I«J- 
ffflficrjn(J« en (2, J > 

u i { j Jnn,i.,l til -vjitijn cnntninn al dr la- laianCtil U& del reluj, 
fliipejaink' cn Itl, ,t| 

^ J4.ta> IIX im*FC la* tL-ujx:ii«iii-s (kuaffiAnCK p;tfa It flip** l f(1 ‘ 
•if- l j^hti'rrjfiht modifiquc to cmaenmei ile un 
clrcuki del t KftiJ'Ui 2.| 

i In l -t tnii- ftuxiinico pjumcin^i jura baecf b *U(cj dc 
U tliptc viMmlii n - * \ h — |. 2.4 y X 
Ctmio LJiiihui l.i ii^mj tie la rlgpie cuindo varla 

^ 3i'-J4 | s<; c.iUuIjdnriiitf ocnmpulatkirj para reprinllli;If 

l.i (Ijjuru 


J5. 





v u 


3J- ’J CnrftpjJe las Lima* rfjvfVflladai par bi ecuKiOftrs para- 
mctlKl^ j^CdflH ditiwen ' 


3J. rat r =■ V = f* 
(e)i » f jr = *** 

M. I at x t. ■, * r“ J 

frl f » /. * 


{bl i = A r = f 
Cb> x - ratr. y ™ 


JG. 1 X'l 1 u/i .i l,i» cm im: m snei I fKira cl ensn tr/ 2 < ft < 17 . 

40. Sen/* mi pmirn ji umi diMJincKi ti del tenlni de Un cErculo dc ra¬ 
dio f. U«umi twaclii p«r r cunn(h> el cficplo Adu n In lui^cn 
de uria rctlj « lliim.i trociildr. (('wideife el mnvnnicn|(i dc uil 
punln Kbhrf el rayo lie liiiii ruriin dr bick'lciii.) La clchiiik' ci d 
1 ,r«i c ^ 1.1 1 tic 11 ri-i iriiciiidc tim d - r. Si * erupltd ct rruumci 
t^irrtcih 1 f .|IK rua la ckkude. y a « tuponc u lm r ,i r | 

rjt * y ft ■ n rnuiKbi /' rui m de >ui punicn minima. 

fliucilie pr Iih eawnffii praiwtiicw dc Jj mvuidr <ntn 

j ^ r#- jfKflfr r “ r — 4 in# 
tbnqutflt M (fijtmdr | to** Irn tww d < ryd * , 


4\. Si** 


(j™. «nL'vcnf» 1« WMcjonn puraiu^ 

^ f. Min JiM«w jp unIjs 1.^ pnvif ionic p. .viht*,. ’ 

^ “ j., _i 


,ki pufli 1 ' 


ppflCwfm posihkt 

□ CCIITIO Pi 
C k>e«>ifiqw la cumi 


ci* part I*;“^^ curk . Li>aildii d t nV ^lo ttwmti pftfirr^ 


Vi 

1 

' P ^ 1 - Ji 

r \ 

>1 

V- 

’k r 

/ r 


A 

\ 


" - —« 



4 

1 


Si (f y ft w Ad metre fijt^ cncuenlrr las pjifanrfir^ 

It l'l lO^® 5 ^ pObic’i'irH*?^ fhWiiFiic^ ikl pur.;- 

r en la h j?ura. itssuido el taguJo c«-»o P^meim El 
j„ ^ jjnuiljl rf O^bB Jl cfrwlff F !r3,,i)f 


Vi 

h& 


\, 

A ft 

pc 

0 

\ V 

J 

H 1 





43. U«J turvii, Ibnuds bruju dc Mnrlu tullM'.ie 

m iivla^ la* posicionei posibles Je| pfintri f 1 en In li^ura Mws- 
tic (jue las etuariemes paran^irieis pun r^.i iunn sc pnrden 
escrihir pomo 

* = 2a cot ft v ~ 2fi Mtv'fl 
Bmqucje It nina. 



1** psnn^irien ^ ^ ctirv* (uf 

££ *ri i,cl f " nK ' p «'* **"■ 

i. m ' r J M “l B «^ucje Jn rtir\» t IMa cum*« 

iA * dr 1>tnrt « =n luxtot .11 xtbki tnrpv 

. )M tl ^ la CiifPK! un ]tr4Fk(i part 

dr un ^ ^ Mn €UtN> vulunwii ft ik« sfrf 1 cl 

* ™0 **P*Otay) 
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sEcatiN 


(to Use lit deflcripeidn gcomllric* tie |, t enrva para ini/;!! nis* 
niwlniriittf m basque jo burtlo dc la imrva. C'omptuchc *u 
nabtijd ton cl usadc Lis ccuadojics purunkinciis ptan grn- 
lieur la curvu. 



r ti. Supnrtpa que la position de un-a panfculu cii cl tieiripomtri 

data per 

Xi = 3 sen / Vi " 2 cos i 0 £ r < 2ir 

y b pusici^n ilc una scpinJa particula esi a dtula por 

(■ = -? + coh t Vj = 1 + sen ( [] i s 2 u 

i j i Gruhqiv las trayectorins de jiuhas pameuliis. ^CuaniuH 
puntus iL. - iilieOieccion hay'? 

ft] ;.A[£tinos de cstos juntos de imersceciGn son pumas d<i co- 
huori* En istrjs pa Libras. f -cslan las particulas alguna vqz 
cn cl nmmo lugar a! inisiim lieinpi? Si es ask Jcicrminc 
los punlos de colision, 

fc) Dcscriha |o t|uc succde si la irayeeinrin tie la segundn 
pjni'culj esta dnda por 

J; = 3 + COS J V; — I + Sell J 0^ ( ^ 2lJ 

■W. Si un pmwflil es tanzado con una vclocidad inicial dc v r meirre 
pnr seeundo a tin inuulo a arrifci lLl* la horixoonal y se supeme 



1 0 .1 CD RVA* DEFINED as PO R EC U ACI ONlS P A R A M tT ft ID AS *19 

que hi Ksiscencia. del ane cs insigni fit ante. cri taJ cann su po- 
iicidn desputfs de t scpuntins <tsii dink por las ecuacinnes 
puunltricu 

.if = ivn cos £*>r r v — (iif. sen a)t - 

ihmdc if {« la iiccleraoidn debitlu a la graved.id (g.S m/s 2 !. 
i at Si sc diapara una pi sink con <t 30° y Vli _ 500 ^ 
i.cudnjo la biila uuli$£ortui con c! suclo? 4 A L|ud disiancia de 
hi pistJlu chtK-ari cun d suelti? ;,Cu£1 es la uJiur.i mtoima 
que akun/.L la bald? 

Hi ft) Use un disposilivo de grafic&titfn para, compmtiar stis ivk- 

pucslas par-iL cl inci^i t:i I. ]>espu£s liulique lu trayectuna del 
pmyeciil pmnidnis valorcs del ^npulo it con la fituilid.id 
de ver dtkdc eh«;i con cJ sucto. Eiesuuia sus h.Lllajr.pos 
lc) Mucslrc que la trayecionac* paratHJlica iiieditinic la dimi- 
nacidn del pat nine Iro. 

ffl 47.? Invest ip tie Li I arm Ii:l dc curvas delinida pur las ccuaciones pa- 
ramciricas .v = r.y ™ r‘ - rr ^rnncimbin la forma cuantlo 
sc incrcmenlat ? Ilustre ^raftcando s’anos miembrtJH de la 
fam i 1 1 j . 

I.as ctirvas dc ruiatirore cula dc ^olnndrlnn sc defnen 
incdianie las ecuactones partirncirlcas i = 2(7 4i l , 
y ™ — rr + 3r L . Grafiquc varins dc esta?, curves. f ,QuC 
cjirgctcristicas licnen on cornun ojfias L-urvtis? ..Cdmo 
ctimbian cuando sc increments c? 

mm Las tun as con ecnocioncs Ji = (J sen fit, y h COS r Sc Hainan 
fipuras dc T.issj^fius. fnvesiijiur edmo van an estas cun.is 
cuando van'M a, h y it. rTomc a tt como un cnlcro positive t 

Hi 50. Invcsiigue in tamilia dc cunas dctiiiida por las ecuaclones pa- 
rameiricas. Enipiece poi luccr que r sea un entfro pismvo v 
ver In (|tir (kuttc a l;i forma cuando c uumenta. Luogo explore 
algunasdc las posibilidades que Sfi presenlan Cuando res una 
fraccKui. 



PPOfECTO DE 

LA 1 O 

^ CiRCULOS QUE CORREN ALREDEDOR DE ClRCULOS 


En cste proyccto sc investigan famitias dc cltrvas. Iknnadrih iiipodcfoidex v c/?i’rfrJnfi/c.N\ que 


sc ^cnefan por d moviinicnto dc un pun in sohne un crirvulo que nvila dentrn o tnera dc otro 
ciitulo- 



i ' prT ' E * r l( R ln(nu.lMleii t itrtdraitia 

* * cirrtH®'. rri#i«fts 


L Una hipocidoidi’ cs una curva tra/ada por uii punlo tiju P sobrC un ciicuto C dc radio A 
cuiindo C rueda en cl interior de un eirculocon ccrnro O y radio ti. Mucslrc que si la posi- 
L-irtn initial dc /•"ck to. Oi y cl pjirtimdLrij 0 sl- dige como cu la ligura, cii consccucncia kis 
cruatinncii piiram6trkaR de la hipicjcjoidc son 




I a - hi COS ■+ b cos 



v - to - M sen 0 


- 1 > •) 


2. Use UII dlsposiiivt) de gndicitetrin to (a piatiea inicmcLiviL del Mutllllf Hit’ 10.1 Ell para Jilm- 
jar Ijls pr/ilicas de hipifid Hides con tt un oitcw pisitivo y h I. -C'bmo atecta cl valm dc 
(( a III prittici? Mui'Mrc tpn- si sc tonni a - d, cn ml easo las ccuudoncs paramdlrictis dc la 
llipiciclnidc si' rcikltcn n 


v - -I cift'O y * 4 sen'# 

I :^IJ| i Iircji me Mil mil IO|mrhlddi til 1 iHiitni vciilrcs u asllSildc 
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1 


in 


5. Ahnir-i pruebc b I > a ntd, vrl4 divide n y d fin tram helm ■ mun Plfirnr 

to va n - | c imcnff deltcmmjt frificjmcnfe cl CtCClO del dcnminiiuvlni if cn la forma 
Jc is grille* tinliutert n virli mwltcta.li k mimicnt 1 d iHtmllfllc , Qut iiKCitc CUinJa 
n -d + I? 

4, .(Jut lumk >i It “ I Jf a rv iftavntfijl' biprrmwnicotwi un nurnern irrjunm.il eom® \ j n 
f * 2 Tiuhr vjl«a coda vex iiiJIi grander pua w y c^psuk fcata ik toque mccdcrl* ti 
« ui,iflvai^ I A liifHK mlimlr pji-i indin. I lie valorem realn dt H. 

5. Si el L irmln 1 Wil,i cn el nlfftur del drculn hjn. l.i eitrva (ia/.id.i fnir V ll.miui t |iicle'|■ ■ Ml■- 
t'lKiiL’utic ct u iiciuiics p.irjiriH^EricjLS ji.ii.i L.i qniii: Unde 

t, Invcttipe las form, is pnHibkr pnni epiudoideii. Use mdlodos si mi Lares item lot 
prnbk'iiias 2- 4. 



10.2 


CALCULO CON CUftVAS FARAMfcTRICAS 


Ofta vc/ vislo cornu representor ccuadcmcv parun&ricas, aJiora sc aplican meindt.s tie 
eiikalo a eMj> curvjN (wuit^ukii*. I n partiuthii. sc resuelvcn problcni.ts rekinnadih vnn 
langcnEcs, area. tongilud lie arco y toil <k vuparficie. 


TANGENTES 

En la seccidn anterior se vfo que algurms curves definidas por ecuaciones. parani<i , Triuis 
,r =f{t) y v = plf I sc pueden cxprcsur mmbitin,al diminar cl pardmelro,cn In forma i f i r|, 
tWasc cn cl ejercicio ft? Ins conclic nines generates bajo Las que esfo es posihle i Si sc 
susliluye x /(f) y y fllr) cii In ecuaciriii y = R.rh sc obliene 

gU\ - F(/(f» 

y* de esa maneru. si </„ f y J son dcrivablrv la regia de la cadena da 

*'to - FifitWitt) “ FUPUl 

Si/'lf) ^ G r se puedc feMilvtr F' 11): 


m 


F%x) 


gio 

m 


Eucsfo que la pent Lie me dc la langentt a la Ulrva y = F(.rJ en fr. F{xi} Cv f'faj, la ccwi- 
ci6n I permnc hatlar langciMcs a curvas paraiTteiriCa* sin liner que cLmiinar cl pardmciro 
Si vc emplea la mu avion de I.eihin/, sc puede rccscribir laeciincidn l cn Ltna forma s|li.c! sc 
rev nets In con facilidail. 


" w eote.ittj Qw n fit fiarmnftifita 
«I'tfflS W n* turnout* mftni. m m uh 
4 '~- * f <** ■'* » '« -141W ftflnl ¥ 

^ ^ prttoM flalfrflutaiikK 





s 



dy 



Ji 

tiv 

si —’ r* 0 

dt 

t/i 

ftx 


dt 



Sc piiede vet tic la ftuotum ' i|tnr b turn licitc una. rang on rc hon/onial cuand«> 
i/i dt u isiemprc qnctfi t ft * HI y iicph* una lungcnlc vertical CLUitnlu th tit " (lltoinan- 
ilri cn lueiiiji i|ur rh <h -* fq. litin in Ft ironic tfm rv tint para huvqucjar curvas fwumcmva* 
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SECClOn 10, J f.MCULO CD?* OJFHVA5 f*KAHf TMif A'. Mil ill 


J j 

i 

f =- “1 

y = n Jd — 31 

J 

Al Jt\; 

i 

\yi^ Ms 

i 


A x 





L 



Scj^uei hi* sabc del ca|>rml» iambifa cs util considerin' tFy <i.\t. Bain >c puede hallar 
A > >* fccinpIjiAi* v por tiy dx cn la ctuatum 2: 



EJEMPIO i Unacurvu <" h 1 debne pnr Ins ecoadoies parariu.-intas i r. v = r' - 3r. 
i ;, 5 Mhi'Mii; que £’ licnc dns tan gen res cn cl punto (3. til y cncucntre SUN ccuae loach, 
tbl Detenilini: !os puiHns uii C domic b tlllt^nlc os liori/ujital o verticalI. 

(c) Dcicmimc drintlc l.i curva cs cdiKJva hacta arnba l> haua abajo. 
idi Ihmiucje on.t cun j 

JOUKttN 

la) Oteem que y = f L .1/ = lit' - 3) II euandn i 0 o f = l v I Por kt lanio, ei 
punk) 1,1, (1) ct] f surge ilc is valines del parametro, if V ; 1 y f • v '3 Eslo indka 
que C se eru/a a s( misimi on (3* til Pucttu que 



la pom lienee de la euundo t ~ - s 3 e& dy/dx ± 6 /f 2 ^ 31 £ y !L dc modo 

que Ij> ecuacionesdc Ijs lajigentes eti (3, U| son 


y " \i'3 (jr - 3> y v ■ -v'3 (jr — 3} 


(b> C lie tie una langcntc horizontal cuundo dy dy = d, es deeir, cuando rh dt - 0 
y <k di p 0. Puesto que dy dl = 3r - .1. olo succdc cujfido t = I* c> dfdc, i = — l 
Los pitnios corrcspundicriles en C son ( I. -2)y(K 2 1 C iienc tina mn^ciuc sercical 
cuanriod.i dr = 21 = 0 . es decir. r = 0 . iNote que dy dr * Ol. Hi punto eomrspondienie 
cn Ces (0. Q), 

lc> bun deicnninar In coitcavidad, sc calc id a b segunda derivada: 



La cum e> concava hacia arriha cuaihJn \ > Oy otincava hacia abajo ciumdo t < 0. 


□ 


Id i Con la ulformricirin ilc los incisns (b) y Id. so bmquc|Li C it la ligut.i I 


i T J EjEHPLO l 

(6) ItncuMlfe la mnucnic u la cicloiik i i'll? - sen 0h y * rll - cos ffi en el punio 

dtmdc f? “ it 3. {Vtase el ejofnplo 7 cn la scccmn IQ.1l. 

rhj ^,lin que pontos 3u largerte es hm^oniaJ? ^Cudniki es venical. 5 

WLUCI6N 

tnJI ii pcmlicnie di- In rrvrji rangenie cs 


J \ 

i 

f =- “1 

y = n Jd — 31 

J 

Al Jt\; 

i 

\yi^ Ms 

i 


A x 





L 



«(v _ dyfdtt r sen U 


sen fl 


th dxfdO pfj “ cos d) 


I cos ft 
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CANTUlQ t« CCUAOO«tS flMWtfTftlCAJ T COO«tt N ° 

Cuamfej # " IT 3 h ^ U™ 

(/v _ scrnff/J) = v'V^ _ ^ 

V ti x l — coil ir/i} I ” I 

p t ,r lo 141010 , is pcnd^iilc Ac in ttn|«n«* e* v 5 Y " ecuaddn cs 

La tmigcmc sc bopqueja cn la ligurn 2. 


ftGUH A 7 


J 

1-n-r, 20 

/ 1 irr< 2rt 

{lirr, 2ri (S^rr^n 







D 

2#^ J-r 

JE 


* 


ibl La Un^nlc a i horizontal cuandu iJv (/.^ = 0, lo quc ociimc Ctiando *en fP = 0 } 

I - cos 8 + 0 t cs decix h fl = (2n I if nn entcrra. El punlo correspond] cnie cn la 
cicloidc e* {{2« - 2r). 

Cutmdo W ■= 2 wtt, mma d* d& como tiy d8 son 0, En la graficn sc vc quc hay tangc ri¬ 
le* vcrticale* cn csos puntos.. Esto sc pucdc coni probar por medio tie hi regia dc I'Hospi¬ 
tal cornu *iyue; 


rfv 

lim “ = h'm 




CO*0 

Ifm -- « -s 


2-t’ dy 1 - cos0 sen 8 


k** car I, de a 

* wW ^ 0 r ' N. r« Cl r ,0 Casn* 

* - fcf«lliiriqriMiAii 



Un t4,ajl ° v,niilar iw — -* cuBfido d ^ 2wir . :isi que de hecho tm 

tungcjlles vltiL';iIc> Cuaodo H = 2inr, cs decir. L-uundo .v ” 2fnrr, 

Areas 


ffiS ba '° la *"?■ ' ' «*'*»*«•< - r fW*. Jondc a.I »0. 

2 f™**” -■ -M r - «W o« U |««, 

“ , " ,ur ™ d "' * la "S |a * suitllucrtii p« mtepalc. 


[■.bion f; 


A yd* = J^IO/Urtrf, 

W r,FM,,L0 1 Bncucntre t,f buji, mi jirco Uc hi debide 

-t - jr-Kl"aa«, 


fftfJ/'U) di 
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SECCIdN It. I CALCULO CON CORVAS P4 Pam(t*icaS 



FIGURE 3 


a [I rutuludp diH Cjempifl 3 <hi:« que el dlQu 
jap) tn jiw iSa ia odoidd os nos voces el 
W# ijn* ci'L'u'o rodapra quo Qnoflig la ddante 
MW «: ftcppio ? « la Mtfoftn 191 f Sal. lea 
gtivo mj? peril el ma&mMca 

IfdlABtKAlif H mAniHitO italano 
TiKKfi: id dPT»fftF7CFi primp d 




C 



J 


fIGURA 4 


v+Hi#tIOM L’n tm de l.i e abide esta dado por 0 -- r 0 ^ 2v Al w la regia de si^titud^n 
Cfni v — HI cm ri| y tbt ™ H 1 cus (#1 r/0. $c ticne 

A * | ydx = I ' rl I — cos (?) r| I - cos Op dfl 
*0 Jo 

- f' | T f! - cos */fl = r 3 | 11 2 cm e + eo» : fl) dfl 

:: f | [ I — 2 cos $ + 1( 1 + cos 20)] d$ 

“ H H - 2send +■ J ven2o|.V = r*(! ■ 2*r) = 3w : 


LONGITIJD DE AftCO 

Vll sc sabe cdflui liallar la longimd i de una cnrva f’ duda en la forma \ Rt) t 
n ' i f; h. La rnnnula S I .3 dice que si f ' es continna, til L‘tlHMX'Lcnci 1 ;i 



Suponga tjuc C sc piiedc describir lambic it mcdiaiUe las cttudunes paramdtricas .v ■/(() y v 
1 g{t) r a ^ j « donde dr dr = /'up > 0. E$io signitiea que C es cnuiuhi ana vtz. de 
i/quicrda a dcrcdia, cuando r se incrcmenla deer a 0 y /kn = u./r£P = b Al su.siiTuir la 
ftirmula 2 eti la f drum la 3 y usar la regia de sustiluclon. w obuene 




Pucmo que J.t <ii j i>. se bene 


a 


‘-Xs/EM- 


Intfuso si C no sc puedc apre.uir cn la forma y ■ Rip. la formula 4 aim c> vilida pe- 
ru \c obiiene por aproximackmcs pdigonales. Sc divide d i men a to Je pani metro [a, ji) 

cn n suhinten alos de rgual amplimd Af. Si /,►. t ir r : ,_ t„ son tos ptinioN Itnales de esios swb- 

iiiiLTvalos. despuds x* = = git,) son las coardcnudas de los punfos fM i,rj que ya- 

cen cn C y el ptilfgono con vertices / J «, IV. -., P„ sc uprostiima a C (vtee lig. 41 

Como en la soccer KJ, se delinc In tongitud L de t'comn d limit*.- de las longitudes 
de mwn poligonus de aproxiitiacidn cuando n —► 


L - Ifm 2 | P.-.P, I 

*-* m 1-1 

I I leurcnin del vnlor moliu, cmmdn se iiplica a/en cl inlervalo [f. i, r,]. dti uii niimero t* cn 
it i. (.) tal que 

fir,) - m-i) -firni* - ft 11 

St SC cMablite quo & r, x ( - r, , y Jfv, - y, v, i, esin ccimeidn sc tunvierte en 


Ai, -/ J fft*lA/ 




















CAIMTULO ID tCUACtONES PARAMETRIC AS T CQOADENAQAt POLARli 
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IX- manera snmlar. Ciiando ve uplica a y. d icorewa del valor medio da un irfmero t* ' P(1 
(fj -I*#r)lat qwt- 

A*-!jTOAf 

IVhido a cmi. 

\P t . t P,\ - + l9 lf”lirp 

vT/'0’)] J + laK’lP 


de csic miHlii. 


t /. - lull 2 VI/'<»*)]' + ir 

" ,-a 

Lu Mima en 1^1 so asccncja a itfiu stuna dc Riefliann para la funcirin [/’frl]' + [tf •fi] 1 I*- 
ro no es eniiii&menie una sumii de Ricmann porqnc f,* * fT* en general - Sin embargo, si 
f r y g* son continuus. se puedc ticutoslriir que el iimitc cm (SI es el niismo t|ue m r* y t *' 
tucfitn i^ikik's, a saber. 


1 . = f" vT/'IDp + i?'vir «/r 

Am. am la notycitfn de Leibniz. se tiened sigutente resuhado, que tierte la misma forma 

que 141„ 


. tim t 
icmgrtudl 

el rodHt c 
5 tt CP* nl 

W&WI 

a send l 
w Lon*i 


* TEQREHA Si alia Ctma C SC detente mediante las etnas tones pariimcuicas 
x fit), v tftr}, or - r ^ fi, domic./' y g sun conlimias en \a, j3] y € es recomda 
una sola vez cuando t aumcnla desde & ha-sla 0, por lo Unto la lonsitud de Ccs 

‘-r$» 


Observe que la Formula del tcnrcinj 6 e> consr\tente con las IbrmuEiis ^entrale* 
L ™ fds y ids)' = + (dfjr)’ de la section 8. L 

EJEHPio 4 Si se usa la repn-senuetdn del circuit! unitario dado en el ejcmplo 2 cn h 
set t ion 10 . 1 . 

jt ** cos / y <= sen i 0 ^ ^ 2it 
enfrmces tlx tH “ -«n i y tfy df = cos i , asf que el teorenm 6 da 



■ i. v© + (5) * “ r« + ■ j> ~ 2r 

tniTtri m* etperab*. Si. |mr turn lado, sc usa la ie presera as i bn da<la cn el ejcmplo 3 de 
scccjAn HJ.I, ' 

( - sen h y - t ivs 2t 0 ^ t « 2* 

P.. 1 1.. UMO <h/«r - 2 c.. s 21, - 2 sen 2f. y la integral del WORKII6 da 

£ y\dij + (^) * ” J „ Vdtin'S* + 4 aen a 2irA — J^*2dt — 4* 


>1 

t 

0 



F1GURJ 
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SECCldN 19.1 CALCUtO CON tURVAS WKAMf TBiCM |)| 


• [i -esuttadd ttwl tipnpM & Ove qua l.» 
longitvd US nil Jitw ilir ulu CiClQide DS H WT0S 
at ratio itei c ircu in juraiwtof HwSase fig i| 

LiraDpftjf Winn sn i£Stl, (uh el prnm™ 
m Oorwtra lo antwof. quien despurt fagfi 

• SB 1 fr anjwtKtO dt I j cdtfidrai dp S*mt Paul. 
91 Units 



FIGURE 




® Observe que In inlcftril (Jh dOS VCOCS |:i kngilud do aren dd cfrculn, puiquc euando 
t SC increments de fl n 7 tt. el punto (jam It, cos 2f) eni/u el clrtruln ifr*t veces. Ell 
general, til hall sir la Inngilud dc unn eurva C a pafljr de una reprcscnlacifr) paramdfric^ 
sc hew i|i>e set cuidadnso para raginr qme C es cm/mb sdto un i va, ciiamJo t se m- 
crementn de * a fi. 

W fcJEMPLO S Encuentrc Is Inngilud de tin arcade In cicUmle _t ntt sen IS), 

Pdl ens &). 

■ •* Del cjcmpln J ve que tin area se describe rncdiutfc el mietvalodc poramerm 
fi ■ w ■ 2 ir Pocvfo que 

dx tiy 

— = HI - to* B) y — = r sen ft 

an rflF 

sc liene 



fi V _— __ _ _ 

-Jr > [\ ~ cos4- r*sen 3 1? d& 

HI 


“ X* - ™* 0 + + sen 1 #) d§ ™ rJ^*V2(l - tostfMfl 

Pam evuluar esm integral, sc lisa la idem idad sen' v ' (I cos 2x ) eon ft lx. que ila 
i - Cos P ■ 2 scn 3 (U 2). Duhitlo a tpic I! ^ fl ^ 2ir t w lipne 0 ^ B/2 < t y,de esle 
nunln, senui 2) ^ I) Pur lo [aiut\ 

V '2< I - cos fi) - V4wn : !ei/2> = 2| wn(ff/2f| = 2 scii(W/2} 
y. de rata manera. /. = 2r | sc niti/2)<jo= 2r[-2co^fJ/2||r 


= 2 rf 2 + 2 ] - Hr 


Area de superfioe 

En la misma forma que para b tongnud de arco, se puede adapiar 3a formula 8.2.5 a im de 
obtener una formula para d urea dc superlick. Si 9a curva ttada por las ecuacwnes puramein- 
cas,r fit), y = gt/), rr i ^ f} y sc hacc ginir rcspccio al eje v, domic/', y' son conlmuas 
y ffi1 1 * <1, cn tal cast> el area de la Mi]K'rlicic resultanlc cst:i diidit por 


71 



Las Nunuilas sirnholicns guneraks A' j 2 7 rv dx y S - f 2 tt.v ri.v ifdmiuhis 8.2.7 ) 
arm son validav pem para cwtvbs paranaftricas se usa 


r/.s ■» 



tjEHPto A Muwtft i|U£ d jinja dc MJpcflicte de una csferi dc nutio r cs -lirr, 
■a '' f ii bedcfii w obhriw j{ gitat cl semicfrculn 

t rens t v = rsen I (I n t ^ it 



















ill 


CAPiTUtO tt EClMCIONEi PAMHlTBfCAS t COOMKNAGA 5 POl*«^ 
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jI <?K i IN* to & (i * f* 1 ™* 1 7 ‘ « 

$ - f* 2 flV ’H-'U Jf s/t ~ f % <’ n + ir Ctw *P til 

- 2* far sen / v’r'fsen'* + cos ‘fidt - 2w /-sen f * rtit 

2 jrr*jV-n; tit = 2 w J ( po*/)^ = 4 -nr 


10-2 EJEKCICIOS 


EjumHH! th/d^ 

j. i * f^nt, * ' t 1 i t 1 ¥ l/f, k v 'Vr 1 


If. c la* «%W, i ^cn 2W 

30- " e™ ill 1 . t 1 1* 


I ml in-niii L mm i muk'inn dr lu t.iaiLvuli* a Li curv.i tin i:l pimCii 
cwrafpcifKliaklf n\ ^ilnr dodo dd pafiinunm 

1 i - t* + I. - - i'+ f; r - - I 

Vi-i ! '■ ?- i r - r 

1 - i - r-\ v - f - \nth t - 1 

*■ I - ♦ vn 3 #. V «d 0 + «m 2 ^ u 0 


I nn ytnlft witii cllul-mhii dc la lanj-cJHc a la eurvu cn tl pumci 
JjlIv |Xir rn^lPthn 1.11 fin dimifior d pardmclro jr th\ dlrtn- 
rtundLN prinwrn <1 pjifrimclm 

? « 1 » In /. v - j* + 2: M, J) 

I- i lantt, v - HXfl. (j. v 5} 


Fjk “™’ r unj ccufcKSn JclaKi Linpentdit 41 |J cum 
P^«*' ila*t I »r^n((» jtUfHjuf la ciuva t Up) Iangrnlcf „ | 


« d 


* * *K»f. . - jr + , ; , ft 0| 


1*. r *■ Ui + «*2r. T - nai + fcn2i: \ ), |p 


Ifclrrrruoc i/i ,U y<t \ ( 

^nt-ata liu. u am ha 1 


V«r.i ((Uf vjilnnjH ,j L -1 hi 


CUrvn 


11 . + 

I 2 r, 

U. i - / - d, , r - , 

k J m t + In (. 

IS-t-Iscni. y - ) entf. 

a < ( < 2 t 

X. < - tot It, 0 <(< f 


y - r - i 

' i - tin i 


^55tt5HK2£ h “™^ k «,.... 

—k-s ssssEssa?*^ *«* 


17 . 4 - (f> ,j f 

S.r-2l» + JH - l3( , f . a ,’+ v # , 


KT! 21. irsc LiMJt pridls!!! |i»iUi rshiTiiir Jjks CLHirtlcnjulm dd cl pun in dr la 
cJtlr^iwi deiipthii tb Jjk curva flf - t /, i [X^iSvxi^cl 

cdkulnpwti cnconirai Lu ooordmad^ mbc^jis 

S 33, LFm: un.t ?:r,ilj H ( i para csEimar la^ CWPdcnad.^ dtl puniu 

bap y cl dc la cilrcma iiqfllO>cU en U CUTVJ i f* 2 r 
x = | + f 1 . l.kkC|Ni<lkucnrre las OnXdcrLjJji cjeaccftv 

r: : ctrainjnr |j fund cn un rtciangvhi Je viMi.n qu< mut'-tre In¬ 

dus I<W a>pi.vltrs iiiiftiKijntus tie lacurvji 

» “ l* - if’ - 2 l\ y = f 1 - J 

ai.r-p+ 4 / 1 K,* ( y- 2 i : ~r 


V. 


. cn Hi gave Ijl irocolde no livne una 


IS. Mucsn <pic la curt a ., = «»/. y - sen , CM , , wne dot 

tan^ente. cn m, «i 2 cncuemnc sus ccuaciunct Biouiwie la 
curva 

® 7t I# cwv* x * cos 1 + 2 cot 3/. y ten , - ; «„ ■>, 

para tie tc«hr„ ctt d«n* se cna a ti mhma I5tiermme IJ 
eviuac tunes dc amti.is ungenccs cn esc punm. 

■ a> Enc,i si , i™ 1“ pend tame dc hi lan^cme a | M uocoldc 

' ~ ** fl ' e l n "' v r ~ J c"' <> e n lerinmut tic n f Vdase 
i P Ejcn-kijn 4(1 cn la scecitin 10. 1 . \ 

i i>J Mucsne t|uc st d < r. 

■Ufcnic tcriiujit 

U ' ' MJ J ST" '* FH'tdiL-me Jc ra .artpen.c a la aMioide , . 

;^, W 1 ” ,j »«> dr 0 aslrnidt* sc 

eqtow cn cl pnnevtu * ^ fj ftN , 

fc) ^Em ^ ! a lM£CT,lc » verttcal - 

1* P un " > ' lil ^njteme nenc pcndicnk j t> - | f 

H< iKn W* (""to* «*rc la curt,i r » 2 ,* .. .- , * - 

. ... . r “ cnc 

" 1 ST?“Tr; * 

Rsa par d pnnio 14, 31. 

* !■- Tii’-'zt bmc '^• ««■«. 

- . pa™ liaJlu el „ fo 4U0 cruiL’jrii 
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SECCldN Ift.l CAICULO COW tUftVAJ PAMMOf RfCAS || Iff 


3 J. hn.T-mJrc cl i-irtaja pm la tunta t r - 1,. , e > 

fjr> 

jl. el toM por 4*1 cjtf 4 y Ju curvn a = | t /, b , - £ 

K fjKvenire d die* it U rtgldn cm. maria pew la iMrmJc 

t - 0 4‘|»'y “ *• IU* aMrmdrt VC expfcrifl rn eJ pa* 

yttlo dc luNii,ltrma cn l.i plgina h29P, 



SJ. tJelmriiiir el ^irea bji|i» Lin area Jp l H i mn iulKl- del tpicLJo 4 (> 
en la siMitmi* 10.1 puri cl ujsli </< r 

)i io^b TCg«Wl cnanab pur cl blKli (It la cam clt d 
cjcnipta I 

441 Ednmirc cl area dc H 

1 hp Si ft <r liiicc jiirjir rvipecw al ejo entuemne cl uilnntcn 
ikl ^lidu rcMitCjnlc 
id Encucnlre el ccitirmdr dc 3t. 

EvLihlcA'j Liiiit EiktL^r.il re prevent? In lcniiiimJ ile J;l cui - 

\3 \ coniimuritin u*e vu caloikkn para bailor la Nui^iluJ up- 
ITKti a OJJlfu lujfares, dcci-makv 

W. i = r - r. y = jj 5 ^, | « § =£ 2 

It t ■ 1 + ?', y = r, ~3 < t < 3 
^ * “ t + e» l. y “ i — mi i. 0 < r« 2 - 
*■ * " In h V - y'jf + l + I < i <i 5 


If. l‘« la «j£ia ilc Srnip^on COfi ft it para rttmw |j fogrtw] ,Jc 

U curva Jt ■* t - y — t 4- ^ -h ■£ j « 6 

50 , Enel cjcfctehi 4.1 ile la wcdnfl Ml I «l puliodediwir (as ,xin 

cinne* panmftrtcai * - 2 ii cm IF. i - 2 d H pm la cufva 
llamaila hruja de Mar,* Agne« I < ]* reyla de 'iirrtpuxi um 
» 4 part HEimor 1,1 lungiiud rid nco dc elk curva dadn pm 

it /4 J tt - n/2 

SI’i? Elhucnln; la iJimjjkij ncumiLt pv unj yuituulj Cl!n pm- 

mart u t >i iuando / varfi CN d Mttcrvalu de tiempn Aj Jl.. Cum pare 

OpH ht Icjrl^llLid dc ||i l Eirvj 

51. t Kd l, > ■ t 4 a : r, 0 i ,l|r 

SJ, t cth : |, 0 ■' t ' 4:r 


S3. Mknlre I|UC la Imipiml foul dcUdlprt I a >cnN 
i - b (ih ft u > it -0.n 

L Ati \ v | f 

durnk’ r a la c xccntrii. jdad (lr la rlipw (r * /a, dundc 
f — v ‘r p; — P). 

H. tinciicaiirc l.i Inn^mut ti itaJ dc Ij-L itfi’nlC r u(ik 
y^ii rni'd. ikrnilc a -> fi. 

5 S. | ^|i C ii ,i 11 , |i ji.- lu i'p[| riL-rtridi! cap CCU.iCluJlcv 

^*11 cose - 4ci^i | |f/2) 
y “ 11 urn f - 4 mti I lr/2t 

(■.Qul* inccrvnlii dr parftmetruda la curva cumpleiaV 
iht l^e nu CAS pafj Uctetrlhn,ir l.i liinijilutl ajmn im:uf.i ilc 
erta mnj 

St. L [ n;i mn;i llamada npiml dr C»mu w dclinc invJumt' li' 
eciNiciunCH p^Lri nitric jlh 


1 ‘ ij Dfleinwnt la lofijtitlhl lie la CttfVa 

0 « t ** 3 

0« f * 2 

^ - 3oi-i j cjh, y - 3sen r - sen if, (I - t * . tt 

*S- Crtiipc \* cuna y oHuriMie iu Iritijiilod. 

+*- * - f'cmi, y^e'Ktll. f)' t ■ c 
^ ftmM li^lan [fit j - *cn r, j »/4 - e « lir /4 
**■ * * r tl t - 4 r' f \ If f < * 

Nlrtfc la L 4kr!JUnJ (Irl kv li- 4c la curva i if r 1 , , - ^ 


a “ CIO = (^'.1 -ir : 
y ™ .^r r h = I seu(irM : /21 c/ir 

durtie C y .V ^‘■n In tukwnrs Je ) rnnel i[ue k irvtmdujcnm 
Cn cl upilulc J. 

tat GmfiifLtc eMa curva. t .Qu(l >UL’edi? cuanctni i - * y ciumdo 

i -«? 

I hi helcrininc l.i Innpittnl die Ij esflOal Je Cutllll Jd l«if#n al 
punliv cufl valm Je futarnttiu t 

'>•’ m h sulik/iii min Into^rnl (|iic FCprcsenLc el Arta ilc la >u|ictli 
en 1 iilik-ri 11 In ,il haver yiivli la euisji ,I.hIj re%pcelu nl eie i \ UNlli 
(inavnin- li sv iu valctilaJina pdfd h.ill.ir el area -up'rliiyl rofirilil 
Cualni J uyuiles dorimik'. 

S7. ,i l - fr 1 , y - if s + P)^, n - t * i 
5S. m kii j. y 4 ii Si. ()•»!' w/3 


41. - | + If 1 , y => 4 + 2t\ 
43. X - * f \ V = $ - 2u 

**■ £ " 777- V - ln< I * II. 
















CaHTULO IP ECUAOOnES 


pAKA^tr ipitA^ir coo»osN*o*i ikji^M' 
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**-*! KiKwntn rl *«■ Je la 'Jl*"' 111 jl h * eT 

pn.tr Ij i hi v,i ilmlri ropd'toal t|C t 

H. r' r y- f 1 . H‘ i*- « 

M. t-3i t\ n*r-=t 

6 k i ■ nrin'll. ' .J wh'D. U * •>' ”/■ 


r* * 1 . t;, 4 ll-|iir In Lur>» 

I - * <mf< ,*K 16 V - 2 rentf 2* 

Si tusam* r-r tot,c guru tnpevln jl rpr ■. riKurntrr cl im 
dp !» wf*thtic rrmlUnle ll're vj jfMfti .j pro a>uilii a 
niinif rl M*erv»Jo ik- (Mnfltcfrti concilir I 

frX Si In t'feJfvu 

i - i + i* r — I - -? I p r - 2 
r 

w li.h L ^ (jinw rr'iftti'tEi il tfjtf e, il^c su cjIl-uIjiJlwu pmitu CM I mat 
d j^itj iJr Id yjpfrlicic JTHllLnmr hasll Ires decimal?' 

14 , v cf jh ^ ik Ifl k\\n* c!i ct ejemcitt 51 * «f liwe pr?u re^pretP d 

ej( i. ruimc cl iica de ta Miperikic rrMiltjnlc |xw inedim tk fa 
TtyU dc Sllflf*44l CUP FT - 4 

fwKHlre Cl Afta iwpi^fkiil gcne-Tads af kwcr fkiw la cunn 
>Mi re*p*cCiF dl cjc v. 

if v - 3 i\ 0 «r *:5 

Wl i ■ c' r. v - lr !,J , 0 ■; r * I 


W. Si .i rsniruimtii j / ‘Irl * Oparja ^ i * ft, mik^tre qur lit 

puumtifkA X - /(ri. v Jl JJ. U r t T ft « putlfc 
rx:rvhir rn (a h n iili v - J It J. [SujfrnrniiDr: mursfcre quc / ’ 

wue j 


l w b fiamuij 2 (W* dcdutip lafomHib 7 j poitir <ic Jj f H w™. 
b s: ^ [ura f| en eJ 4 uc la citfv* re pu< 4 c re prrrentar cn 

b r<toha i - % f* 6 , 

«, Li cun.iurm to rl pttnto if de UAa turva re ifetilK «t 



ll,J " lk '■'''' 1-1 4n » ub * indi'MKKtn tie |j Urea | a)lj . c[1 , ( ln p 

^ 1 "" C ‘™ fh ■* ,lf -’*• Asf > 1» ^rtatuiM Cl cl valor 

* J ^ «$ «■ re4|«tt*t• l.i Ilni K i| U ) Jr K . 

V r** r 1 " 1 '** tOTO * 1 * ^ * CMnbio 

mti TJ^n ««■*«"UV-, JrlaHr 


1 *' curt4 1 - ^ ? - «•' t» 


■■tf-gEl 

i** + j j }■" 

J55 J ;: «g» jgp tn|l re,^.n i,, ut (|ll 

2 ' r '^AM y I. I*. 


rh) Cocthkf jb4cj iitui dim \ * /(jl dune t* cupw* parAzkin- 
a , - s , fish % iiH pafimecro i. rnuc^irr qwtf U f^ifmu 
|j dcJ mtiw» (■> m: ewffftenc en 

I d 2 yf<Li : | 

" “ [1 + M,vMvJT' ; 



TO. 1.11 Use 1.1 r-uKiul.k ileI cj^rciirio m\h\ piiu lidlLir lii rur^ilum 

tie l.i pLirittxtlH v r cn d ptinio f I, I ) 

(hi ( ..l , XLi,|IJt s firnlo In pnriihiTlii tkne curvamru infUiriiu 1 

71 . Cun i,i 1 1 -iimilfl del ejertriuo 69 <j) detefnifnc li lUJ iiima dr L 
lirldidc i ! ft vrn it. % ~ 1 » cos tf cn lu pane ill peri nr Jr 
unci dc mi imn 

73 . la i Mucvtre qur ! i ur ^iun en codn punlodc ucm c^. 
if-Ol 

ftH Muc^rc qne la cunrgfwa cn caAi puntp Jc un tireub de f> 
dio f tf* *r - \fr 

Sc cnmlljk uim CUtffJu iklrcdedor Jc un efreub V lue^iii ^ 
doellnullu mPcnlHf* ^e mumicne Icrivu, luiCLir-ii Em/.iLla piu rf 
punio si) Nrul dc Li uuerda sc tlDm:i inv^ulu del urailo Si el 
cficulo lienr ^ilIili r y fcnlm O y la potion triu nji Jc Pcsi r. 

(Jf, y %i d panunclm tf sc clipe como cn Ua ligufa, muedre quf 
la'i cen^jiMics pBntmdlrk-a.% dc Ja cn^Ldteruc %«n 


i - Hml - ^ y - nvn P - P cot01 



74 . I nj v*ca r yJ ^ llW J a a Urt y | 0O(l#1 r ntari ^ Mr uri4 cuadi u , 

^ufiChcntemcnEc laipa para akjfl/JrrJ |^k, opue>h>ild rilo lin 
cuemre cl Area d^pnnihk pan cf a{wen[amjcn(o dc M vu 
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10J POLAR& 


Ilf 


orECTO OE 
& rj ft AT o HI O 


dandcd ' i ’ I l ihvTvc que cuandii r IJ w ncnc i.r. v| : u.. -,, ; t v . li.lhh!■ ■ i | [iene 
(r. >■} “ ( ti. vi), sivi qnr hi turva eihpimni en K y lermina cn /\. 

t* Graliquc In curvu dc Bezier ton puttin'. dc eontinl P : ,f4, 11. /M2H r 4H|. /'-(SO, 42) y 
/M4J). 51 cn m j jiuida.cn la miMiu |hmiLlIIu. yr .tuque scgmenio-.ilc ri. u PJ*,. p,p : y p..p (B 
cjcrcicio M cn la sccci6n in 1 mur'lt 4 0 iniM Ihhi^d). Ohwrtf qur |u« puitim .jc omtml 
Hied ni' P, j p. Mi coin Mthrc b rum; £%la cnipit/j en ^ v thrift fudi P. j /": sin 
jleiui/jrliH y tmiuru CO 

2. Dc Ij jii.ih.Ji del pmhlcnu I w \c i|ih la MugfL-ntc cn Pa fJU p'i Pi y b lartpcnlr en P pisj 
jxsr P f . 

3 . Interne pnHiugir uno cun.'a de lie/tet gnu mi hucte camhumdi■ rl vjiundi i ptmto de conlml t-n 
d profrlcmu l 

i, Alguniis nnprCMT j'. I:iser us.in Ijs cluhih, lJc He/itr |uia reprewnl.ir Icfin. y i>lrni 'inibo- 
fas. Etpcrnmlf con puntas dc cmilml Jusu ijiK cncucnirc uru cutvj de &f/tcr que de mu 
repfEvni 4 k Hm ruiHuMe dc la Itiri ( 

Sr FilfTTU' Tttftl cwtlplli’ada^ V [MHafcfl rcpiv'cnur .*3 juntar djK. u nu. fur>'i» tlc Hazier. Sup 
pa que Li ptmiera curva dc B^iCf licne puilLOs dc control /V. (*.. p., f> y b ttfunda tu-ne 
pun ins de cuntitil f\. f\. f\. P h . Si sc dsoi umr eslos Jos Bowh dc nuncra umfurmt-. cn ul 
cafvHi I ii% I .my nil r% cn /V tichen ctiCTcspondcr y. por In lanlu. kts |iunii f*. f \y P, ricnch ijue 
csliil cm Csi4 linen Uiligcntc gcimilii fun eMe luiniripm, delcrntiiir Ins puuu-s de Ctmirci] p,u.i 
un par dc curves dc firizicrqu? reprrsnil.in la Icln S. 


CURVAS OE BtZIER 

lam cunmde Htvler se cmplean en cl divAu auxillado pur gntnpui.ulipr.i y sc nEjmbriin en honcr 
ill m.ilemdllcii Irani Pierre B£zitf l!PMU IWI. qiiirn irahajiricit In indllhlfio aulorTkUri/. IJn.i 
turva dc ll£tzrr suing,! k determine ihedi.irtlc LUJiln> pim|iK dr rnntrul. /Mu p.\ Xu V| '|, 

Pjli , .. I y P .11 k, i l. y w define niedunk la-. ccujLictne% paramcingas 

i ~ 441 _ O' + b|ffl - i) ! -i- - n + 1 a 1 

y - vjl - o' + 3 y,rll - ip + - i| + 


10.3 

._ L_y 


COOROENADAS POLARES 


P\/ P: 



r r 


V 

i 


Un itiiiema Eonrdcniulo feprcscnla un punkten cl piano mcdianlc un p.n imknado de nil 
mere* llmnadm ciMin]criasla.s. E'ai In general sc iifuiji gtMtrden.Hl.is trincsimii, qur son Us 
Ji stars ms dir rj: Lilas Jcvk d*s ties pcn<ndisu tares. Aqtn vr ikiflitv un siilcmt de dWf 
denadas nitriHliicnla por Newton. Huniiidu sLstenra cixirdunulo polar, que cs curve 
nienlc parji niudiEM pmpetsilos. 

Se l 1 iij. 1 l' mi |iiuiiii cn cl piano l|iil- \l; II.huh |hi!«i lu orison) > >c itlcTililica enn, rJ Luegu 
sc tiihii|Ei on myo Isi-TnirnKtiLl que cmpic/ii cn O llain;iLlif eje |>ular blc eje se im/ji pm 
In citMiitn liim/oublmcitlc a hi ikredia. y correspondc nl o)o ' pmidvocncatiftlciMdii car 
(win—. 

Si #■ c% s LMlqiMcr irtni puniu m cl pknu. sea r la distaneia ik O j P y sea el in^uln 
Imcriido pm Im rcL-ular cm radjark-s I eriire eiepe |wlar y lu n^u f>P catnoen la figuo i pf 
lu lunto el puniu V w reptevnb nukiumic ntm par oedeii.ulu (r, ID v r. se Hunan eucir* 
dvrm[In'. [Milmis ilr V Sc iisjl lu ciuiveik mu lIc i|uc urt anpulo es fv^sinvo si sc rtlitlr en cl 
senriilo cuntmno it las miirocllliui dd reliq itrsilc el eje polar y wpmtivii m se mi'le eu el sen- 
IkIc dr Ini. ruanci illns del rckij. .Si P * (), cn lal caso r * (I y cslii da acuetdrt en que 
fO. flj rcptcsaniu cl pnjo pan cualqoier fuliw ik 0 
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CAPITUL© 10 ECLMClONfS PAftAMtTPUCAS Y CGOADENAOAS fOLAMi 


I/. # 




** + r 




o 


ScCtlkntfc cl MpmliGMh' tie las coonknadns polares u. Hi j! eso cri quc r r, ncpan- 
v* c^anilo dc (Kiicrdo cn quq comet en la fi^ufi 2. los punio> i r. rn * [r. »> e*lin «, 
hi Itmina Uneaquo pstsa (tor Oy* l.i miswadulancia \r\dtO. pen* en la*** ofmesios de o 
Si r > ft. cl punto (r. fft cMJ cn el nuMito ondrante i|ue »\ si r < 0. esij en cl ^uadnune del 
lado opucsu* riel polo Observe que r r, «t i*pi«eiHa el misnw punu-que f r.H + ir». 


■w 

|-p, 01 

II&UIA J 


1# 

* ■— 

' O 




FEGUtA J 


- f f*Pi o Graliquc In* punki* cuya* i^Kinieiudasi poiures son: 

Ca) (L 3 *r/ 4 ) ihP { 2 , 3 irl HP f 2 , - 2 ir/ 3 l id ) (- 3 . 3 #/ 4 l 

Lijs punli^ se ^rjilic:iii cn Jii iipim .1 Kn d tndso Edj d puntu ( S, 3it 4} sc 
lucaliza ;i 1 1 l' s LiiudiiiluN dd pdu CN d UMllto OKidranlc pcirqut cl .lO^ulu ^ 4 L-sUi cn d 
scgundn cuadravitc: y r H-s nc>Niiiva 

5v 


/ _If 
1 

En d stslema mwiknado cartesiarM. lode punto liene sob i tin^ rcpfCNcntiR' h m a prm cn cl 
dc coonjmdm pcilonrts c;iiiu fujniit lithe much us representadniHv Por tjcmplci, 
d punto (1, 5 tt 4) dd cjdmpfn RaP *c pudri4 escribir como I I, 3ir 4 in i I. I }n 4] n 
l - L -17 4). (V£ase Hji 4 i 





v U 

(lV) 

fWU«A4 


rj 




(i.4F) 



IX- heebo. PUMM qu L - ma riM.iL. Hni eompklA ca wMitto comraro # h* mantxillas dd 
rckj esiq dadi p» r un in^uJo 2ir. d punk> (erscwnlaJo por etwrdenad.ix pulses (r. fri 







<*«ide " cscuatquicr ertem. 

U coKKito emre coonknudnB rnlancs y cartesians * pwtil . VL t v .„ | tl 
Hire cl poly comaponcle aj on^rt y cl eje polar coincide con d qe v ,„^hvo Si d nu 

:n“- ..* >’». <-. i). ce *i?%! 


y. dc em hhhIi>. 


con (t - — 


sen rt = — 
r 


r t n> 


r 


ft * 11 <,|!,Jr:l 5 - t|UC * h, * tta ^ Awrte r II, 

<— 2 k,# ^ *' >" -« 


i 
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fFCCIQN 10 1, COOHDENAQAS POIAPIS 


Ml 


Ijw ecuac tunes I ficmiilm hullur l;<s tJUlcftiimaii dc mi purtki •. ii.liieLhj 

niH i^i. i.r ■ i .mi iti ii.hI.i- pofcircs. him tlclcnniiwir r y 0 ciuifhln sc cunooin r y v, n? uuin b 
tcuacjofles 


r 1 - 

t J + y* 

tan ft 



X 


4 


i|Uc sc pualtfi dedtkir dc la\ «ua. K)iiC!l I, ri simplcntcnlc \cm ile la figura S 

Cunvwlil cl |HiHln (2, <r i I ik 1 im irJi'luJ.i' |hi|an^ a rartcH aif ttff 
htcMn ijih' r 2 y ft n 1, l.is ecimcianesi I d:m 


x = reus & ■ 2 cos — = 2 * — I 

1 2 


y 


r sen 0 




Por In icinJn. cl pimto es|l, v '3) cn atonknadascanvsuti:^ 

Ks|Trv'n , nk‘ cl puntu «m e^trdcnndas eaitesums 11, -1 > ert lL-minu - tk 
1'ourtkniKla.s pnliinrs 

Si sc cligc r cotno positive, cm Ml caso las ecu tic i ones 2 dan 
r - JPTT* - t/| 1 + l-IV - Jl 
lari 0 = - " I 

X 


I 'itc s-tii que d piiiiin II, Use Iwali/ii cn cl euaitn cuihlfiinte, vc puetk 1 depir tt tt -I 
t» it — 7it 4, Asf ( heilI a‘spuesl,i pusthlc es (y'X — jt/ 4); uCra es ( v 2, 7 —/ I). 

tjas ccuacHKics 2 no dctcmiman ik ntm-rj unvj a 8 cuamlo m; iLtn t s > jvnjuc 
uMitiin se incRmeMfl fl cn cl ntiictvnliid > ft < 2ir, cad* valor de [;m^nw ib wees. Fur 
Its tamo, at eonvtiiir tie eonrdeniitlas, eartesianas a polnrcv no es sulWicnie fi.illnr r y tt que 
siilisl'uccn las ccuueiniics 2. Genius en el ejempEo 3, sc ih-lv ekpir it tie iiuhIo que d ptirrtq 
(r, WJ esli cn el cuadFante coneclu. 


CURVAS PO LAKES _ _ __ 

I a itrafica dr umi rcuarian polar r f[8). o tic ihhht.i nia*. pcncml Hr. HI 11. conda 
tic Ins pnnlu* f* t|iK j liriicn a] mein*. ut|;i rcprcscnladixi |uiI;m (r T 01 euyns nwmli'ivadas a- 
i is f ami la etLineiriii. 


cunra rcpfVM 1 nlrt U cciucitin pilar * 27 

I a citrvu cotlMa ik tndcM U*% ;n.. (r. it) con r 2. Puesto que r tcpfrania la 

'•m.iih i£i dd |iiiiiin ill |K>|n, In \ in vti t 2 rcprcsciilii cl circuit con ccntni fl y radio 2. 
In general. In ciiniL inn r « rcprcHcnhi mi cirviiln tun cunim O y ml in [o j |Vfasc 
(*) 

















M 2 CAFlTULO 10 ICUACIONiFS PAftJtMfTmCA^r COO^DiWAtJA^ POIA-RES 
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HGUIA ; 


fJGUM a 

TkM> dr< v.nlijjrc 1 , y 
prAficit dc p IcasQ 


FjFNf to s b cwva polari 3 

* Ksta titifta LXrttdJ dc li>% punlcrt Er. 0| Ul t|Lis: d in^ulu polar 0 cS I rndMll I;% )•, 
retiii t|uc pt»f O y form* un infulu dr l rndlln ton d eje polar ftp u 1-4 ?t 

Observe qut ten puitfnv i>. | i \iduv l.i h'nc-i C*nl r ■ - 0 estiin en c| primer LU.ulmntt:, 
imerno% que iujudfen irrxrt r 0 tvdJn to cl lerter cuadnifit?. 

FJEHP10 6 

ia> Trace hi curve con l<i euimjcVn pi>fur r 2 llk tf, 
fbl lineiiL-nlre am caifitirin crirEcMjimi pmn c*l;i eurvsi. 


^ ^Buru M sc tfteucnmiii lu\ Allures Jc r p;int qJj^iiiion valures cunverkicffk 11 ^ lI-t (i 
y sc paficao tos ptinios comespnmiienics (r, (f). Inputs sc mu-r. es[,.s p.j„i(.s p;im fc*. 
« 0 * r b nifVB, que pawt un efoeefo. Sc hur. uudd sflo valorem Jc 0 catre 0 > it pucsti, 
que si sc pennite qtx d sc iiRiematic mas alb de sc obiicncr de nuvv., los misrm.s 



riouRA; 


UGIIIA ft 

TkM> de v.nlijjrc 1 , y 
prAficit dc p 2 cas 0 



(hi Para convcnir J a ccuacirin cn una ccu^iun 


""n t aj tt s iaiia sc usan las ccuacioncs [ y 2 
que la ecuacion r = 2 «k 0 sc am icnr r» 


Dc x :-= r cos 0 sc lien* cos « t ,, de riimjih 
t= h f.quc da 


* cfflvicfxe en 


2t * # '- JfI + / ° ** + y 1 — 2 jt = 0 

AI ciimplelar cl cuadrad,., sc t ,hti C nc 


<x~ D' + y = r 


1|UC CS un, etUKidn <| c un cfnailo 


OHMnlmO.Ojy HKlio I, 



■Jl'TS"***'** 
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SECCtQM 16 3 COQRDENAO*! P0l#R[t 


441 


k'l F |f HPL0 V Ij mt^ii ^ j 4 


2 



FI6UIA 10 

T i t scnFnuoixikiwlKLiiiicMiniu, 

o* u* 2if 


' 1 ,M !C "* ! n lL»Bar dt' gralicar puma* conm cn cl ejcmplo ft, sc hosqueja primes h gratis 
lie f \ ■ sen H cn coonJen.Hl.it tart^imtiui cn la lit!ura 10, dcsplasvidb I,. urs 
h.i t i 4 .iniki uii.t umil.tJ Esio pcrmile leer dc uti vhimi |u valorem tic rque coot spun- 
Jcn a vflltjrts creticnics dc ft Par cjcmplit, se i/e que cuando if w inert menu tie 0 a ir/2, 
f I hr diMmicici desdc 0) «*c incrcmcnta de I a 2 r tie mock) que $c tmsqucja Ja pane conet* 
pondicnic ilc La curva pola r dc la figure Dial. Cuando » « iwrencau dc tr ’2 a 
la ligura \H mucslra qut rdofnifiuyc dc 2 a I. asf qrn sc hosqurja la pane Mguicnlc 
dc la furvu cumo cn In Ijgura I Ifh). Cuumln fi sc inctvmenta dcisr a 3ir/2 , i dhminuyc <b 
I a ft, Como m: nm-Miii cn cl inci-m If). Por ultimo, cuaruJo n *» iitcrcmenla dr *w.lu 
2it r se mufemenra ik II a I cotno sc mucstru cn d irvciso (tji Si e permite que tt se m 
ervrnentc por end made Jir odonlimiya mil* alia deW t simplcmcnlc sc volvcrfa a liaar 
In imyccioriu. Si ,*c juntan las partes dc la curva de la figure 1 Kjx) - lilh se hosqueja la 
furva complete del iitcivs le). Sc llama isirrimidt porque tiene lumu dc ohrlonl. 



FIGUt* || 

ELaparh- pun k N iH|ucjiii li cjrdnMik r l + & 


QSl M&dfcjie ID 3 .tp_pJ 2 ^ m cg™ &<e 
ttMh (tfvb pdIhis mDEtnmdfj ammaciD- 

liQiir,!*; 30-13 


EjEmplO A Bosqucjc 1st curv* r - cos 3fl 

■ Hirin'. Como cn cl cjemplo 7, primero sc hosqueju r - cos 21K ft ■ ft -■ 2ir. cn coop 
denadas cartesianos cn la (i^uni I 2. Cuando 9 sc increment tic [ l a rr/4. nbsenu m 
la it sura 12 que r disiomuye dc I aOy. de cste modu r sc dibu|a la portion gorrespon 
dirnte dc la curva polar dc la figure 13 {mdicada por L l- Gianda H sc meremerta dc 
ir/4 a ir/2, r va, t,lc i) a - I. l£\to signiftca que la di^tancia desde t) se iiit rcnicnla dc tl 
li I, pero cn Lugar dc cMar cn cl primer cuadruiitc csln porcidn dc la cum polar findi 
cada por 1) se uhica cn el lado opucsto del polo cn cl tercet oj jdrinte. El resto dc ij 
turva sc uiu en forma similar, con fltchas y numeric que indn/an el orden en cl coal 
sc ira/tin las porcioiicv La curva rcsuilanlc tienc ctlsilro hucles y '■c IIlliiiii m>a dc 
cuafro h«ji«.v * 



'■SMI k 13 

r m u**tkN.udfl!i t iKlciianiii 



i*T \ 


ff-f 


A 


0-U 


FIGUM IS 

KriHill riJt k IIJll II I ^ 
































r \/£1 
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imirni* 

fuamlo vc kHupicjm cur™ puhrcv q ywch c> muI qpvwccbor I.l sinsem.i Lift is^ Efgjm 
MJttUCMlfr w Mpllldll mcili.inli^ la tlgUTA M 

l.ii Si lii in cnilficirin pithr pcriiiuflctr sm dimbks cimrnlo 0 ^ rcempln/a pot 0, h curva 
*ini£lrJci rcipcCIO a I ujc pnl.ii 

4It. i Si Iti tvwiuiriri iiocambjii cu.Lmlu r sc r?cmp]a£a pi.hr — 1 \ u uLKijidt) It \c tuMHuyc pear 
it ■ w, Iji L'urui cs simfirnui respect <il jwlo i&tu hjHiifica que Ja curvy pcmiauccr 
IJM CHJTitiMh \i sc hiiLc |Jiiar I Nil" rc'tpcdn :l| ongttll 
icj Si ta rcuatiritfi <igpc jtrujJ lujiilJ^ rccmpla/JL 0 pur - - it, h curva c* virniHricj rtv- 

pnioi I a IIfhts vcittari 0 - ff/£ 



nouai li 


I ,s <urv« bo^jatfas cn los cjcmpln, ftyUm sin*mcai ^peclo a } c,c Mar 

bIV^L 7 “"I; L “ ™ ‘ k k " +■*■ 7 * * - 4Sr; 

w /- IHuxjlk Mj-nfjr — 0} ^ i^cn ft u 2fif ■— ft\ = ijj t -. . i 

lurnb^i, o wnfaia resipgcio «| polo IM.,s propiedades dc sirngtrii. « p^Tfe^ hater 

SKSSSfi ««£ En 7 *p* * ^ ^ 5 EJ£ 

compJco, 3 ” J4r dcs|H,fo l “T« h> !*' eje polar par 4 obicncr cl cfrwte 


TANGENT'S A CUftVAS PQLARES 

P * a haJLr unj Ifnca langcntc a un.i curva pdif r ftm „ ~ L -. 

y * earthen mk«*«**« paramenciv aj, ^ * * CO ‘ nn un «"* 

‘ = f cos 6 = /(0}cos « y *> r *to fl = /f fl} sc n H 

K V ,7 C, / M6todo P»™ hallar pe„dicr, !Cs dc. 

■ ,L » I " tJ '' 1 PRjtlucio, sc ticne 


: t’lirvajj puramciricas {ccujiLirin M>.2.2) y 


dy 


dr 


dy 

dx 


<to lie ■*" H + rcos 9 


ih 


iff 


M S“* 


r & 


prr jc f /iAW o Nicn 

It A f) (den, P re V* dy/dit A m " in » c,, ' es «t *« pun e.th 

MN.Sft«r,r Wto bUSt '^ ln .. cl IHilo, cn la I caso f - liy lfl m 


th¬ 

rift 


+ I! 


dy 

dx 


r mb 


H 

K 
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fCCCION tO 1 COOP DINARAS POL APT 


**5 


J n cl ejemplo H \c encootrti que r ■ e<m 1ft 0 cuandi i it jt/4 i> 3tt/4. E\U , signifies qut 
\a\ linens 0 — ir/4 y ft — 3W 4 (o v ■ jyj - -j| son linens tangentc*u r - cm 20 
cm d origen. 


fjfttno 9 

(n> Para la r ■ I + sen H del cjetnpb 1, cncucnirr b pemliente ifc b linca 

tangent? cunnilo ft wj 3. 

1l>j Eneuenfre 3rth purios -.(thro la cjrdioiJe ilonde la I Inca can genic cs hurviinml o 
vertical. 


Al litili/ar la ctuacinn 3 suii r I +■ Sen w. sc licne 


dr 

- sen 0 + r fits 0 
<h if ft 


cm 0 sen Mil + W 

cos if cm a 114 sen 0) Sen it 


dr dr 



CAS 0(1 + 2scr«| cos ;0( t + 2 sen &t 


I - 2*en : li sen It I! + sen 03(1 - IsenDi 


(ill La pendienle lie In iangcnic eii cl pnnlo domic II it/ 3 cs 



dy 

d\ 


> ' 11 + seiHir/3lHl ~ 2sem-/lii U ^ ,3 _ H J - , M 


I + y5 1+^/3 


" (2 +V3)(I- s/5 1 


lb i Observe que 


T7 3t? JI 


—— ■ cos II (1 +2 sen III ■ 0 
r/fl 


tu.indn *( = — — H — . — 
2 2 fa o 




3?7 n 5n 


— — (1 + sen 9111 — 2 sen it) = 0 cuamlo 0 = - — . — , —— 
d$ 2 6 ft 

Ddftdoaew, hay langcnteshaiantate* en h» punios (2. ”, 2) H (J*I). 11 tt/ 6)y 
lungenics venicaJcs cn (i. ir/6) y (*, 5tr/b). Cuando W lir/2, tamo dy/dl 9 coma ik/</0 
son 0. ;LSt quo sedebe inner cuidado. AI usar la regia tic r Hospital. se ticne 




id.?I | ](!•*) 


3 .■■(■" ii [4- sen ff 


y t iiwfTi 



in.Ai 

c y 


Pnr simetria. 



•-"t--JJ A 


WUM IS 

rj,s p>iri / ■ i * wn n f II estim KTinincrs que hay unit If lien latiyonlc vertical eil d polo I viJuse lig, 15). 

































I« £Cimcion« wnAwemfcAiir cooimt**QM rotAta 
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■Oil F-j) lugar il c lener qnc rft'<iid:it lit khki 1 ^ l « ptjdna jvw et mdfodo cmpka- 

do rafa dcdueirta Come iliutncifas cfl el ejcmplo 9 pud” haber estrilo 


x ■- rcns W w (I + ^ “ A*® ^ 

v *» f %tn tt (| + sen 1 F 1 ^'n 8 = sen @ +■ stfl‘0 


Pur Fii Uri(c* se Itefw 


iiy rfyfAit tm 8+ 2 sentf nm< caa 8 + sen 2U 


JLt r/c/r/M -step fl + cm 20 -sentf + COB 


qw> es cquivalcnio n In expires idn prevm 

TRAZO DE GRAFICAS DE CURVAS POLARES 
CON DISPOSITIVOS DE GRAFICACldN 

Aumitte ex rilil pider KuMiJcjiu j roinn eurvns pohires simples. sc nccesita u^ar una c.iltu 
ladoni n eotnputadtifu cuundp >c liirfte attic si una eurva lan complicadii como la qur e 
riiucslra cn la 16 > 1?. 



FIGUft*. U 

, = Kcn : r2..'lfli + cra1p.40| 


FIGURA IT 

f sen rl.2f?r + ons^6fyj 


Algurwf dispoativos de gjvficacita tieni' n cojii H imJas que perm i ten gratii-jr de manen 
dirceia curva* planes. C<m otras m;k|uinns sc toquicne cnnveiiir primero aecuatfones m 

r'fcTTU'-d nr-u: tn AL-j-ri. ■_ _ _ ■ .r . 


nmctiuas, En este easo sc iimu la eeuacitVi polar r - f{&) y se escribe n $us 


pamnwiricas como 


hum la ecilKtffi polar r - f m y se escriben s us ecuaciones 


* = r cos d = /10| cos v = r send sen# 


Algunas itfquira requieren quq d partnieBo se Flame f en vcz de tf. 
5 iFMPin i 'j Qnijique lu euifYii r “ scnfR0/5), 



pipmlitnics. tuFc uin 


* = rtos*i = *n(KO/?i>eo*& 


>’ " r " 0 = sco(8fl/5J s t n U 


hjl tu » ll »w e**>, ^ nosetlM dele 

u * n,ai ‘n«atKMKseompieiju sr 
nit^rn* ' Si la rtcputst* es n . en „ 
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SECClON 10 1 COOHDENAGA* PQLABli HI 



flGUftA r» 

f ■ ^eti S-P 5i 


, fe, -I ftatnff 55. w P**c- aemtiEWr 
!rr>m malum Id ijw“ * a Sfl hai-a feEtirtwirPn 
i pjftir ob Ids qriilicjL dP !-l nqur^ 19 


v, pni in i,niii* f sc rcqi.ii.crc t)uc lfiinr/3 im multi pin par tie rr fcsirt ncurrird p-n- 
inerti cUufflli) « = 5 . Kn i-oiueL'uenns, ^ puiii;i la turva crvmplcia a h- cspeciflca 
qtie II • fi till t. A1 1 Httitair «tc W it I, w licncn la\ ecuwionex 

f = y vcn{8j/5jscn f 0 ^ / =g Ifiir 

y cn III liptn.i IS sc inneslm lit turvj rcsullitnlc. Observe ijuu csla msj itcuc 1ft Ihucles 

t!i IjtHPLO li bncsi4|!ucInfitmilu<lecurva*potaicsdadapur r = I * t 
munhi.i Li Imma tuando Liinhia r? (Emus Curves » Hainan Ilma^Diu, por !& palabra 
Trances;! pan caracul, dchkki ii l.i lorniii ile las curvas |Kir;j curios valors de i i 

iOLtldON Lii la tig uni 19 -sc noicsirun griifkjjs dihti judas. por cninpuluiioru para varios vakuvs 
dc c. Pan < * | hay tin Ink Iv ijue sc li.isu pequono otandn djsmiwiye c. Vuandn < = 1 cl 

hude dtsaftoiCR! y la mm sc voovierte cn U cardkwk que sc hnsqucjtf cn cl cjcmplo 7 Pa 
ra centre I y i tawpi4‘dc lacardini dc tlcsupurcce y se timsicilc cn un "hnyudo". Cuan- 
do r disnrinuye tit j aO, el Im^on licnc forma tie dvaln, lisle ovaln sc vuclvc mas eireulur 
cuantli* r■ »0 y cuaiulo < 0 la curva cs jmvlo d circuit r ™ I 



c 

*-0.7 j 








fIGlIPl If 

^■1 teriixTK de J* fainib de 

r= | + r sen $ 


Lax dermis partes de In lipifa 19 mticstran que c sc vnclve negative. las forma* cam 
bian cn t»rdcn inverse. I>e foeebo* cslas curves son re fie siones respecio a I eje horizontal 
de las cufv&s correspondieme* con r posiiiva, 


tOJ EjIRClC tOS 

1 Onlqti< cl puntfi euyas cwndenmlai polarc* se dan- Desputfs. 

'» <nifc fjtrirt ■Jfi'. part* de cnonlf muLts puliTO tie csle puntO. 

an r ^ rj f uiw tt m t ^ 0 

h (»nl. ,/jt {bill 31T/4J <c) t-l. ir/2J 

ttijfL7if/4) tel (I. 13 

i-p c try in. rnnttJMWrfa* potam *c dan l.wcyo 

i vi I * ■'MiJgjriLffttflia.fi ci*1<r~fciifiiiv ifci pKipftei 

^full.n thi fH. ■ 2*/3J tel (-l.Jir/4) 


i £ap(- v 'I. Sw/4) fbl 1 1. liw/S) Cc> (2 fc -7wfi) 


Sc ilrn Ins CLkirdeiMdas ^onfstanu ic uit punlti 
lip l-.rn.iie litre bs civirdcnnilAS pn ►! nrex \r r fit dll punlo. stnndc 
r - 0 y 0 < 9 < 2*\ 

till Deicrmlpte las cottrdciuidsv pdlares (r, if I del |nifflo. dcihUr 
r r h y (1' a 2 ir 

s. (a) a 
I fall* vl J) 


I hi I- L ^ VI 

iltl IL -21 







































































Cl'slk% 
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Ht^|iJr|T f* fcifKki efl fJ pldnu que Liimy iV Iih punim {u>^i 
Cuunkifelto failure* hx eihfkJiL p. w*- i 

7 ^ 1 r - r *- ■ 2 

A- r ■’ (i, ir /1 -■ n m iw/i 

fc U " f 4 , w /2 - it - nf /6 

ID. ' r ■ 1 r?. I - Sif/4 

II- : r 1 4, Sir,. f*‘ is \ 

II* r | V ■ 0 J 2 * 


11 . Lncuertic In JiiE 4 ii 4 M entire la* pstn Litn ti nifijQfiifcto 
PM^j|kr% 12 , wf 3 ) y 14 .. 2 w/ 3 |. 


H. t itampd im.i f. miinl.t jiitm In L'litrr In* jiitjiiin enn 

C^hrvknaibi |hiPiiTL> tfi.u I yir : . EM 


liJL-nllllqiie Ui uJFvji jjiL^ufiie In ..<k im.i tv,tii 

l |. .13 i_-lMC.|.iru [ 1 , 11 : 1 , Li L'UfVO.. 


n r f 2 

17 . f • Ilffl J 

It, r - ^ it 


16 . r cfli t* | 

l| T -r -t 2 e<>i h 

20. * - Mi fl «II 


“ ■" ^ flCl3tni,r UHi1 pulur pjrj In tun j rqiftr-K-nl+aa pcur 

b tvLucmn ^,irEk>i.hn,i ddii.i. 


21 . j - } 
11 i - 


25. i - * 


22, .r + v : . y 

24, v + _v - M 

26 . jti - A 


■ FV. wd. U!U * 1* Cdnw dCKTiUt ifcchb TOdJMB q* 

“ **** ° ( *' c ' tuu - * “FXteatu ftm mi, |^d K gj I*™*, 
uni maci&i para b cm* 

V ‘ ' Jl Ln * lin,J I** eJ f‘Wm 1 HI Jngulo lie 11-/6 «m e| 

**JK ^ P^ilEi^C], 

I iii, Ifncj >¥rtk*( (Kir el punin |x 31 
!t. ■ .i. l f i dKiikKun radio $ y ltjiIto ( 2 . 31 
,+ " 1 fl L ' iriLU ^ ««trodden*! orison ooti radio 4 


2t. & “ W>‘ft Xft . ] , _ 

ML f - 3 r -* 2 - || 
«-- 

n- A - ai - *mll A * o 34. r -I - 3 „ K# 

mr~+ #*0 36, r-kifl; fl*! 

3?. r“4»n.t« W.r-pft.Je 

M «. r-JotHfitf 

4L ' * 1 3 m H «• ' - 2 4 «n ff 


11 r ‘.J M?n JH 

*4. 

r ■ cm -ifl 

45. r- J f, 1 ,1 'll. :< 

46 

- 1 

41, r - 1 * 2 CM 2» 

+ft. 

1 1 - 1. *■ 2 cot|6/2 


11 <' n to Kyurn ^ mye^ifu b ^niiibz^ dc rccmourui funcMn d c 
y+*i3nbhyddS iL iffeilafllli rimpSihiLi pr* hiiM|UCjiu lii tur«i 
pwibf iiitnevptiriJfccnle 






50 




2 s # 


0 ! 

- 2 ^ 


2 ir 9 


SI. ncmiltMIL- l|i it 1 hi tiinui piLir r 4-2 n ill. . 

del 1 it-nc .j ki hncj i ■ 1 l'HIEIU lliltii 1'iE.df+feFraPri iwil.-kl -- -■ ■_j 


qut hm.. . I 

LOiii.i»hJr 


2 Como unit afinnu icnita( monmndb 
2. t 'se die JiclPih jwa iivudar j IHHijueiu |, 


51 DcnttortlK ,fl,r |j tuna r - 2 - c « «iumh.cn uiu 
Eienc -j b tinei i w . t ■>— , i 


— ™ v HIM klL«fK<tt«rl 

i - I owmj uni tewhAi. bonninul 
* 6,4 4 jtie Ifm. h - - |. L sc Cilt hKhn pjrj j Ni-v^ue- 

jjj b cdAcmdc 


W. Mutsirc 4 Uc b curvj / M:n if hm if, tLun*b ckviJrf* do Dlo- 
desi none la fincii. • [ cornu una a-tlbiuu ioitU;«l t>eniucHtrr 

lauihhfn .[ill- li, t-urvn V..KI- pnr COmplelt! dellln. ilr I . . veaicaJ 

0 =£ j ■ i L'« Bllui fiei'lhw jaaru iLVudarhosquejll/ In ewide 

54. Rn^i.L^e lu L-urvu n + y- f = 4 ^= v ’ 

55. in 1 El. el ejemplo JI Ini paftem Jia«n [x-jiut ^tK el t jfi.nl 

r “ I * •’ 'on f< tkoc un buck iniertm LLLmdi, , . | 

DemucUre 4 Lie «k. ct Ciol^ j ^temunc j, n i jiorev Jj „ 
line coiTC^Nmdcn j| hude mtmw. 

<h! lie Jj fijjura IV K io que d Jirn^on pierdc tu hnvuelo 
cuandti r - I DcmiViirc c\». 

5*. Compmt |, u Cdjjeboe* pobres co« lay ^ 1 ,,^ f_vi Di rv„^ 

I ya ^ clcfi:|onc'» t-ShLi um- un disposq'tivii Je ^rafk^pLifl. i 

{fllr " <b> r~fr, 0>- «-. 16t 

J 1 1 i ip di >4 l 


(e) r - cu^Vl) 
fe> r - l + hen 3tf 


i.J) r-lt 2e4K ee 





Sf- 


It 

50- 

61- 
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cv 

61 

*S 

47- 


60 . 

70. 


® 71 - 

Ui 


71, 

ir 

71 

71 
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B 77. 


B 71. 
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HI 


fjhiiitltn la pcnJicmt Jc Ij Ultra Unjjtntr 4 b CUTYB pdar 

jjiti cm fJ punfct eipreifcado jmr d ulnt dc ft 

Jj r 'ft ^ 17 ft S4. f 2 ft, ft r / ,1 

(,9 t I/ft « " 40. r Olft Hft lK ft - it 

il r am 2ft ft ff/J r 1 r 2ft cos ft ill ff/J 

I VlenHIht I’l* pumos la lUIVil iljktla il.milc 1 .1 [anjwnte 

^ femrofttal o *tttnr*J 

#3 - .Uwft M. r | - Mtaft 

<* I * s»ft W. f- c* 

*7. t 2 * scti ft *1. * wn 2« 


mot jmki b ^rifici cuandu jiuntnb «? L Ci>mi> eambia 
cujilikf carnhia r? Ilustne pifiqaitp mjIu ie rites rmcmhros tfc 
1 4 UiiiLdlJ (UTd apuyaf CunduMimcs 

Hlj I iiii Urtnlta dc lienc etiuidimc-, potan^ 

l_ a cos ft 

I + u CO\ 6 

liiifMipuL- l. ifiHi cambi.i Lipdlica tiiundoLainhacl numctttu. En 
particular, >t' JL-hen iik-ntiliur lift valntc* dc (Rttlatcidn dc Q para 
If ^ uuift tiambtn Id forma biwq Jf U tUvj 

/ It hi nlntaomo Ghnanin CfeMm i |tj2* 17 f2> mudki U 
i jnul ij ik £ur\*4 con eraacwxtti [mkci 

r J - 2rVcrft 2ft + r‘ - u* - IJi 


MiKMlt ijur In «aiiJCion polar r ,t sen if + f, uw ft, dondc 

ii/f •* t), represenla un ctrculo. y citcucnTrt? su y radio. 

70, i>cniiJL’4thr i|ul‘ Liis curvAE, r - a icr> ft y f *n cm ft sc codon 

cd iopikn. ikuh 

l ^ un dapOMtiVv Je falkacmn paia tU/ai b cuna pilar. 

t; :j .-! inl 'rulu Jc pwiinffii' psni dfsCjUfanc dc l|uc ptodlkC Ij 

tun a ;umpku 

71. r - | + 2'ictitft 2! iDcfmideds hftelhi 

TL r s I tl.K'wn-'ft tlnpopedii it grillere dc cabalEop 
71. j- ■ <■“**- 2 cds( 40) (cum da ntanpoHa) 

7*. r « scn : (4ftl 4- cust4ft) 

7$‘ r “ - * 5 sent 0/6) 

71- f - MvN 2 1 + ra(fl/3J 


77. 1 n, ■ 4* rctKKKijii las jpdficts Je r™ ) + \c nift — ^/6) y 
9 * I * <nrft 7f. can |i|rifiade ? •- Y + sen ft? 

En jenerjL ^tf'imo sc rslaciorui In ^r^nen dc r - f($ — o) cor 
tj silica de r -/fflji? 


- Empkc Km, jr^fica para cstirmir lit ciHKdciiiidii y dc lot punios 
lu l* r>( Tc & ^ curva r sen 2ft. DeKiaks u<-c cl cdlculo para 
Mjf d valnr cuacnt. 


7 *. 


,v l"'' i ' s, i£'uc L la famuli* dc cunu ilrhmtlj for l:m auacicin» 
p 'Urci r - ten darkle n n un cntcro posibvo, ^Crimo 
^ ftliemfu cl numcno dc bucks con 
h ' «KcJe ii Ij ecuacnkidrl inciidi) w suvtnuyc por 
r “ «ennfti? 


Ij* rtuitKTWr r* I + f xn rf, dondc r n un niimefn rani >■ 
^ n un Rnicm pmitivn. definen uni rumilla ilc eurvnc, jjCih 


dondc a y v son ndamn rcjlcs posiiivos E'Jtas ojrvas « Usman 
ovnhn ilc ('jiyilqj, aim cuDiKto sun ouil.idi^ para cicnos valnrc% 
dc ri y i It'jL'ihini pernti ljuc c^t.is utn ,o pinlrian rcpre^emiii :\ 
las Lirhnas planeiarias mejof qtic las dipses di* Koplcrl. Invcsti- 
fuc l.i sancctiKl dc formas que pueden icncr eitu eurvas. ILn 
isjiiicufaf, . cunio >c ralftcionan enlrc- si u j t cuando la curvj 
h 1 divide en dos panes.? 

M. Sea i 3 Cuatt|urier punm (eweptn cl ortjcnl en la cuna 

r - fw\ Si *es cl angodoemra la line* un^entc en P \ la ti¬ 
nea mJijI OP, muestra quo 


tan ifj 


r 

iirfdff 


| Sit)tr rrttt iti: Otecnt 4|uC if* *- <A ft en In li^ura | 



r = /(ft. 


M. tin Use Cl eicreicia S3 par:i rmiMt.ii 4jue cl an^ulocntra la tinea 
[jmgente y 3a Einea radial cs rr 4 en cads punio wbre 
la t una r — /, 

m It*I lluslte cl inciso tar graficamla b cuna \ las Ijneas un- 
gentes en Ion pumos JothJc ft “ 0 } w 2 
ICl Denrtucstre U c Lujitjuici CUfVa pillar r — /(ftI ttrfl la pm- 
piecLul dc que cl dn^uilo Centre la It tied. radliaJ y Ij linea 
r.inujcnte <s Una conslnnle dek scr dc la for™ r = O 1 '. 
iE>mde C y k sun const aurcs 
























* 


tit 



CAMTULO 10 fOjtrfGHfl * COOPlDENAClA, fiOLAHJf, 


/ 

NGiflU 1 



fOH AftCAST LONGITUDES EN COOROENADAS polares 

J-j* «u << ilcutmilb Li IiWiuuLi juri cl <iicj tie uiu region cuyo ] inn re nu jo, 

r* “ llJ «■■“* !*"" »« "«**«* para el sto,* un sector de un ctouk, 

H] A - \r l » 

lUHHk. enmn en U ligiir .1 I. res d radioy rtes III media en radicesdel Jnnuli, central | , 
fttrmula I .■< deduce del hcchti ik epic cl to do un. sccmm proporvirnial a $u inyuln central* 
A - {V/imwr — Jr’ft (ViSjiv Umihiln cl ujerdcin 35 era li HcLcion 7 . 3 ,) 

Sen 91 farcfiifti, ilusinidu cu In ligiini 2, neuiailii pur In crurvn polar r ™ f{o) y p,, r | 6l 
liiycis ft - ei y ft — h, drunk / e*i unn funuu'n cnnfmiu pmitiwi y dondc II c b - a - i r 

SC divide cl interval!* hr. i ,\on ml.WV*kr* » jHWtbt finale ft, ft. ft.. ft c Jtoj 

.impNrinl 111 EMC* r;<y.- n ft. dividcn .< 4 en Kginoes mis pcqucAas cun innul,. 
Ct niTjl Air - II. - ft, , Sj sr rfige ft* L*n cl l ennin sufatoavaJo (ft . ft,|, «, U | taHl cJ 
JJVJ XA. Jc In ..CMIIU region se median'* cl area del , c «.'urde un em u. . 

angulucentral iWascttg ,t, l 

A**, de la ritmnli I w Irene 



flOUBi I 


•iA 

y. ifccslc mndo, una nproAlrnaciiSn al iifeu Mol A de ,ft e* 


m 


a 2 ;ryi«rrt a A* 


1-1 


Sc vcde In ftg«n 3 4 «cInaprosimneirtn«n (2) rm£>neuarak, Pem | B 
UJ 1,013 J,UIimdt: Rlfi nimrn mini Ll lunckm :J nmv ™ 


MJnna* cn 


piiRLlHfunckiH^M) = H/r«p B porew P 

para el Sica de la re- 


XX " * * i— *—»*_ 



m 

La ronttula 3 cm fl uent la « „p«su cow 

HI 


■ X 


n t : . ’ i,iuid —- « > 4 . 

.. 

; ; «— 
»- «... .4 
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SfCClbN to 4 AM a. 1 J.QNGITUDE5. EH COQADf N A CAS PQL*M ■; til 



ricuAA * 



ficuil $ 


A f f rift ' | cos" 2040 = f f ti.rt - ' 20ttG 
J-rfi " J-*r* Jb 

-- | '(I + «a4rt)(/0 * l[fl + iseii4fl|| i "~ 

-T* ft 

^ EJIHfLO 1 iVliKitum 1 fJ .ifiM du In return quc yace denim riel cireid'i r I sen Ih 
fimadc Ijicantioitkr E * >cn w 

wi'XiON |.a curdiitidr iv&isc rl cjcmpki 7 en Ed scceifln IO.J| y d cfrculo *c busqiicjnn 
en hi lij^ura S y >c MiinhriM l.i n ■■nui deseadu. Los valorem de a y b en In ItVmiihi 4 sc dc- 
icrniinnu Jil hullar Ins purlins de iniOHcLTiriii de las dos curves. Sc eorUin rundo 3 sen 
^ = 1 i sen ft t|Liu lJji sen a \ r de iiurdu quu u i 16 . Sff ft. El firca dcsendji sc cncucn- 
ini jesiundo d Aren denim de Ju cardioidc eiiim- H = it h y U Sjt fi del d&reu denim del 
cuvidudc it ft o s i 7 6 Asi r 

A | (3 sen11 il + scnlfj Jft 

JWM JmM 


Pueslo qut lit Ken'ii es Miueincii rcspctin ill c)e tvnical it = 17 2. sc pude o-crilw 


A = 2 


9scn : 0i/fl — ' I wfI (I + 1 hh B + «n'tl| d& 

Jmf* * Jr * 


= I * '(Ksen - I - 2ttii0)rt? 

/ PT/fi 


«■ ft/J 

1 | (3 4 cos 20 2 sen 0) flff? [pnn|im wn u u .. 'n 1 


= 3 d 2 sen 2 d t 2 lw lljl ’ ■ jt 



En el ejemplfl 2 se ilusira cl pnK’cdimientn para hallarcl area dc lu region acoiada p*r 
dOs cunns pfiloft'. En general, tea f dft mia reeidn. comn sc tlustra en la ti fin'd fi, qiic evta 
actfada, ptw stirs a> eon ccuacktfifs potara r = flm, r — d|. 0 ** u y 0 b, tbrnde/l f*\ ' 

^ 01 ^ Q >■ 0' ^ - 2 it El area A de Ji se encucnira nr%i.rnJo cl ariM irtctna r ai 

dd area dentn-t de r dp. jm que p,sr rmnlki de la formula 3 sc tiene 

4 = _(';[/(»>!’<«- £d/m)i- -umfu* 

@ PHICAUCIdl* EJ Etedio dc t|Uc nn solo inullo 1 cu^:i inuchjs rfpR-M'iu.ii'ioiu-. cn coonlc- 
nadas poliu'cs, dilieullii a vetes fialliir NkIos los pimios de inlerscccirtn lIc itirvas \xt- 
lares. Por cjcmplo> cs olwirt de In ligum ^ que g| cfrculo y In cnnlioide liencn Ires punlos de 
inieneociiin; sin emhmptt, cin el cjcmplo 2 sc rcsolvieron las ticulchtMCs r ^ sen fl y 
r “ | + «n 0 y sc Iprillrrroi vnlu tins piinltiS ( 5 * ir/ft) y ( 5 ir/fr), El onfcii c* lumhit'n un 
pimlo de iqUWKNkli pem im sc pueik- deicrmimir reMilvtcndn Iiih kujicmiws de luscur- 
vas prfqnr cl nri|.Tii en licnr leprcscnlmton simple cn cixmlcn;^Ls pnlmts ipue lalisfLi^ix nin- 
f*Bs cctuiciftpcv Olwvr que. ntiindii sc i fpre scn ti cotmt ( 0 * 0 ) a ( 0 * it), el nnjzen sjuisfwt 
ir “ 3 sen fl y, ile mi mnnern* flea cn el cfrcrulo; cuando « represem* ennui ( 0 . 3 v/ 2 )* 
sniisfjKc a t - \ + ten fl y, por cnflhignienlfi* csii en la evdiotak CunMdere don punists 
que v ntnevcn » h> ln|o<lc l k is ourvu riumdu cl valor de jiariAmetiM d sc incrcincnln dc 0 
a 2 tr l^n unu mrvi d nnj>cn sc uluwi/H cn & =• 0 y 9 “ ff. cii In «irn cunt sc alcmi/n en 
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T 


n2ip 


W .1 w/2_ Ljm punUrt in if lIm-u .m cil d nn^cft [Mirijiic ILci: jn j el eft dtfCRHln titfmpm. ^ 
rti lav torvas m: caftan aUi 

ML Ndljr radlru Jt»> fumn^ de inierseectfn de ti.h- curses polareM v revoimctidj 
diKijj* las griftra* de 4 E 11 K 1 * cumt* H% esfiecijlrtiemr LuftLemenhi usar lieu c^ktilukn 0 
iiHTtpiiiadcira como nirdm uuxilior |uu eMa urea. 

tjtrtHLd 3 f-rhCMerUrt kh p<jnh iitc imerseeeitin de Ll\ curves r = cm Iff y r = . 

h Si he wLwrwq l.i% r cos 2# > r !. sc abtienc cos 2W ' y, jxw 

In i-jftin, 2M )7 3, Sir I, 7# \ t \\ it i Am. Ins v-ilnrcs de Centre 0 y 2frtjuc suiiifoccn 
imikbh eCUstvinne^ sun « ir ft. \tr ft. 7 it ft. II tt ft. Sir Jian halludn cwllro j>Limu\ de m 

li-rMXTirin: I ir/hl \ Sjt/ul t u .. lirfti} y l . II ir/ft). 

S\n emhdir^Li. sc jHJcde wr <u- h lipum ■' qLie Lis airvas Uenen utms cuatm punlm Jc 
iniLTWLcinrt; ,1 yiber, I , vf 3}, ( „ 2nf 3 I. f . 4 tt? l) y ( !i tt/ 3 h Biles su pueden hiillui 

\%* medio de n ul imur ifiie oiru eeundtin dcl dob cs r - ' y result icndn 

tlcspuinu las l'-l U^U'Jh lltAi f Hits 2ft y r 

iONGrrUD DE ARCO 

|ijrj la Je una uiod fnilar f /( hi, „ ft -s: «com,deni a w ™*ki on 

jM^nxlru y m.- escribni tas (fcuA iow^ [uumcirieas de h cufva con» 

Jf - f cos if J /i tift if y = r sent)** fim sen ft 

A| U* rcgJa dd pmilutEu y derive mm ri-^ixrcEo a ff r sc ob[u:ne 


</t rfr 

_=™, || SW _^ tnW 

CIS], con caa : H + scn’W I. M liciic 


(A 1 ifr 

---^9+rcBf 


( «) + (rffl) * (k) ^ :,t + ^ «n J ff 

/ ^ V n rfr 

*\m) 


CflS'li 


-(=)' 


+ r 1 


It ai/oconw f ^ 4 ' LVl!muJ!, * I >,,eJe el tcoitma 10.2.6 para escribw U 
P " r lo ,anto - llJ ^ “"8 curviton ccuacidn polar r =/(p). rt ^ W -4 fri e!i 




-r\Rir 




IJ CJtMHO ^ Ddcrminr j a Icwgiiud ^ la cjudintde r - I -6 sen A 

«tfn 10.3 .1 Su f‘' ,f|fllta M ' ** c n cl ejempb 7 de la 

1 - ffWmtiia 5 d B *“* Clt4 JsdB ** *' * partmetrn 0 « 0 « 2rr, 


*cc* 

msi«|ur 
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SECCIQn id. 4 AftEAST LQNGlTODEI EN COOftDENADA^ K» AM". 



flCURA I 

f - ] - vii w 


45 J 


j'’» rr / 


- JL v + (; 

— J rffl ■ >/(l + Ken Q) 1 + ctK 2 e <m 


" P */2 + 2 sen 0 dtf 

-1*1 


Sc pmlnii nitLiu 1M.1 micyuf ill rnuJli|>lii,ur y Uividir el tniL^iiiciJc] par y J — 2" senTf. n 
|KKlruL UMir uii *i\[einu ulgchruku i;Lim|>iii;n;rLmal. En uuulijmer cuso. se cncuchlra que la 
linigiiud du la cardJotide us /. k 


10,4 EJERClCIOS 

H EnCucnlrc d ja-j lie b region que l -.i.i ,k m|jlE;i |.t > iii v.i 

t y yjhic en el wtnr erpcedk’jdii 
I. r - # 3 . l>*. it* if /4 I. r f " : , 

1 r= wuft. r/3 t 2e/3 4< r % '.m tf, ft ' ft ■ n 




r ■ Vf! :i* 


5-1 ExiL-gcnlre cl .inc.i Je I a rc^inil SOmhmkhi 

S- 4. 


* “v* 


F=l + Clfi 


r A * } tt 


‘ ■ 1 B->rt||Ucje |.i ^ ijfi * y cfllcule d tjrf m i|(ie encicrrj 6 ala 


*’ r - 3 eo* ft 
10^ - 4 c« 2# 

11 * - 2 


10 , / 3 (| + cos ft! 

II r*2-«n(f 
li f - 2 * cte 




• K- |V|UC|C lii Liirvu y tiilaile el .iicii L|nc dicicrra, inn. 
f “ I * 1 wei tiff l| r r — 3 vrn ft + 3 *fn l Hi 


7" ^^rmtinc ei it 'i 4r U rtfrfn tmcrrAila pof un bin lc dr t* 
r " *tn 2ft 11. r — 4 hen 30 


Wi f • J nin Sn 11 f* 2 Ktl 40 

2L r * I + ilwclnrlcflnif 

2J, Ciilfll lc if I .iil’.i cncerrjidii por cl hudede l;i t^tn>hiilk 
f — 2 hin, ft vc ft. 

22-31 ElkUdlirc el iire-ii de Li rep uni que vjcc drntmik Ij primer j 
caru y futfs dt b vjrunJj 

11 r* 2cw 1 r» I H, r* | - im ft, t * J 

75. r J -scon 2ft f=2 7t r-2 + wnft 

fl7.| r — 3 cun ft r ™ I +■ euv ft 

r- .1 icn. ft r - 2 - wn ft 


IVlfiimn* rl dltti lie Ij leg n ut Kaliiala dr nlro Jr ,imhd> 

«naf 

2* ^ CiVk ft. r-icnff 

30. r ™ I +■ cos ft. r ™ | con a 

31. j r “ rn 2ft. r =■ eos2ft 

32 . r - J + 2 ccr ft f = 3 + 2 vcv ft 

33. r “ ven 2rt. r ^ ifos 2ft 

34. r - w M‘n ft r-t cm ft u ■ 0, ft > 0 

35. (IhErng.i d dfcji que c^tj Jcnlm del bur lc m.i'. grjndc y I urn 
ikl in,■' |V(|Lirfti Jd liitu^on r “ j +■ cm ft. 

S6, t'ak ulc cl ui fa entre un |n«. lc cr j.n..lc y d k pcqui-i'ii«ectia- 

dit de la rim j r - t + 2 «» 3(1 

37-41 Dvlermliie I n fmnftR ilc iiitcrMcriLb dr Ins 'ijruiciHi.^ t nrtuv. 
37, r H t Hinft, r “ 3 rn ft 

31, f - t cm ft, r ■ | » icn ft 

3*. r - J icn 3ft. r - | H r ■ ti» 31 * - Vfl 3ft 

fl J.I r ^ viift, t - un 2ft W. r : - un2ft, r - 


IB, r ' 4 '.ni 3ft 


rik 2H 
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l m pMm lie inirnctirw* Jr U Mindc r - ] » in 0 y rt 

**** m f»frtn| t 2d. - */2 ■ i> - rr/2, ^ p^n * 

intntflv ik’ ifMWtfl fijtrj lf« tin kit yr^rii JL'i^n 

pat a hullar V£] Id hi r 1 -ilIi n l|c it cn 1 1 n <|«c *c Cfti/an. 

tV spiit^ U'-t- rvii^ vjlnres pm c^rtrn.ir 4.-P nic.* L|ur ym ! r ikmEriN 
lIc llilkiv cDTViuv 

a* I IMPldn M’ Jilttfain prkif i nl i us CII viv», r-. IrceJiPFlIf l|UC In* m 
^.TOrrms ik MitNlkP iifiliCCJi tin mien ■him* enjt rn|iiviiji|i.ir en 
Uftm dr i*fUk>jde ptm|(pr iu prime ruiJn Jr U\ wdkfK m Si i 
P^ga *P*f rl tn* *e edw a I its lM fraur del cwcni' 

PiHtinsu* rfl b iiytu jp y b fronfc-ra dr la icpum i k laptacrfifl 
eipumj puj Jada f%*t cl v^dpimlr r S + ft >cm ft. tl. un,lc r v 
cn mrifth ) cl AKr^wK) evfj tti Ij pcrii^g | .iin miKtorn 
Je^.in tniutT cl Area iptc lendria en cl AcflUrui drittm Jd 
^ .ificnriM dir cdpiih.Vin ild mbiriHNt (‘nntcite cmj pic- 
jrumu 



Efk:iic]iErr |j 4t-n^ri tud (iku dr b cwrwa pabr 
41 1 *"«• (l ■ " ■ ff/J 46. r0- 

Kt ' x M ■ 0 ' w " iff 48. ? -», ft - a2n 


IH? hm mrJni Jf iipm cakulidm. dctcrminr la httifiiuj ^ | a 
curvp ci^tccla fttHU cualftp decunakt, 

*1 r — 1 *ea 2/] SO. r ■ 4 *en Ift 

5l r r “ 'cn itt/2) S2. r — | * cmfd/JJi 

S3^i* fjfHtEiipic lu curva y determine su tonjfitiwi 
SJ, r - tWffl/di 54, t « 


SS, ' -pM ^ b Iftfiimb IU. 2.7 para moMrir t^iu ct Apc.i, ,k U ^uper- 
Ihic prncracla al hacef ±nrar la curva pidar 

r * /ftf} t? « fit fr 

iLEiHSLb r ti* cnnlmu^i y 0 ^ a < b -■ sr) rcvpccin at 
pi 41 j i t 

.V I’ijrrscnfl yp ~ dt) 

Ibl t V 1 , ifrtrmulj JcJ iwnii <l i par, halkr rl 4 ftj dt 

uiperTkic ucncrada al hx«f ginu b kmnp^JU r » > 

ff'PWHi at eje prtlir 

W. tat Enucrtlic urta Irkltlula para d irrj Jc I., Mipcrfioc penm- 
d .1 at hae« fliTJi la ctwva pofaf r - /|d). „ - H -■ h , aiPflii( 

/' ... y 0 « a < b * ir). nsipteto fl |« | (t | Ca 

» - ff/;. 

ih> t.ilciiIf cl iin-u tlL- ^upcrficic gcricnul.L al haccr jiitar l.i | L -m- 
HCkCahi r 1 ■ 21 ) n^pccto a | 0 |,' nl - a „ . 


105 SECCIONES CONtCAS 


d^rnu defimeonts gcomifrica* dc parfbolas, C Ups« e »,|pdrbot«. ytede 

^ C " sm csl - J " 5c Homan *«[*„„ rfnklte> „ cdiilcw porque 

dc a>f,;ir urt “"«• U n pi.ro. coma muestrn .. , ^ 4Uf 




hj|Vtbl|i 


FI0UA4 I 

Crfrnk Ml 
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SECCI6N 10.4 -.fCClOKE* CCUtr*'. * iS 



PAHASOLAS 



MDUIA3 


L n» pardhMlt tiv d Lunjunlo dc punl.^ vn urt pi, .jiir sun tqmdu,Litih', -I,- ,m ptum, 

f ' 1 " 1 41ll * mad " r **°l > '**» tijii flbiruMia dinclri/ Fmj JeliriK.An w Huttra median 

,c la ligufa 2 i JKervt quc cl puitfci a la mitad emri; cl focu y b dircvLn/ ou «itw- h 

rahula: sc llama ^iticr La line* a trav^s del fnoo perpendicular a la dittetm sc llama ek 
we la pajihda. 

In el *iglo Xvi (Milieu rnofitm que la irayculoriu tie mi pmyccljl di^paradn n| 4 irc u un 
■ liquid rospeuii nI lii ln. e . iiii.3 fui.ll-ill I Ji iir . ill.HI- ■■ . 1,1 lurnu’- plinth* 1 1 na> -■: h.m 
usiidi» cn el ilivrto dc bro> dc auiumrivil, rclcscupiu* reflector** y pucnle* Miipendidw. 
t ^ fa?ic cn el prolileni.i IH dc la pa^iru JftH U propicdod ite rcllciion de par.ihidas t|nr Jos 
tiA'f tan links.) 

Sc obdenc una etuaciim fUflkularmenle simple pan una [wjhola si <e ldIocb mi vct- 
lice en cl nrigen y sn tliavcri/ pimilela al eje ,t conin en la figura X Si cl foc» ttfd cn el 
jiuii[o |(l t /jK en tal cum In directri/ tienc In cuiacifm y p Si P{jc> y) cs cualquief pun- 
,{} wl>re III paiallola. por lu lantu Ju disUlK-ia dc V a I Into cs 

l«1 - Jp + <v - fir 

y la dislantia de /' a la dirttiri/ ts | y + p j, (fin la figum 1 sr iliistrj d »wi dcttde p > 0.) 
l.a propiedad dcfiuiltiriti dc una piiriilmJa cs que cstas Jislaiicia.% son ijruak- 

Jx z ~V\y - pH - |y + pi 

Sc ohtknc una cctuudn cquivaleotc al elnar at cuadrado \ simpliUcar. 

£ + iy-pf-\y + p\* m if + p? 

r 3 + y 1 - 2py + p s = y 1 + 2 py + p* 

j j = 4jpy 



Si sc esenbe a - l/(4pj, cn scgyida la. <xuaew5n cu&idar de una parabola \ I) * dwivicnr 
fn v = ax\ Abiehaeia amba sip > 0y haesa akjoa p < 0[vfee fig.4.inciids (■) y <bl|, 
\j* grifica es sirmf trica con rcspcttlo al eje y porque (11 pemianccc sin awn bio cuandn sc 
susliluye poir .v. 


, 7 1 

\ 

\ i 

i 

fi p, / 

o 

4 


y m -p 

Pi-I i' - 

4pr, p > 0 



Jj 

i 


iPhG}\ 




111 

a 





*m*A 4 


i p ■ o 


(O jr f 4/o. P >11 


|d|>" 4jo, p- 0 
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4/ji 


o uvo: ccvacirifi dc h porfbita am fotfu cn ip, Q) > dircctriz r “ - p i Inurrt+imhiar E . h 
\ cL|ui^iiJr a rdlcjjf rc^tm 3 Jj du^ncol ,v = r,r Li parabola *€ afore hiucu h dcrtchj M 
/> ■ rj y kick lii ij£|tiiE!nfci m p 0 Js by. -I. iftcw ic> y rd>] ELn anifa cj>m u r , 
fan l’s *im£iricj tun rcspiuEn .il eje ■, qnc cv d ejc tk l.i panifooia. 

f> 1 Eneticnlrc cl ftkrrj y hi dircciri/ ik la pardfook ir + Elk = (I y bovqtJcjc In 

grffici]. 

’ Si w escribe In ticmuirffl mum v I(Jj y *e eumpara am la cool ion 2 , ^ 
vc quc Jp = — in. dc rondo que p Asf, cl fsjcii cs f 0 ) = (- \ t Oj y la direct*!* 

l-s 1 ^ ] EJ bosqticju m.- mucslra cn Id liguria 5 . 

FUSSES 


I inn di|wc cs efl conjufiiu dc pi.en un piano y h mjipj dc sus dj slant urt devdc dm pun 

liw, fijjns F\ y Fjci. uto cmsianlr fvtac My fo> listm das puntos lljo* sc I liman imm .plu¬ 
ral tk lugar gEi-omt-trim 1 I - ! a,i Ut\ kycs dc KcpFer c% qi*e las tvfNtas dc lot plancLu cn d 
viMicnw solar son dipso coo cl Sol cn un focn, 




A Im dc otaoicr In «UBCirtn mis simple para urn elipse, se colocan Jos foot rn c] c K 

ZVT T U * c"% X ^ ° jMnWCn la "!? ura 7 dc modo que d ohgen csti a h mitjd 
rn , nS ^ ■" ^ (> Jj M,mi * ()c ,iLv dittiBcias dc un pun to dc In dipse a los fncn, 
cn cslc caw p{x, yi ts un panto <k la clipn- cuamJki 


l"‘i| + l/Vil - 3t» 

\ 11 + () f + y-‘ + v le - ci : + >■’ = 2a 


dksrir. 

-.hkn 

Al clcvar al cujkIrkIo unibiw Lulus, se Here 

^ + ( ' + v5 - ^yrjTTpTy + , t r + 3ri + f , + yJ 

(|HC w simplinea B + ^ + p _ ^ + ^ 

l>c mew sc elcvu a\ ciutdrado: 

“ f * ? + 2rx + r 1 + y l ) = a* + 2a } cx + 
qim w transit, efl <*' - r » ix ’ + f , y . „J ((1 . _ fI) 
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SECCtQN 10 1 StCCIONfS C0NIO-. 


IM ttitetdo / I FjP de la figure T* vc quo 2< < 2 h. asf que c < rt . por | Q jgg^ 
11 *" > fl - |J '» convcoisndii, sea ft a 1 - c Dupuis la ecuactfn de hi * 

L'Oiwicrti! en /# : ¥ + irV = a h u, vi ambus Indus se divider emre u : h'. 


m 



i 



FtdU ha a 

- + 7? = l* J s A 
r tr 



7; + 3 »I, 9 * k 


hicMii que h a c~ < n\ sc deduce que /> < cj. Las interoeecicmfs. con cl eje jv m,- 
encueiuran fill c mu bitterer y I) In ml east) x'/a I, o hie in i u\ dc modo que 
i ±a r Los puriius correspondicftlcs la. lij y I -a. (1) vc Unman vertices de la elipsc > 
d Mrgmeniit de Inum que tine Ins vertices ^ Ibmj cjt i iruicir. ftira hallaf bs mtcpareeio- 
oes con cl eje v se lija x = O y sc ottiicnc y~ =» dc modo que y « ±h. Ij rcux&n 3 
no t umbra si i \e suMimyc por i o y *c reempla/a pm v. j>i que Fa clipiw es vimcinca 
respecloa uinhimejev C)bserveque si l us I’xoscoincritkn. ptir tolanlor Ov.de esie modu, 
H ^ y la dipsL- so lonvicric e» mi circulu con radio t n h. 

Sc resume cl andlisis cornu Mgue nvc.i.sc tamhicn riy: H> 


4 La clips? 


X' v ! 

— + “- ] a* h> 0 
a b~ 


lientr locos \ 1 1 \ (II. dordc c 1 a h" y vertices I r a, tl), 


Si los fix:t)s tk T una clipse m? loculi/an cn ct eje v cn ((X i< K entum/cs puede bib 
mi ecnacitin a : l inicrcambiar x y v cn id I, \ Veasc fig *J I 


[s La dipse 

t 3 r 
fr : a 1 

tictie Uxos 1 ( 1 , ±£-|. dundc c 1 tr b 2 y vertices it), ±al 

FiRMpi.o 7 Bosquejc la gnilica dc + 16v : =* 144 y localice los tixm. 

Divida ambus lados dc la ecuscidn cnirc 144: 



*1 

All 


Ol 



1 


I ni ecuacidn eslk alinra cn la fa nBtt evisindar pani mu clipM, wi que wf ticac a 
ff- P a =t 4 y ft 3 . Uw crocea con cl eje i son i 4 y I os croce* etw cl eje y son ±3 
Tumblen r c' - a 1 b : = ?, dc nuskv que c = ^ 7 y li^ I’ncm son (v f «f r ^ ca 
sc bosqucj4 cn lit lignrii 10, 


FJ F|f M»i n i Dhtcngji una ccuaiddn dc lu dipsc cun Tvk’ib (Ov -2) Jf yJWfatti 

AI mar la notodnn tic (51+ w ticne v = 2 > u 3 til* |a l taHI ^ ijNicek 
/j = « ■ i ■) 4 — „%, ulq|Uc una ccuaciikl ifc In clipsC** 


5 



I 


Oira funn.i dc esiribir lu cciiikkWi is 1 *i + ^ 


’■cm 1» 

1% 144 
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Al ipual 4|uc lift ptffralas* k* dip^ i«*fl ^ pmpiedid dr reflmfa mure vime ^ 
nciic prictka*. Si *c iciVnui urai dr lu/ □ crt Uft ***_ 

iiwiivcmutei rtfpikw, co tal ea*n loda l.i hi/ o somdn m: refkja ik la superf^ 

ji! mm faro (\ibc el tjmiao 63 S. I aCc prindpfcft sc uvi cn litofripsm, nn tfWamiwto 
L! l! k ii|l ph tzmk* Ur reStfcKircon rtccitin truncwul tirjuka sc toloca ifc tub mawra ^ 
el calJ^kilo 4 =nI 4 cn im Ibca. Ondiui sononis de ally intensidud ^ncnidHA en d trtro hco, se rt, 
11 ,■ i,iii Imrin , j , Ml m|m y ||>iltfsimycrv MIS du/krd icjidnarciHHlanic- Sc BJiumi al packmen 
Inumtirbmn tie In cinigfa y sc Kuupni en poem tifas. 



FIGUli II 

P rOJfc li hiperhok ciinmlu 

|PFi- iff 


HlPEftBDUS______ 

\j m hijM rlHilu cs cl cpnjunto tk Im punur cm tin plan« v b difcrcrwLi tk tut dbunfi^ 
tlcsde dm jfuncm fijm F% y fj fl**^ fnem) es una amtonte, Esi» driinictdti sc ilustra en h 
igufU 11 

I as hipcrbutffii ocunrn ccm frrcuetwia mno pdiicas tfc ecimionm en quinine ffejc^ 
hiofogLi y ccaonmffi fky tk Boyle, ley dr Ohm, cun as. dc oferia y dtmwmki Uria .Lp-bca- 
cifin pgiFtkuldnrKRlc m i puHiui lctk Us hir^boLi* m? encucntni en l«s MStetrins dc navir^h.-i6fi 
dewmdlLiilm cii Iils gucmi* uiundiukt I y \l fvciiscd cjcrcido5l| 

i llwcrvc L 111 v Li Udinidtirt tk- liiiii hiptffhnhi m simikr -i k tk tiiu dipsc: d imieq cam. 
hin l's 4fLif Li surim tk las di Hindus sc ctiiwiflift «i unu difciwiciti dc disiunchis |>e hnr fo 
la ilcducciiHr dc 14 CCUHCk>n ik una hip^rhak cs lurnhien similar ,3 b qur sc dm antB p^ra, 
una dips? Sc deja cchiki cjcrcicin 52 ikmaslmr quc oiando los few ttdn d eje 1 

cm r + r, 4J> > k difmmi^ dc dtStulHnaf cs j Ff \ PF: = " 2u. sm sc^mdii b cvuk>6ti 
ik tj hiperbdii ci 


E 



1 


domli; t- u ¥ !>•, Observe que kw inlenscvcioiuis con cl ejc .t son tie micvn ' u y Ids pun- 
< (J . n) y < <•- son tos vtTtiii* di- l.t htp^rbola. Pern si sc escribe i It en la ecus- 

ciiin l> sc ohlitiie y' = - to cual cs impmihte. asf que no hay frnerses Lion con el cje > 
Iji hqt&bota cs sirnetrica con re-spctio a ninhos cjcs. 

Piua «ubzv mas b hiperhob, sc exatmoa b ecuacitin 6 v se obticnr 


il 

*i' T 


- 1 




*■ *f 


Extomnemraque i » «*. de mode que | f | . > a . PorconsJguienic, sc (ieoc j* a a 

" ' , 1 S'pnihrt que la hiperhola euiuto dt dos partes, UnniudLiN ramnv 

''i'' H ' H 11 l, ^ Ufty hl P t4rhfl!jl cs util dihujar prime to sus asinlntas, que son las line* 
Inis |'| 1 l " ' ' Wa * * ~ ~ Wa).i mostradas en la figura 12. Ambus rareU <k b 

“ ZTT" ** ** “ apnwmMn * . I» 


' 7 t^ihipcrhuk 


^ r 

*—r -— — | 

ft 3 1 




nfmoias i tib/a}*. 



























■I? " '|P| 

f ^ l 1 4 \ 


frCUKA *3 

l _ i 1 * , 

*= * 
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SECCI^N IC.l SiCCFGNiS CONJCAS |t *■,* 


ilt 1 i l ^ L< ll1jl ciliin tin d cje y. cn ml Las* al mvrrfir lo* roles 

V v so uhtiLiu- L sijjijtcntf mf..riib.LLimi, que w dustracn In figura (3. 


[*f I.J» hipdrtrolu 


y y 

** h' ~ 1 


Ilfnc focus Ml, ±ck Ainde r ? = a 1 + h \ voices 10, t o) y asfntdM v - 2 : 


ta/k)> 


£|FM^L0 4 Encucolrc Jo* fucos y lu avfotuLis dc la hipctM.1 9i J - ]fe J -= 144 y bt* 
(}ucjc mi pralica. 

11 f 11111 ^ divtden umbos Indus tie In ccuucidn enlrt - 144. > 


sc eonvicrte cn 


COMICAS DE5PLAZADAS 


Como rc cxplica cn cl npemlicc C. sc tU-spIrt/ian las corneas .iJ tnmar Ins ecimcaones cvtaiv 
dar (I), I2j< (4), (5). f7) y (K) y rccmpln/ur x y y por * - h y y - k, 

E]FHPI 0 f’jcucnirc ta pollution tie In dipwctm focus (2, - 2). (4. ^2) y vertices 


'ifjiunflu I I cjc principal cs d segment!» lie linen que unc l»s vertices i 1. 21, |5, —2> y 

licnc limprud 4, dc men tuque a = 2, Ln distuncia entir Ion (boos cs 2, cn cstos ttanino* 
€ 

xy y m (4) pur x - 3 y v + 2 para nbicner 


I A*f, h 2 ^ i 1 - t' — 3 Pocatoquc cl ccntmdc to dijwe cs (3. 21. sc neempluzan 


U ~ 3) 1 (y + 2) 1 


enmo In naittclbn de In clipsc. 


Fl^OtS T4 

^ - lfiy : = 144 


que cs la forma dada cn f7) con a - 4 y h 3. Pueslo que t ' = US + q 25, | os ^ 

50,1 I ±3, II). Las asflMiMtts son las tinea* y - [x yy - - [x. La grade* sc muCttra cn in 
lipur.i 14 


tjf MPI t) r , Kncuomre Ins locos y In eeiiiicirin de Ja lupcrhula con vertices fO, ± 1) y 
asfntoia v * 2x, 


;0: til •> Dc la fieura IHI y In information dada, se vc que <1 = I y a/b - 2 AsL 
fr ■ a/2 = Syr-fl : + b = \. Lus fu«>sson(tl. 5/21 y laccuaeitindc la 
hip^rhnla es 




















































m 

t •• - V 
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l*n CAHTI/LO Fffl fCU*ClOKH COOMEN^OAS FOLAKS 


t’J FJfMPiO 7 Humjucjc J,» u'tliitJ 

- V - 71* + Sy + 176 - 0 



FtGUE* IS 

*«*■» life (I 


10 5 EjEfcClCIOS 


> (k^nniiK tut ki>N 

■ Sc tin m I pic! J It Ji ft c u dkJ r ,1 Jh .s m urn s £UC: 

41 y' ly) 9l* i — 8 j] = 176 

41 y 1 2y * IJ 0|v : - «.( + 16) = 176 + 4-144 

My - It 9fx - 4) 3 - 3ft 

<r - 1 1 (r~4 y 

9 4 

fiMa es. la forma (HI nccjilo quc rim rcempb/ao por X - 4 y y — I ,-W. n V 
4 yr m = 14. b hipcrfrsb »e deqrtan cuairo umdii4c.« a la dcnri'ha v una uimtj.i 
hacis amta. Lm f<*m «* 14. I + s 11 »y |4. I - v 75) j h» itfnios ion 14. 4i y 
i4, 2i. Ijs ufafota* v»n t l *!(x 4i h ( peibola se bc^ueja en la 

lij; Link (5. 


t:ncueii!iv rl v/flicc. lotu y Jfnccln/ A: la piiriibola y bcMuiielc 
ad kmIkm. 


1. t - 2y } 

3^ 4r‘ ■ — y 

i- III + 2)’’*- Sly - Jj 
1. v : + 2y * 12.r + 25 ~0 


I. 4i + jr- - f) 

4. y 1 - I2.i 

i. -f - J - (y + 5) : 

* y + 12* - li 1 - 16 


Obtenjta un> kukk^iJc 

fcsrrj y |j duectru 


la parabola. I Je^pucs encutnde «| 




" DflWfllilw h„ v#H|«4 y 

tfihcn 



tl i* - v If. 


,l * m <lc l.i d,p 5C y bonjm.je 



M. <1 r 1 + 2,V : - 25 


IS. 9 j : - m ( + 4 ,*-ft 

1*. * j f * + 2l , Jv , lft ^ 0 


Ml 


I M * Otifengn In umritin de h eiip^e Detpu& zncuenm lu* fdtm 




r. 








-X 




s 

s’ 



- 

- 1 > 


































1 ■ ■ brKtwnirc Im Vertices. focE* y |j fcjMffenb * 

iu gtilksL 

B5f - -ii -1 

J 144 25 

11. > ’ - .y* - 4 

23. 4r y* 24 r - 4y + 23 
M. ,v J 4.t J - 2y + I6i- - 31 


». Tr - — 


16 

23. Sx 1 
0 


I 


36 
4r - 36 


'1 !' 1l l " c cl "f* 1 <1b saeciArt pAnitn cuva ocuncirtn w iln % 
ilkuf mrr loy } f 0eos 


II x J - r + | 

7f.| **. 4v - 2 y’ 

» y' t 2 v — 41 1 + 3 


26. x J ^y' + 1 

3*. y 1 - 8v - 6 i - Iti 

W. 4* 1 + 4* + y* - t> 
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'ttiiif fft f JJ, fact) to, -2) 
i Mh'f I K o> t Jiftvtrv v - 
foci) I 4.(It, dincfrujr 2 
f«ic‘H.V61. vtttkc (JL J) 

(X JKe|<? 'Trttcal. qiK pijSjl ^ (j l| 
cjc hDrixtmear, tpic pass per f - 1 , 0). j]. [ 

jJ7, KUpw. focus f; 2,0) p (+J t (j| 

31 Elfpw, focm(a±J} H v^nicch fo. ± 1 
A |.(ifw J»Cn* |(l, 2Ip ffl, A) Venice {0, j>). if), jj| 

« Elipw. fot'tft ({3. - | |p f(p - 1j. rttfljfif ti ). _ 11 

«’*“• «ntn> 1 -1. J J, Venice 1 -i r ok iu^gemMat 


31. 

IT- rtrtS'k 
jj PvIMl 
JL P»ilMa, 
JJ. PwlKik 
Ji. I'jrdlwlu. 

yil li 



SECCtON 10.1 «CC«»ils CONIC V. 


Ml 


*'■ « «\:'£Z?J!Z'T' 6 " «*** "-o-« «*n. 

f * , tTW,on ^ ^ d* rjd4o „ 

<— • - ^«<is 

jJi) cn /» La cotnpuradrir* dc 4 h,**, V(Wl krk , d|f _ 

- 5 2E£2* 

I . I 1 ■ y #>T[I > dc jcucrdii Cun r,i Js-fmuu.n 

ss* £**- *“■•»* - 1«»« m „ ziszt 

urut hipftbub (vte la IJjWrai 5upnn B4 trae la ntlri&t J h 
“ **™ l,Jte al ** ^ ll r«tK.rtn ^hrr |„ , mll| 

* mlbir 22fifdS! ^' 1 ^ ..* 

ffl ' £* ** ,a <•« * »H® Vim. i u M ra p ,d«v do 

*° picvp-4. encuemn- la «vackfe dc I. hip*** tfb* h 
C|ucsc In m. . 111 / jl d bare*. 

'* rtiES®" 1 ' Jl no ™* i ' ** *■ **» * »■«« 



ItKiipw !■*«* jeoatferkoMiLO). uuepa^™,, 

1^4, j, xi * 

«, Mprhujfc **lk« i ; 1 . |)|. (u^ yfrili iLW rr 5 ((} 

44. HiprrhiLt. v&ttOU fO. i2), lucres j H Wl ftllfco M rfl. +.1| 

HIptM,. v<n,cn, - J. -4J. <-3,«). | ui . ares (w—lfil! , l . 

I Jb ? 3- f j L 

4*. Hjptrbiilfl. ¥«S i- L 21. (7. 2), I U£a *,, «ai^lritt» 

<“2.2Kf8p2) 

47. HipfrtoJi. voices f±3p{|). asfnnu as y - ±lr 

41 IwpfW [2.0haS>. flsfntotos 

j-J + j4yy-5 - U 


\ y" £ 

— 4 l)!J mill^i-^ 

«tiziiirK^de 

SI. IKc todefinkibnde hipbrimfu deduct h. ociucibn ft pun 

tma hifrfrfKda con foco* i *, jn y v^mLC’, i *-o, fit 

53 . Mliciir tjur 14 TuiKibn dellnidy jKir In rarnu suwnof ik l a 
liip^rboJu y/n- ” *■ t crtncava haci 4 wmha. 

SI. Encucnlrc um ft^ficiAn para | a dipsccoo fbcm r| 11 v 
1 K — I > Jr tfjt principal ck Joncilud J 

5S. Esuihlczca cl lipo dr cun a rrprc^nraJj. pKir | a ecuncidfi 



**. El pm to ct una Artnu litnar pfA^irtm a b MipcdiL ic Jc |j Lunj 
^ lljma J el punm mis akjatfcj 4c b tBpedkic * lb 

ftLi optima | J ftj'.c rvj>iCiaJ Apofa U sc culocb cn MIU nrhitj 
IBUr cE 'tWK j &m jJutthLl ile penluna 110 Lm \ ajttlud dr apolu^ 
** ^<*mhj Je la Luna) fncuentn; una ccuKida para n* 

b etpic up rl ratlin ik la ]43na m dr | 728 Kill y Su Ccnlm csti 
en nil fncA 


SO. I 


"a scccir.ri rran^versi;ir dc un rcflcCK»r purabAI lch !>c mucsira 

r ■ i fi| btilho se lrH.ii11/a cn cl fnco y in ahcnnra l'h cl 
foenft10 cm 

F ' r mwnfpe nn.i cemmirtn dc In paidbblo. 
fh t Determine el tlifjnciri dc lit nbcdurn | CD f, a 11 cm del 
v^ftice 


. 


/ 

-■ 

k^p* 

5 cm 

31 cm * 

1 

A 

f 

S <m 

i 


ft 


t + k - 16 “ 1 

cn unci dc kn Mguif n?c-. l-jso, raj i |h. 

IA y |c) t < 0. 

f< *l Mucstne (|UC las cunai dc k» inciun lJl i, ih» drnen k*i 
i n i ■.inns focos. sin importarcudl «a f) valnr ik k 

50, u i Klncsiic qne beenttcidn dr la li'ura umiwinc j h parftnJa 
y ' = 4/n en cl punto (.tun v,[ I ^ ptiftk twihii comn 

»r = 2^)(Jl + v, f l 

Ihl j.t L u.il cs b inicrseecji5« cun eleje < dc cnIji reci.i i:mpcnlc * 
t^e esic Kcch-i*' pan:i dihtijar In Unpi'iile 

57. DcnimiMrv ^uc lus lutL'iis bii|icnicv a b pardkib i 4/n ka 
/.nKiv drsdc irualquikr piiun' cii la iliimn/ slim |vrpmdH:ulitres 

SB. I Itniuesiie c|iac %l nnitclipsc S umi hi|vikilii tknen Ins mis mu-, 
lujianrs jlcumcIrit'iTv, cnlonce^ mis Imtfjs tanpCfttn rfl cuda pnin- 
(>i <k mlfncvctiPh sun pctprinlitulairs 

SI. IV b fcpla SimpMMi enn n m |0 para csiillUt b ItmpHinl tk ta 
oNfftC r 4 j. 

I#. H [d iiH'ta Muri'n s t;qa cn tma sftNU rlhplh.) .ilidkifc* del V'l Inn. 
un fiHiil I it hui^itud ikJ cpr muyiif r» I 18 < 10 " Ini > U 

















*** CJ'PlTui a It [ClM4llONiS,«APUiNETJUCAl f KJtAPl - 


^■ljfiriii^ Jt\ rjr rtsrm* n I M x W kiti L'« J-i rrf*i ^ 

Sflnp** «*** - Hi fu/* rtllRMT la dllMCtt 41* na>i *J 
fllifirl,* iltiMnlF uru 4ffri«| tinmpJefq jflfttaltfF Jd S&l 

^1- F ill, urrtlpr Cl itr* dr if ir^iLki encf-rMilj pin |j hipfrtwd 
* -rf - I y la irct* V^tkvl quc puMpflf ufl 

47, lu t ( Si luu L-h|i% L ' ifiJu jiJirJi.'i.|rif ^ Nip gjt jiuyiFf, «P*<m d 
vdiNiWII ill-1 -fcihl ii !■-• riMiiRhariik- 

■i * 1 1 -Si j.fpr -1 ilic'drili ii iji* in t-pL 1 niL'itnr. riMiitciilrr pF vnluliktU 
K%iilUm\c 

4J. Kfj /H ! . Mtli pMillEPHikhic l.i dJfMc.i >.j : + r J A ? “ j C ‘ MI1 

IWh i i > y t«Miv n > Ich Ittjzulsrt cjiEfc Ij* lUlHN W ■ 

Wj 3 Mir.. iijLium Ih-mucMrcr ipur ^ fS ■ 

t^imi luiH-jufiiih In nipilii tiaUffillUtt y la liktrtef^ 
H mlvki l|ii i ? n irnc dr un lucn m? rrllrji y por rl (Itm 
liHM l^ir^rrm wr Vic la Fturruifu JcF piuhknu 17 sfe Ia 
>»K lUd iiMitirw quc ian n ' tun [ 


44, . laiputtwifiiwlihipAAoliJ^ ^ * s 

tl » r«i*>. y f : v « r * las fa*uk* aw* i* Hue* n 

Pf y E J higvfhilj *:omr> ^ «i Ij fitful mwwr^trc 

if _ p ,-jVj c% Ij pmfralfcJ lie itfletirtn 4 e Ls hipdVla Mi*v 
tjiN? Ij diftKJdJ t un fee* F: iJc un c'-pc.l" lUJKlMku. , r 

feFlcja i*rn F\ I 





^SECCIONES C 6 NIC AS EN COQftDENADAS POLARES 


tn f, p^edrmc * ddi„* |„ parfbob e „ ,ermine * U n f«o v una d, fw ,n 

■“ kw **r* •~ v, " n « jj ■ 

CdliEcrs y caaieiK. *' U " J ‘ kst Ll>m ‘ xl4 dcl i™>vimiemo tkr pldneUv v 


S,TrA„f.—««•> >■ >«•«. *«. 

B conjumode l,« plll , lm ,.„ c ‘, p,l'" 7 q ™' 

j \m 

|W| 


wdrtncUoJa,. - f 11 Im A-Mfc/cs |» 


cimstJinu- rt cs unji 


* HI Him di|Hc si c - p 
fW bnn imnlht.lfl ^ ^ | 

k I llna lnp^rKif,, v, f >| 
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FIGifH 1 


'fee.ON JECOONES COn.CAS EN COOftOINAEMJ POLUUI 



i ItfJrccftb t 


t ft 


** "'^1 ';'n,pio™^ t “ S™ 1 ^ 1 " 1 " 1R * 

«K^H %c fa cn la mcctdfi I0.S, ** J<?fir,ie,rtn d* una 

faitxfa A*t' hidiES^ \ a =jT i * i Pan,J< | aalrjc * > d un ***c< * b 

P Ucn * Coonfc * fl ^ f*V »l, sc *e de L» ^ ^ Sl d P" nto 


^ **■*'“"- M |»i 


m 

r ■* eld - r Cw m 

-Sr Mt clew nl cmdrada *mbos EihJhjs do esta vcuarifri rw,b r v u-. 

das ^ ■**" * * ft,ni ,Cfl * a «w*a»- 

° b,trn - 0 - **h 2 + 2de 2 x + / - c id 2 

Da P ufet dr cumplcfar d ouubado, se titiw 


Q] 


(”T^)' 


1 J 1 

e-d 


i-s (i -,*)* 


t™ J “""> la «™ci4n deunaeiipse. DeM».«de h 


(Jt - *>= ■■* 


dondc 

m 


V 


V’ 

+ ^ =l 




T r T 

i h -J- 


[ - e ; 


rd' 


(I -e : l : 


- e- 


hn Ja sfiCL-irtri 10.5 « encuenlni que Jos foeos de una dipse esbn a una dtsianua c del 
ecnEm. domic 


m 


a 3 -* 1 - 


il - e : ) : 


Esio defmiesura que 


eV 


I - e 


r = -h 


> tcuiftnna i|ijf cl fiiCd conn sc defimri en el teurema I sieniliiM to mLsnjn que el iiv»> deft- 

iiuk: en h wtffl ID,5. Se deduce cwnhicn tie las condoms 4 v 5 que b eiccntncidaJ csta 
dittb pur 

e 




Si r > I. en lal cam) 1 < 0 y se ve que b cciiackn 3 represent! una hip£rboln. Juv 

*" canto sc turn antes, sc porfrfa rcescribir la eeiucipn 3 en la fontia 


ix - h ) J v“ 


u 


y sc ve f|uc 


r 

* “ - tlonde c' = i( ; +■ O' 

ft 


* 


K- 




























V 
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CAP1TU4.0 *« tOJMODNlS (w**nfr**CA5 V COOMJCNAt^l r ° l 

, . i*. a .* vew* la ecuatifri I*'" * la «*»*“ 

Al Htwiiw r lie J* etuaci^ 

«t U hgara I P^ietfc e«=« hlf «*" 0 

«/ 


| + m # 


jjilik jkif *-■! sigiiienle ccdwiiiii, tpie 'f 1 
2J -23.J 


jc = -J, o ss freclige h ilifa. 
jaci^n pdtar tJc ly. triniuii 
hisrr .1 medium* la liga™ 2. fV*i« lift ejercit'in 





I * rtw^ 


FIOURA I 

friuwiene* piliue^ *k itinfciu 




i hi r = - 






(tlr ■ 




r 


IU TEOREMA Una ccmicidn |K»lur dc lit fbmiEL 



Mi r = 




£ - c 


i - f c«^ y 


o hien 


ett 


l ± jr sen 0 


"P*« nta una^idn eon excenlikidiid e. La ctidka es un^ dime si r I 

una pmdhda si ^ - J> i> uno hiprHx>la ^ r > \ 


m&n 


tmm a—a 

- 'SSSTT JSK.V »■'•*•» «a~4. b *_ 1 


1 - senf) 

“ £J * MPt ° 1 U " a fl6nico p™ l« ttUflcifoi polar 

r - 12 _ 

3 - 2 kiss 0 

Encvnbr ]u hom^ I*,, |(j |a . 

. . ***-—»*.— 

la tviiaL'ion tniiKi 
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5ECCI&N Ifl.t SECCIONI5 COMO* IN COCXDEUUMS 


441 



Ntl troremn ft sc VC que £fln rcprc*enlJi imu el ipse cun e 
'c tiiino 


■■ Piic'.Iii 4UC fti 


fi 

J-X 

c 


In 

! 

T 

1 


tk- tul m;Lneni L In dircciriz licne la ccuKtrtfi etfflduiui .* -= - J, Cuando 0 - o, f - [0: 

it, r = 2. Pi>j dso. It^ viiiddj, tienen conrdenadus poliirt; ||fl D]v tl —i 
til ehpsc sc bosqucia e„ la figura 3 y * K 


EjtMPlO 3 Btivjutjii Ucdnicar = — —- 

2 + 4 seriW 

HHuUuk Al cwribpf la ecu at ion en la hmna 


- t 

I + 2 .sen ti 

sc vc que la cKCcntncKlad cs e 2 y. jmr lo Umlo. I;l ccuatuVi rcpid^nM nna, htpei+M.lj. 
Puesttt que r*f « ft, d = 3 y la directrte lime ecuaddn j - .V Lo* vftrtko ocuirtn cuan- 
do B 1 « ;r/2 y 3ir/2< de modo qnc son |2. w/2) y (-6,3*r/2> =- {ft. tt/ 2), Tambitn 
cs Linl (irjfitar ia\ imctHcccioncscon cl fjc r l^tas txunren tiudi* |i — 0 t -■ en jmbo, 
r = ft. Pan mis exnttimd, sc podrfnn dihtijar Ins nsfrlolas. Note qtic r ■ - 
®uando ] + 2 sen 6 —> 0* o 0 y I + 2 sen 0 « 0 cuufhki sen J * Asi, las j»in* 
foias mur pjulelas a los rayos fi ~ 7ir, ft y fi ■ 11 ff/ft. La hiperbola sc hnsqucja cn la 
ligum 4. 



it 



F«v»l s 


AI hater j^trar sccciofic* con it as, se cncucnfm nmsV mas canvenicnli' usti cvoaewnei 
polaics Lfuc cortesianas. Sc u*n cl heclio (vdnsc cl ejercicin 75 de In section Itt U dc qnv 
jti gnllita (fe r = /I W - es la ptifrp de r - /(fl) rotada cn sciilido COMttWiO a la* fna- 
netillas del rtlnj respecto jI ongen ps«-r un tinpnb a 

, t EJt.m O 1 Si In clip^c ilct ejeraplo 2 vr hacc gital pOf nh injzub s ■! respeclo al on 
lien, tic term i ne Linn cumciiin point y gmlique In el ipse fv snll mite 

■ 5m? (ftiicne In ecimebn tic In cl ipse mliiita rcniiplii/nndo if ton i J it *1 cn In 
irrn.u rftn iludn en el c jempb 2. Asf que la ihwsh etiiottsm cs 

_m_ 

3 n/4) 


Sc u<fl esiii ci Lwidn piifti lish-Cf lii itrnfittii de in el ipse rottuln cn la. npum 3 1 'i’^ne qut 
In I-Iifi I- li.i '.Kill mlwl(i frs[CtliP n -.11 Tm H i/ipntrtlo 
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MPlTUW 16 KIMCI0NlS^^tT*<eft^CertJll0W* IWlS ' ,OlARl:i 


n!l ^ traoiielir van a* Anitas pam deflKWtrar f j 
00 lu ftRura fi w hso wmmm Lual ,do e c» cercanu a » lu «tip*c cs c*j 

cell Ml.if. nutfflira^ l l uc ■ 

I.. L'liuiu .1 ei miii " 



FIGUIA 


LETtS DE KEPLfR_______ 

En 1609 d niJLLL'iiiiilk’ti y aleman Johannes Kepler, con base cn tnurmc* canii- 

dades <ie dalos asmwtfmKm pubiko b^ upwcnie* l ret. hy& 6 c movmiiento planewm 


LiTES 9E KEPLEH 

I. EJn pianola gini alrcdcdor del Sol en urhti j cUptiea eon el Sol cn tan focu 
2- La recta quo une el Sol a un plnrhria rccorre dreas iftiiflks en siemp^ 

3, El ouadrado del periods dc ttvulueiriii tk un planeta ss proportional al aihti Je 
la lonp kuJ del eje mayor de su orbila. 


■Nun cuando Kepler lunmiln sys Icyes en terminus del movimienEo de plane i. is aJrvde 
dor del Sol, aplknn ipalinenle bten jI roovimieniu Jv Liina^ eunselav Elites ^ iHr* 
cuerpos que- eiran ^ujetus j una sola fuerzn piavilacmnui. I r .n la secei^n 13-4 sc tkmueMrc 
cimio dedudr la™^ byes tie Kepler a purbrde las bye* do Newiun Aqui tropica hi pn- 
mera ley tie Krplcr. junlo con la evujcnVn ptilur *k una ellipse, para tabular c-omidades de 
mieirs en asErcuisnruu. 

F 3 nfa lints dc cdkulo* asimndmic^ ts ulil ciprevir la .equation dc una clips? cn tfnfti- 
m* de fstL-rnriL idad r y su e|is ^munayor a ftjede esenhir Iel Llisimii.ni it del loco ,i U 
direcirb cn i£rriiiiios de .j si usm i4i 


^ t'd* #J ak\ - d\ T iKi-^l 

•*« -?— '■■' — — 

tuliilKPi rJ ifi 1 p i Si lii Jmxin^o i d H entonce^ It wiition pvitare^ 


r ^ 




«0 - r> 

r «* 


I + mil 


I I t tn \W 
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“ Cei<5 " '“ ■««" CONICAS EN COra.OEH.OAE FOIA.I, 


U LV u j. .4n poijif jg 

C «nirkid*d e y directs, r 


""V*" CW1 foe,, cn d oh gen. eje wnmuy,* 
**putde cKiibir en h fomu 

jtil - 
I + f ccw. tt 



HR A T 


• mohm Ti'erihelS, 1 ^, “.io'l'i,"" ' <l "‘' ™ m4see "™“ al ** X mfccmwiH u fete,* de . 

(ttfe y «ra*pende# • tos dirBe 

al perJhelju y dhtimcla »| yfri]* r " i*? * '° ^ afts,iQ rtc,bcft cl nvmbn dc d&tancln 

*—- - - @ 1 d So> cn C1 *- F - 


rt* ~ _ afl - *KI + ej 

I + rcmjl | 4 « “ fffl ■ 


Dd mstBD imx)o. cn cl $ttlm 9 it y r = m l +■ f , 


[5 La di&iancib al perihdto dc un pkneia aJ Sol e$ ml - ?) v hi disiancia j| 
afelto t& n( l + c}, 


EJEMPLO 5 

fa) lincuciilrc untL ecuackm polar apruximada para la rirbila elfptica, Jc hi Tierru ulredcdor 
del Sol (en un IbcoK dado qi« la execntriddaU cs alrcdedor de 0,017 y la lonpitud del eje 
mayor es dc uros 2.W x ID' km 

(bj Encucntre fa disnancu dc Ja Tieira al Sol cn cl perihelioy el afelio. 

soiucraw 

(a) La lotigiiud dd eje mayor c> la = J.W X 10*. por loquc a = 1.495 x 10* So hkJj 
can que e = 0.017 y jkit lanto. de la ccuacidn 7, una ecuacidn de L nibiu de la Tum 
jlrededor rfet So! c% 


_ aj I ~ c 3 ) (1.495 X - <0.017| J f 

I +'ecmft ~ I +0.017 cos# 

o Men. aprojimadaiiiicnlc, 

1.49 X 10* 

I -f 0.017 cos # 

i hi Dc 181. In distantfa al fieri be lio dr la Tierrq al Sid e# 


nil - (1.495 X I0*MI - 0,017) - I 47 X iff km 

y la ifitlancM al .del up f' 


nil rl ■ t I 195 ■ Ill'll I -aom~l32X Iff km 
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N*A*™c*JY coow«««« fOLARI5 


10.6 EjEKOC.OS 

M E»cnt>* mu ca*to» *»** * u “ e <*** *■* el d 

pCfl ’i i»« ilitm (M»* 

1. * hjkrhib eusrttekkM i Jkroc,ri ' * " h 

1 IW.ihuhl. Amort* t ■ 1 

l. Hilpsc. enreirtricidul I* dimiirtoj $ 

4. Hiptrhnlu. e»«rimcU«(l 2. dirtctril.v 
i, YadbcAK nWw M- 3 if/2> 

6. 1-1 iprf. r Mfcidrickbd OH, vrf rttoe 11 <■ W - ! 

7. Ptifff. CUfllirailiMl S, dhnJdli- r 4 ^ # 
t, liiperMa. riLvmru-NJbiJ 3. direcim' 


i ji feh,uertiiir t*^u.firtfK-«lasl. lW rttefi*ri«|t*£ b C™ca_ lo^lc 
uru ew-uiniiv dr b ^Mlni HJl Nm|«|e b 0 *liei_ 


# - 

1 + %en4 


12 

r " 

4 - MMI U 


l# 

j- m 

Is ► ^ Cttt tf 


3 

r » 

4 K 


ID- r- 

S2L r - 

14. r 

14, /- 


12 


3 - 10cn*0 
3 

2 + 2 cos B 

w _ 

J + 5 sen tf 

to 

,*i - 6 sen fl 


r~ 17- i Jk HAincnlrc la ctLCMriciiLHl * b diEeelni dr b otioica 
r - l ' I 3 Mm fll y pfalii(i*e b cfrika y » dinrctn; 
ifej Si r%ia crtiu a m : hra jnrar en MrttidD eunlralTO a 1*5 IHWlf- 
llEIjl ik! nclii| itupfttn al ofipeo par un insula 3v 4 , es- 
cnhj b ecwcifa irittHjnk > gmfique ra eurvm. 

f r ~ II. (irjri^LK l.j Li'rfikrt * - ^1 1 , * ji. f j mi lIi [Ckiln/ lam turn 
prjiitiutf b ii'mk j ntucniib ul girur cMj curve alrededot del «i- 

y^pn ci nJi> un .in^ti |h i if/3, 

' • H. f jralnqiif h% l mm ..■■ r - . i ] #* cm I can r ~ Cl, J p (|.K 

- Ml rn uh.i p.nkndliL «.'■ ipfiiIei. ,. £ Thud nfcclfl el Vftkrf de r it lit 
forma tk hi flunn? 

■ " 21. ■ M firj|iL|iiir Iu% i 1 *pit>i% r rri/ll + r* send) pant# - | y vn 

Rw v^tfc* de ^GMm ufeeui rj v^Uii Jc d u In rarmit de 
b oMci7 

ill- fu Jtiippr I.i• I ..tin .!•. .JP I y vutil* valent dc I* fjCAnk* 
iiffCift rl iV -■ a la Irtml 4hr la ofmm * 


„ M ur „« *« urw coft f«o at cl <*=«en. eM.eiwncid^ , 

y J jrw i n j f “ -•* t>=« la cciwcita Har 


S - f W 


n Miicmh H IW uiMcrtnicamn f«o en e3 nccnlticiibil ■■ 

y dlrectn/ ■. ^ time b ecuftcidn pi>li*F 

f | * e send 

?3. MucMtc qne lina enruca ccffl fnco ert ei twigen. (Lk cal Me Hind p 
y direct!!/ 1 -d siciK b eawdda F slai 

tid 

f V ■-— 

I — 8 

U. Mutant *4«e bi piribub* r - c 11 - ^ > 

/ - d/i i - eo* 01 et>ftLn cn drapulm iteim 

2J. 1.11 U ikfaiude Marte iiiededor del Scd e% una elir^ 

ccnint-idiid O.0SI3 v eje semimayor dc 3.2S > KS fc Vm J",n 
Luc-rilre unj cn'uactdft polar pura b CI+iMii. 

74 r La drbitu lIl- iupilcr tieire c^cenirickbd d# 0.04« y hi icfftfiiuJ 

del ... ch I Vi ■ 10‘‘ hnl Eiicucnlrc una ecaijui.m p.d.n 

purs Jii 4^rhiiu, 

2r Lil nfhn.il del L^nn-ui Hjlley, vista pur ultima ve; c« > 

HUC Jelie vidvcr tn -fXO. cs unu elipvr con e^cc-nlnudad <l ^ 
y nit fnen en el Sol- La longilud de Su tjt pnrk'Lpjl es M*. \* 
l\A I tin.i uviidad asm^omiu-a i UA r es la diOuie.a media cntre 
la IVna > el Sol, rtfia tk millcmo Jt ltu!k* J I^ul-siiIil- uftji 
oai*-t%*i ivitar parj b LfftTlu tel cameLi Haller fc CujI ^ I * Jm- 
liikij nunviu ile-Mkr el ^XUCta a! Sal? 

21. I : .l LfimrU Hale-Bopp. dtscybkertL! en, 1^5. Irene up-, nrhita 
elipn^a CkHi cvLunlnchbd 0 W51 > U hm^ilud lLcI v:v ru.L%or . v 

356 ? L>A. Ervuemre una rrmanifm pi?lar para b twtnu Jc e%K 
CtnneU ;..Que tart ccFCa ikl Snl llega 1 

24. lil phiiiL-ta Mercuno ^ iaja en una cliptt&i t™ esceniMi.. 
dad II Ztlfj Sli discancki minima del Sal ev J.ft - ID Lm 
t^urmiiuit mi dbumcin maxima del s.d 

30. Lil disbudo de^le d plnneta Pliil^n al Sul lLc 4 -0 - 10' 

1 >m • ■ 1 r : hrllo y 7.37 k 10^ km en el dftlto, H-iLlar U ex- 
l-l-iiI r il'ilIihL dc h nrbila lEc PluliVn 

31. f i'll |ik%. duLi* del ejpivkii! 2 € Aeuku1e hi diNlnncra t|ue iw^Tf fl 
pluicb Men tirm dilrajlie una mbiL.i cmnpSelik alrrde Jur ikl s "l 
i Si mi l ill uL'idmii a v^L-mu a%tfacil«) euni|Miladi>md aidn m 
tcumltn drlmidaN, ulilkeln Pe k> ecwlrarin. u%e b itub di- 
Simpum i 
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ftfPASO 


IftlKdH BE (DUffMOl 


1. iurw l-ufvi 

<W team* uiu curvj panintftma? 

1 w jSZS ST" l " p " 1 ‘ ,Kntt * - ***.. 

■hi <CVWtafti d *«defayo*w | -^ , . 

J. EKrita ...» « P KiWn purn «* d„ llu ^ 

flQflCI ■ 

ur Lj i K»nj|iiu«l dc uuucurva pawn&tnca 

«hl hi »c.itie Id lupofldc tibtcnidn » taw .. 

jurinhHficu fi-.k[VLi(i jtt ejejt 

1 « 11 '* " d ‘"f 1 ™ l» d sijnifl,**, Jr hl „„ . 

point* Lr. fl) iJc tin. jrunuiy 

*’ E “’ l “ *k Mpnsm I* ranfcwta eta™, 

lid o dc wn pumo n hiMii de Eta «*nkiu4* p,^,^ 

* 1 ■ 9* UMrt * P*" las CCWiVt^bi ™Lt 

fr ' * yrt P™ 111 ii cwwciera bt ctxndcn^ canesmu*■ 

J. rjl ,CAi* <fcfefimjn b ptnJjenlc <fc uiu iin« tUUmk j uiu 

cum fHiljt ’ 

(hi, t flint) cakultt et drea de una region acouda |V* uim L 

potar? 

|CI iC mini lull ii la Itnigiiuij de Una ctlTVfl jxslai ? 


CAHrmo i» wtn\o yi 4it 


*' <bt ?.,T *** nw • wn, *"« * «"• j»«M, 

'" ,J ““““ ^ «"* PWH'.I" c». fie. hi, r , , 

Z Z“ZT*** t um r " n '' , '“ * i« *«*.. 

1 /" r,h " "* l™» l» «I|H u W .. 

vdns cu(±iij>r, 1 ^ VJ J 


** <lt f>C una Jcfmtmin Je ucui hrpcrMj 


i IMTiK, 


<« ICNlllllln. i|<. |i,y 


lbl r -^ kl UtU “a* F M,a f-h-^b.nr ternf 1 r.Q) y 
VMNOri^BjL fI 

lc 1 Em.tiI ha «wiw JXitj |*. ^ b hieMnii *1 

■ncisaibk. 

f. Uj itii^nb e^ceiancuUj dc uiu. KtcHki unmj 1 
Ihl ,.Qiie ^ pwik devir iicifti tic L. sucmlK uUl v b 
WCfl a una dipw*’ iUna bpMdb '. t'ru lur .bob'? 
icl hwnhj una (cum p>i1ar pjF.i una Mvcnin edniu tin 
»«Mriddadry Jirecifij: s - 4 ( Quc p HMk bdirEL-in/ 
tit ,* - -dr Ly - i t‘> iy -. 


PIEGBIIil DE IERDADEiO-FALSD 

n nri nnunciitfo « venfufero o iba Si « vwdidefo 
P 6 ^ 9^* S *r fjtwK. expth^uc por qu*. o d* un qi»c 

r drt* a Wncoijo 

1. Si biiurtjpaiamctruajt •fUly = 9 \t} vt*sf*cc ?\l) - O.fi, 

bi cj«> iifnc unj rjncfme hori^nbl cuinilo i - l 

t Si i jfy — q\f\ sun derivable^ (khi iwes, pur In bnliv 

dy = dyfdt' 

dr “ i/'r/i/r' ’ 

1 J .t I- mpicml Jc Li Liinifl i fi n„ v “ ff * ^ ' Er. 

i-Vl/wj 1 TX^UiPdt. 

^ un puniff y? xi*jifdM:(iu pirr fx, y) cii cnorderuudas cjiilehidiias 
fcjnmie r + Oi y ir. rti tn coordenadas fw>ljiri:n. cu cnnsccueii- 
Cia ti ™ mn 'l if/x|. 


Sh LiS nrvas prianfs f ■ | sm3«yf -m if* I lion li 
miima grafted. 

k IjA cctUitkines r«ir tv : i4i i 2 ifp ?i. 
v = 2 cos Ji 111 r ^ ttemm L mmru (rilki 

?. Ijm ccuKinnv 4 p,ir,imtinc ji j — f r r y • f 1 thfrttn la inruna 
pralicj que t = r. > ” f # , 

i. Lj pnlltca Jti v’ = 2>‘ + ifs unj fudhtila 

1. Lilli Ifnea I'ingciiK it mu luiSbnl.i cnrlil .i l.t pjlill’ol.i 
i in. i VC/ 

10. I 'iiii ln|H"i k.]j nuwii curt.i ,t mtl dituvin/ 
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*7ft CArlfULO 1C ECtflACiGMl v COO*OWCA5 KJlAMS 


EJIICIllfl 

M Btn^iivjr In ttirvm |hnfnnkttiL-ik y (liiitirtt *1 ^ Ba 

EI.lt U L't inn’ lOn cikrloiiiru de to turvn 

I. m - i f + 4i t “4 * t * I 

t * - I * #*'. y - 
1 i “ *■ MX" ft O '+ • < 2 

i ^ 2ft*H. j * 1 t leaf 


1 1-24 r^ffltw to pend.cnt c 4 c la If™* Iwig^i* a 1 * « fob cn 
d poniceeirt^ftidiciiEe id wl^ccpKifionkiilcl 

1i. i - Infi jr “ I + - 1 

31 * - *’ + *r * U f 1 ; * “ “ 1 

a r - # *s ■ - 

si. # - j 4 cu^ it, *- *n 


ft l Htihc ircx ciinpuniii* Mctwm Jc ccccl Imk« paranitirwAx 
puru In cli/Vn v - \&i 

ft LVSn^iJiin^Oe l ' /(Ujv tf(rJpnrnlXHi|ucjiir 

IMiimn'IHui i ■ /|JI. I ■ flit) tndlquc tun llediu* Ilk diKtxtfn 
en k|ue m ii.i/j to L-ufvn cuuntlo sc imrremcttUi f. 


.1. 

V 

if J 1 

I 



i i 

1 r 

-1 




ft i .11 Lwalke cl puniL-p ctm cofirften^a^ philtres r 4 . A 

vninnuat-i^fi dwucmne scjk c^-irduiiLiLLix tiarie&toinis, 

ihi Lm tunrtkiuittoK enutcHisnas dc un -puikNi v.ni i 3. 1j Ihn- 
■Lucidre 4ns eunjuntos de coord eriad as pdlnKx piiFd cl pUfllr 

ft Hjfj un JiNi>o ik Ui Kp<m fonmnLi Jc puntm cuyns Loonle- 
nadai pcri.wr-v ’.jtLif^cn f ^ r<2y w/t - ft - 5w/6. 


*- 1 Bc»M|ue^ L* cam polar. 


f. r - 1 - emft 

10. I-- wnJtf 

11. r - cm M 

11. r - 3 + [i« 39 

1ft r ~ 1 + ™ 2ft 

IP. r — 2 co»ifi/2i 

11 f . 1 

16 .. 1 

1 +- 2 wvt 0 

2 2 tins ft 

i ; * Fik w-ntio wu ccciKHte jniir pirn !■ cur>» rcpcrsoivlab 

la ccuj cjrin carles ipA a dadi 


17, t 4 t - 2 

1*. ,■ . v ! - ; 


^ M - 1 '' " r ' * ‘..f»>lnf ' ■ iwn ST Hump nimt itldl- 

**■ U^r iW« |fitfica (Jo f eoilKr una Mul-KIii ik Mon Minnloitniliis 
CafMaJm* para hmtfuepiJ In am )U hi tc * maun F V.f ■iiiS 
f|.|..r l. ■ - 1 #| irj.rf ffiJfpimi par*-, nmpfht-irr w hfnu|L|r|ii 

t^n. f.r J( l., l i,. i.Hip«- t 2ft* \ m it, , W |||feriri<> OfuJJtpc 
lombu'n |, clipHKt r^cfmla fww ,1 nrtftn pm 

«MI ftkfiitrj 2 ff / I 


is-It llncucnm ih/it i y ii‘yfttx : 
li. i " r 4 %cn i, k • t t;«s i 
16. * - l + i*. y-t i' 


i^* V, L r ve unj jir.tfwj [mi cminur Jai ooonienjkijv J*l {Hinta minimn 
MSjwf lumd i — J 1 - Jr, f - !*+#-* I. Ifckfuivinttl 
filfttkt pars (Ictcrminji lai ctionJtrtidiS cKsCttv, 

38. Erwinrriirt cl ^rcn cnccTOiia por cl budc 4c In I'UrkA UtI 
cjcnckio 27. 

2?r c.En quC punlLis Ifi curvii 

jr “ i - fi cos 2r if ^ 2u sen i - a %en 2t 

ncnc iiLn^enie-v Krtkaks y hcMi^nitak>7 Um: cxia iflf«cnsaciiki 
kumn* iiyuda p^u la cui\a 

30. DcTcrmiftc cl crkfflMii pt.M- b JU rx Li Lk I: Cjst* L il h i Z ■ r 

31. Obtcn|r4Ci wa mccntda porbairva r : l i 

32. ElaJIc cl ir-fj cncemulu por cl buclc mlenor df U lUH j. 
r — 1 - 3 w (?. 

33. Entuemre Jus pUtlE^s Jl- jpicrseccftn dc Ux L-urv;is r 1 1 \ 
r ■* 4 ens-ft. 

34. f)bk‘nj!ik li'-L purlin’. 4c interseccidn de Iils curvax r - tnl ft ^ 
f ™ 2 cw ft. 

35. Oetemiinc cl iitc.i ,k U region ljuc >atc Jentm ilc iimhn emeu 
Iik - 2 xenfty r - xcrift * cmft 

34. HjIIc H Jicj ik U rejju'm nue yjycc iknlinn lUc b CUfVi 
* “ 2 4 on 2# pm ik U tm^a ^ « 2 ♦ sen ft 

3f-40 lihvipcnlii: In lon^iiud de In ciffVL 

3?. t V, \ 2ii(I - ( 2 

38, l - I * M, i - "idt ,1|, il- - r - 3 

39. f I/O. it ^ a - Iff 

40- t Acip’in. n, H M • 7T 
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CA#lTULO to REt'A&O 


% 


tin 


»?i 


<M* Cilcitlc el Krtji dt In Mipcriide dne„id a *, i, BCc ^ lnir C(jr 
VJI ilfldit lespeclo »l ejc ,t, 

r r * 1 

11. j - 40, y » y + ^7, I * f < 4 
4L i - 3 +■ 3 *. y - cwh 3 # k {} « i « i 


5i, EneuepiK unu ccuan&t dc la dipse svhj focos |3, ±2> y <m 
uin lun^iiud &. 

53, ( Jhcenjfj uiui ecujLHVn pjii l.i elapse t|ue cnmpartc un v*rtn f t 
im fricn tdfi la pariM* r + r - |00 y qi* tknic * U atm foe* 
cn cl nngcn 


^M(i Uvcwvasdefinklii>poi his et-uaciniws panmtEricJi* 


I 



, _ '(•' - f) 

i‘ * i 


K Human eStrofoido Ilk Lind Jtalabn yncp <|UC M^mhid ior- 
L'CT l. Inscsutw cftmo Vartan cstm cun as cundo sarin , 

0! (1 Un? familia de curva* lienr crimeJones, polarcs r* - | m.-h 2y | 
donde a aim numerti pedttva hnvstigw C 6 tthi t-fiinhiun cstas 
tun-os cu&ndo c* (Tibia fi. 


IVU EftCLfcentft Eos I'ljcuv y Unices y bosc|ucjc hi jir.ihca, 

It T + * 1 «■ 4a J - y* - 16 

(J, 6? : + i - 36y + 55 - 0 
« 25 j ! + 4v= + 50 j - 16v - 59 


44. EticiKnut una nuncitin do Ju clipsc cpn fosiwi 114. (J)y v^ni- 
«*f~5,0). 

Si. Ewucnn ima ecuarriWi tic la parabola con («oi (2, I ) y diiw:- 
uiii = -4. 


H, Htmucktrc i|ik limtL cuali|mcr ndmaii i^iL eh n] ( 4W1 h.iy 
f s iH. [.uiiciiic du Knesi df pendic n(C m quo son Inngcntf t a Id 
dipvc .¥ V 4 j• 4 y'/ft - t y mj\ ccuLkriunes ion 
y - mi ± s /0jti» + k : 

SS, lincucnine mu tmacifta polar jura la clips* con focu cn cl wti- 
Hen. caccntciddMl . y direstn/ snn etuacitfq t - 4 sec fl 

S*. Dcmucstre que Ins &n£uli»s enur cl eje polar ) lu ivtnsidj^k 
til hipdtbnb r = prf/r I e 0| b r > 3 r eswo dados ppr 
ms A iH/fl 

V?. I n In Jij>nrd cl cfrcuEu dc rjuljoo r, csucumanfi, y pafil lLilIjl it, 
cl punlo f r C\ (fE punln medio lIcI ^Klilriilii i?ti LacUKii lr;i t*\- 
(Jil fKir P pulj 0'< l)< ir if llama enrva de uren. EncucmrE 
las etujciijflfi paramcEris as dc csli curva 



v = 2«i 


Si, Halle una ecuaci^n dc la hip^rtnls con focoH (0, '4jy ahinuv 
un y “ 3*. 
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PftO&lEMA j ADICIONALES p 

1. Mom cu/va m delinc mcdiamc las marioncs panirftflrujtt 


\cn u 


- i/ii y - — 

|| Ji u 


i/m 


I’licucm rc In Imgliud Llel Jiruo dc In curvii dcsdr cl ongcn tosfa el panto prthtmo domfe 
toy uftj linca fangcmc vertical 

L nit IJicucnUc kiN piantiM masimn y mini mo dc |sl krurv;t x 4 + y 4 * 4 

<M la wj (0bi«yc quc c* slmlftfic* respedO a ambus ejt*. y ambus lincai 

v l.r, hkI quciTh suin'icnte ainKielcr»rinic;iiiJnwnl^ > a 7 

i j. icj- linipto tiMTiknatlah pofarcs y un sistcmo algchnkn LwnpuUiidomil para lialLir el area ei*. 
ccmiiii j*nr la airvy. 

ffl 3. ( Cail ^ cl rrcdnguM dc vimiWi nta* pequcno tjiit ronticnc a eada nncmbrn dc hi limit] iu dc 
triirvaii polony r : I +■ r sen tf. dnfhle 0 c ■ I . p lluilre sii ^raficando vario* 

rnK'irtlrfus dc la ruuiftu. cn oic ictJangtfln dc vitiim. 


4. Sc eoltK'an umilm insivlos en tuuno csqulrm* dc nn cuarfnido con lungiiiitl a. I,tis inset hw 
owi/an cn scnlitki o minim k a la* mirveillas dd rcloj j la nmma rapidor. s cada imo a^ri/a 
dircLiJiiicmc hiitia el '.igLnciiic insetm iolIocI nempo. Se aprmimim a I temro del tuadnidoa 
in largr* dc [fayccUNriaK cn csprral 

(-0 Ohtcrtga |n ocvaudn polar dc uini iroycefnriLi dc msuctp nl suponcr que el puju c*Li cn d 
c«nm del tuadrado. (Use cl toe ho dc qiic In Imea que tine a un insecto cm d siguieiiltn 
uiigcnte a In Irayertona del tnscao j 

(W Determine la dimanria que Tvuurrc un insccns cn cl momento que sc encuentra con Im 
turns insamend ctfiUvi 


a 



s. W, d. D*»„ * drlint ^to 

j- 3r V- 

«m rr^iu! Li’T ' ' 1am, ‘ **' dtt;ir ' b curvB « 

[hi rvi.im.n, i i ^ 4i^™uclacwvaesmaa csij iiis k -,i 1 

' 1'inlii. sW.r; j l|B|ii , ;uj liien ^ !u^i7or.LlkJ D Wl 

255r^*~ »-* >——. 


n.j 


' MX It Inn II 


i t urn n 

*&'!2saassKS3isr^ 
z;r. 


t|iii k yjRp enrre la itsinl^j v Ijs 
eniiipiii.iLiiiitai pur a cvuliiiLr In 






















*'■ 

’**>** * 
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PPOaiEMA^ adicionaie; I 

------I 1 


*' Un ciicuk C ik radio 2 / l«nc vu centra cti d otigcn. Un drculo de radio r gim vio en 

diratuicin cunitanji. ,■! nun tic hr. amccilks dd rcloj aliedfU-r j,- (' Un punii. P t mj 
cn un radio lijo dddrcutogtratano a una J»imu frdc su centra. ti -■ ft < r. iVea lav pane* 
(U C (III tit lu lijj;tiriN | Sen /. Ill del cehlfd tic C al culm del i inculv junlLKio j vea tt cl 
t|uc L futmi am el eje * pmintu 

1111 Uaando W Como fur/nucifti. dcmuCvUr tjuc lav ccuinionr- parametric** dc In itaycilurij 

trii/odb pof P snn 

j ; ft COS 30 -i Jruiivtf v = ft u:n Jtf +■ Wfl 0 


Nuttt Si /► E 0, hi traycctona cs un ciiLultf tic ratlin 3r, m ft r hi LraiaHru un r^ri r- 
rlniilf. 1-a Irayatunu Ira/aiL ptii (I ft ■ r *c Ll.im.i ?{titn>t utifr 

A ib> Grah que |i curvn dc divcivn vitkim lie ft fflltt fl Jf r. 

(c) Dcmucsln? que un InanBuU equilateral [Wtlc UkSCnhtfy: tn d C^iritnitk > qltr -m wnlmi- 
dc csiS mhne cl cimilode radio ft am centmen fl ori^t'ii 

JVnM fences d print ipindd milEK lotucornI WunkcL ( ucuidod Iningulti rqmhilcrti >:irj 
con s us viiniccv en el epitrocoidc, «u ccoinude icuKtt uii ci'tluIo Ltiio nntme^a end 
centra dc la c»na. 

|d) Ert casi tndos I<h motute* roulortos, lt» Iadov tk k* Iningulot rquiifeom «m vustrtui do* 
ptir Jirvoh deefreutaa coo Centro en In* vertices sipuetsiEi* <om» en la patu- fiiii dc b rugura 
lEulrmtcs cl del mtor constant* i iScmucstrr t|ur c! roinr ajuvtafii end epnn>- 

COldc iii ft ^ 3 (2 - ^)r. 
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II 


SUCESIONESY 
SERIES INFINITAS 



|_ai gyma* pardillfri T, de uMH Stri-S de Tailor* daft ^p-postirriaclorici t^da vtt 
mfl|qres £L una funciin cuando n aumenu 


I sw£SHWS intimus y la* senes ^ imtpn-wi hroeniente cn la Preseatiiddn pttitftnnar 
drl rdkufo en rdacion con paradox de ZenOn y la nrprescnlacsoti decimal dc kwi mi 
ruerm I ioqwitBascis cp cl ciknlo radii a en in idea de Newton tk representor las fiin- 
ciiines romo Mimas dg scries inlmilas. Por ejtmpLo, al dclcmimur arras, eon fnvucrtcia 
iniL-^nibrt Lupin functetfi. pero prim^rci la exprasutai como im.i sene y inepo integmhii ctula mm 
dc S«n i&rrnifiRiv de la sene. Es\a ideu kc iralm en In secciriri 11 JO con objeto de hitegfriir hm 
L-miieAcDBHo (■ ' . fRccnerdc ijm- etttHiun no III sit In liecho}. Muchas de las flinch mos t|ue 
Mirii'cn erk la ftsica rmncmllien y cn In ipifmicLi malrnldlicu, eomo Ills 1iindorK fc \ dc Finn* I, 
defined fflitffl huteili 1 11 ! dc series* de mu win qtic es nM|KwraiMc conocer losa,inu‘(H^ bfcictft 
de converge r>cu ik sLHjesinnrs y mtics inlinilus 

lj “ s uiiliIns wno cn niru iwpetin. como w tupU a cn hi >.«.■ 

11 12 A( r ' ,Mtliw Wr» dlvurto* niino In rtpiiea, la iclilititliid c*pcc»nl y cl 

diKlrofiMHtatwna. imi.h/im fcndtHmi^ rKinplu/»n*> UHb f unci(>n cnn 1os pfjmefw 

i£fftm*rj* cn b wric que la trpfrsetthi 
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H.I SUCESfONfES 


He piinlc t-omideTiir que um Mitesion es un:■ lista tic numerffi cn riles ci tin orden delitiido; 


tfJli ■* * * h 4l<ri- » - ■ 

I'l nmoeru Hi fucibe cl imnibie tic pnm?r Ufnmrut. Hi es cl tf%umto U nmno cn general 


(j. cs el n-Ztimo irrmiaa Aqul sc mil a otcl usi vatne rile cun sucesionc* inftnilJS^, pur la que 
Cndii icrriimi ticnc mi Mice M ir «_ . 

Obxcnr i^iic p,nj hnJn erwciu pusiiivo ji hjv un nuineru cantrspondicnfc u.. pm In qm' 
uny sucttiOn se pnede ddinir coma it mi funciftn euyo dominiu cs cl conjunct dc cmenn 
posilivos. Par In feyubr. sc esenbo n„ cn lugur (to la ndaetdo tie funciun/ini para cl valor 
£k h f linen hi en cl ntfmcm n. 

. b ncesitfn |<ii, ttu fit, . | Mrn hie n sc deni Ha intdianic 


{«„) n 


EjFMPio | Al|unis si He sioiics sc piiL’tlcn l led mi reprcwnlandii mcduirtr ana frVi rmilu cl 
FT-£simo idnninn. En [cu cjemplos sigulcnlcs sc ollcLcn (res dcstriptnmo th: Ij sutesiun 
Una cn la que sc uplkra la noliici6n anlcrinr. en dm se aplica un.i formula ilclinidii y cn 
la icrcem sc cscribcn lm i^rrninos de la sueesiftn. Observe que l.i n im tiene que crupezar 

en L 







El E|FM PI n 2 EncLtcntre una formula paru d t^rmino general h, dc la succsidrt 



3 _5_6_7 

5‘ IS* *25* 625’311 


y supongu que cl paln'm dc los pnmeros Iciminos conlimiii. 
"i ! ":H Sc tube que 


7 



5 



.1 



Observe que 1o* (HBflmtmi ifc cm us fmemnev empieMti ^un 3 y «c incitmcntui unjl 


urudml itl piiHiir al sigtnentc ternnuo M st'^mulu tcrnnno tiene numerador 1, el s^ljhu 

I. ! '■ m .. I ll ' I fl CMIIHI li-1 in.. ... ■ - I’- 

flcnomiiiLidores sun las polriuuis ilr \ ilr riitnlo que h„ HCitC P >r dcni’niuwdor 
sigflo fk Ills Itrmuu)'. cs nhtmidiuntnle poulivu y ncgnliw, por lo que cs nccttWiu 


414 
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171 CANTULOtl tuCfllOWEi ' St*HS inMniTa* 


nkUH po* la paWfe Ifc » f n ri CKTPplM Hh) d fa«nr t - 1 f *>mJ*a que rmp*/, 
«« tdminii (Kgdhti Com* aqui«*~a inkiar «w un tlmam (***««,« u.j 

1 ~ tr o hwn- (-If 1 f *' ,r |r ' t « rtn - 


EfEHPLO t Rn cstt cjuo liny djunw *um*Im«i quc no ncncn una ctuatiiSn qw Ins dtofl. 
mi gn forma simple, 

in) La sucesitin {p«\. dcmde j>« o \a pitWnuioii mundml cl amide cnemdel ui’iu rr 
chi Si ti n es cl dfeito cn d n^inm Injur decimal del numcro dcspuc* (*>„} ts MtiJi %iw.c- 
muv bidn deflnidn uujm pri.mennL term inn* 

(7. l + Bita 1. 1,2, ft. 4, 5.. -t 

<l; i Ijiv oqndkiaKi liguic. nte* tkEincn cn Misu fcmrava b suetsk*! dc libonacci r 


/p “ I A" I /.-/-- + /-3 its] 


Coda uikj ck krc icfinarK* cs la hjvtu ik In* das anlenores Los pnmaw ifrminrft vitn 

(I-I-IX *. M 3 . 21 .,..} 

Esla succivion surgiti cuando cl miLLunidtica i odium p del sigln xill. a quicr vc uomvc tn 
limp Fibonacci, rcsolvin un problcmu quc sc rduunnabacon la erf a dc c/iincjo* 
ejervido 71). 


& 

f mu i 


ij( 


i 

i 



Uuu .HULc^inn como Ici del cjcmplo HjiL u, t tf/Ui + 1), se puede rcprcscmur dihj|.wnl> - 
sus icrminos en unn red a luiineriea cornu cn Li figtiftt i. o tmznndo la ufajlva comn cn 
Ij fi^ura 2. Observe que, clwi» unn Hicotfn e> nn.t fimekta cuyci domimo e?, el conjurmi dr 
Ins enCems pcttixivrc, *u grdlfca coiujii dc punUh aiidodra am Cnwdcnadu 


< I-«i) (2* fib) (Xtfit **- In. d.k 



— I 


tk acnefdo coo Ij fp^um I o Ej 2. ponecc que li>> i^nnim^ dc In vuiecuen 
*j. “ n/{n + 11 sc jpro&miun a I ^LMndo n k incrcnicfila. En cfccto, la diferenv^ 


I 


ii ^ I 

0+1 n + } 




1 1 11 * * t 


se puede hneer tan pcqueil:i conw s t - quiera al incremern.ir a a. Rc indicn lo jintftim 
eseribjendo 


FrGUItA 3 


Ifni 

- ■ »i + I 


item? 

<h»UKC! 
IWi a. = 

fl "" 


p Campon 


Hu KCncrnI la niiljimnn 


Mm ip . L 

* 


TSSSS^ S5T * 'VT- w - *|H.an .i. «Md„ . « iiKiKtncn' 

mnv S H " V * T . .. . ^ 

L v,n ST dcr,,Mll,m * .. . dr ltn ‘* 'uiRii'm m d tnfin.in daily en lu w 














* , * a »a s- 




cfi. 





f mBT - to 


RMMl 

(irifwikbi 
kfc* HMNUftTS 
frm a. = t 
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tri 


HI Df fihici^n LJtu MK«i6q K) lieoe cl lunfe t py [ Qque w 

i <> hien u T — euando rr — • * 

Hu,craai h " cer *" 

uuc CK convcrm-ni* i pui te 1 . ’ “ d,ce U suMsifin converge fo 

vtr R u»ti-i ' bcomrllno * <■'« t“« >=* suowl* diverge <o « .11- 


En ] j figure 3 sc i I'Kim In definicirfii | mostrando ].I> nr.iluj. j c Ins . 111 .. 
i*nen conui Umic u L 


^iiJiCMisiics tjut: 




t^Tin version inis cXaetA tic Li definition I cvcomo se indica j rontiDUttci4n. 


■ CtfUEHi u jt.i dphnicifln can la 
Je$mtrin2E F 


La dc^ink'iiifi - Mf ilutini iiiedunk' ti ligura -I. cn la cual kw at. *».. <; < 

Icmli/an en h MU nnmfrka, No impirta que inn pequerio <* cscojja al mtenalu ti - #=. 
/, + fiL e\>Mc nfia N liil qiit lodos lov lerminn* de la suceiidn dcMJe a% en jJelaoie 
debci estBf end inlcfVnlo. 


[T| DEFtMKlOK Una suecsitin (a*} tiene por limitc a L y « ewnh: 

31m — t o bifin u„ —+ L cuaiulo tt - * * 

p -■ * 

si para Unit' r > 0 luiy urt enleru coanpondienle =V tal qiif 

li n>N emonces |<r 4 -i]<t 


<J, d N 1 i; tfa ff.v-J . ffu ^a- d ) 

--,---*- * -* { * ’ - ) ■ -‘ * -*-* 

FIGURA 4 0 t.-tt-L + e 

Otra 1 1 list r»i cii iii dir In ildliiiid&n 2 fs la llgura 5. Los pantos sohre Li jjriiticiule 
cLbenesiarcnlw Ififlreelas bofi/umules y = L + eyy m L - iidn >N. Esta imusen de- 
he ■ier valiila, no iolporfd qne inn pCt|lh;iV3 se hiiya eKLi^iik' r, pew mfu\a \m * riid> 
peqtieno ittjuira* non N m:W grande 























































' t,.d 


ok' s 

http'/TiTbrei 
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*1» C APlTULO 1 1 5uCE5IONtt T IfAUS INKHITA5 



Ucompamclfrt Jc la ck/tnicidfl 2 y in definition 26-7 *AAa que la dnka difcftrmn Cr 
nt llm. .. Hi. /. y Ifm. -. /lx} - /.«q«c sc rfi*tuicr< que n sea entew En c»Ua <£rm, 
no* esifl cl sinmenie reoiema. cl cual sc ilusirn cn In ligura 6. 


M GUJM 6 



I'll [Mriiuil.ir, pucslo 4 lit ya. sc sabc i|«c Ifm. .. I l/.i'j = 0, tmando r - IJ newer. 

2.6.5), w tn?ne 


a 


i 


lim — ■ 0 ij t > p 

*—■ ip 


Si n* vc incTcmcnla a medith quc aumcjilu n H m: usa la nomctfn lira, - a. 1 1^ < 
guienle ricliniciOft f vsHla cs par&ridu a hi dcfinicidn 2.6,9, 


Si lim.. a. - X, (kspues b wcudn {n.) cs diicrgenie pero de tm* m.ineu c sf*,n 
Sc dice que (nj diverge a *, 

La^ lc>c^ de lui fiTnitejs qae sc esliidinn cn la 2.2 tambien sc cumplcn pafj Jo* 

Ifmiics dc ^cuane* v sus dera^iracionf. um ^ ns Dares 


1 . hr L0£ it IMIFI . WirAlAS SLtfBmNES 


Hm1 - i 


^ ^ ^ ^ sori sucesioncs con^crgcnlc* y n ^ unuciinrtanic. cn tal v.mo 
lira | fl * + b m ) i |fm + |fm ^ 

* — ^ qi-av 

jf® ^ I = lirti a m — J Liu ^ 

-m-m.m 

Ifm tit m = t - Ifm 

*■'“* *—m 

Ifm lrt.fr. 1 = Ifnifl. * Ifm ft. 

#“ ,fc ■ -a, 

«, ffm 

lim ~~ = — si Ifm h ' it 

h '■ fr. Ifm A. - " ,H " 

hi — 

« f* fiyrt. -ii 


reoffiw 

WAV& 


FIGUBA 

U «KC 
cmre la 


fl] DEFINITION 3 * si^nifiuji quc para lodo numero positivn .Vf huy \m “ Estg 

entflro ^ lul que wfim 

ef4fflftK 

ff,, > ilf Mcraprc que n > 




moum I 


* 5 
































atSUMAlri LAIWHESJ&H 

r.iiiw LAS suasows 


I. 


h. m 


i + . 


Mm.* 


Fl&un A 7 

La sucrsuWi IM st comprint 
emit !n% vUttsiDDB frfe} y jr.j 
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SECCION f I . I VJCtllON(5 tTf 

* puede adapuu a hs succvkm* eomo tigoc r v*a- 


Sm, « A, « f, ^ |(m fl> _ |(m c __ ^ 


tn comccucndn Efm ft, - £. 




Cjtrcicio fejercicin 73) 


[*: ItOKEM* Si 110,10.1-0. cn ntc 


COM} lim a . •* 0. 


tJtMFlO ^ Octumtiiu’ Jfrn — F -— 

- ■ ii + 3 


mcrillr ** * ™ mU *" h *“'*> 2.0: * divide anio cl 

y<v " ,rc h p, ' , ' nc * ™* *"* * -1 *T>« *fc- i- ic- 


■ Hid <rtnnieifla que la conjerma que 
=* hrn Itisrs ,1 (urtir dfr las hguras I y J 
wtfonacta 


lim- 

* u + | 


in — 


1 


Jim I 


i + I 

FI 


Jim I + ifm — 
,_i * ■-** n 


i + ft 


= I 


Hfi cmc caso se aplica hi ecuaeidn 4 con r = E. 


EJlfcHQ 5 CaJcule Ifm —. 

■-» #i 

'■ Otwh e que tan(i) el numcraddr como el de no mi nador tienden ii mtinuo euando 
11 “■ No « puedc aplicar di reclame me la regia de ]'Hospital porque no sc aplicaa 

s licl' smres, sino a funcMincs tic miii s.iriuble real. No obstante, sc pucJc inpltcar k icgJa 
clc l 1 Hospital a la fiincitin rcJackHitufa J%r) = (In x)/x y ohtener 



ii m ^f 

I-'* | 


0 


por to riniiv, de acuerdo enn d Icurcrna 3 



lieu 


In h 

it 


0 


l JI.MPL t> r. Determine si hi siiccMdu f L l - 11" es eon verge tile l^ divergence. 

OiUl.uii Si escribe los idrmhlEH tie lit Mictrsit'm nldene 

f-l, U 1. 1,-U-L \ 

Iji grrifkn tic cm nuccskStl sc muesli,i cn In ligurj 8. CtulU’ lo% ttfnnmw* oseilan entre 
I y I en fi<mui mbniii» r rr. %c apmtirna a ntitpin numem Pur ii> Hnfe -- l — I* 
rni r*h(e; cs decir, la UKthiltn fl H'ics do ergcitte 
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CAHTULO |I SUCfMQN€& T J(mti iWflNlTM 



m U girth* * l« HWdfidi* B|«npto 7 to 
minislFfi ftn l» hgnm f l > jspffpM m W«n 


(“If 

11 E M pL0 J Fvabur Jim —-— m <J* quc csiMe. 


ItlLUUClH 


3 in i 


i ir 


- Km - - 0 

" ■* a 


Pot fsi tanhi. de iicucrdo con el ttorcnifl ft. 


Hm^-0 

« ■ * * #| 


-!■ * 

tl&llfiA 9 


1:1 MjcLticnte feorcma dice que ul jplicaf una funcidn o*itmua «i \o% de 

msixmein Hinwrjjcnte. d result*^ lanitncn convergence, La pruehu m? deja corno ejer- 
dcio 7ft, 


1 7 TtOHiMA Si tins u„ L y J;i lurkirin fes cortlinua en L. cnlum:c* 

m —«» 

lim f<a,\ - /ID 


EJEHflO k |%nc Lie nla" lim sen l tt/wL 

■ •>iH Como 1 h fane ion sent) cs continue en Q, d Icorema 7 hate poublc 
cstribir 

Jin; *en(ir/ii} - seif Ifm [t/m>J = sen 0 - 0 


• IMH Ac <‘U ofsucQQ*S 

%** *■ *9«bi**M ffflUpuuomate 

: Tl»ner r«v^n *s(K .i« que pem^ien 

:-£■ uxmtw*: * ACKiiMfei tactmfe Sin 

-j u frj,-cu de E*i cdci/^sa para 
fair ft puifljn dfaip mtfeiH 
uund« kubcioiwi iwiim^tiiDas For ejemplp 
i* lutniOn del tinmpto 9 If pwd* Abgjsf 
inruHMpWKto 1.11 Mutcim* pji«sm^|nciS 

* - t y - r?/)' 

v d*t^jndfi In fll nvth p m raw from imeitftto 

r - l. si jj(Kii r-ttrno qua* a 1 

Ei rnrtafr w iMfDi m It ftp/a 10 


* 

EI&UIJI 19 


in 


L'J EJfuPLO 5 An is I ice la convergentn dc fa sucesion = nl ftf a dondc 

nl « l ■ 2 * 3 * ” ■ - if , 

Tanunit numerader como el dcmini.riaJor lienden at infinite tuarulo n —. i, ^ 
en csic ea«» no hay frock* cwrts|XHhlKi3* pam vsji la rtgte dc l‘ Hospiial it! no cm j defi- 

n.da no« an cniemi Se e^nhen airmen Je los leiminos par.i scr quC past 

csifi aundn ip vc incrcmsnm: 


a i 


«2 


ill 

2 « i 


JlT 


I * 2 -_3 

3 - 3 ■ .1 


IB 




i * 2'} 


it 


n ' i rfl'"* ^ n 


Al tMWter. p»» exUt ctpretron^ y la p*ka de b tijjura 10. |n» tfnninos son detretKmcs > 

^ii/J sc apfut.men a 0 Para ttnfmtlvln, otwne t ,ue teeun | a eeust.dn S 


,,-l ■■■-.£) 

rtf \ Jf 1 FI f ’ - - - ip / 


.. ..—■ 


0 < (i, < - 


Sabe i|U* I fn . 0 cuardo n . T u, t 

In OMnpreaklt) " ult,Ul ,f * * 0 n 


1 pordlnwaiidc 
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5ECCt6N I I I #»( 

L ^ C ’ r L ° Nl *f^ n **|^ v »lo«* de r cs comncrfEnte b suce&jjAn 
ci(Sn 15 1-1 2 6 Tf las F°™ iai ft*ncionc» ttponoiciiln Oc b *c- 

‘"“'O »plre« Cl Icnrcnu ' ’ 


Es (thvio qu? 


Si - 1 c r < (), 


Itar-.f" * l,> ' 

" " (o si () < r < 


lim I" - I y Ifm o- = 0 

* ** *-*- 


pitf III tank) 0 I r ( < l H de modo que 


ti'ni |/"j = Iim I rj" = 0 

#-*■ q-t-H 1 1 

y. {krbid<i □ cso, liru. .. r m fj ( fc aoterdo con el teoiema fc. Si r * - |, ifcspue-i {r'} di¬ 
verge coitkicn dfjcitiplti ft. Jin h tigurii 11 se iiustran ki> erifk"o> J c timm vil<>res de r 
(El cax> do r = - 1 * muctr. en I* hjnirn 3 .) 


«. i 


FIGUftA II 

Ut succsudn #_ = r 


o 


r«\ 


* ■ > 


(] < r < | 




-1 <r<0 

-F— 


Los n: mi had'is del ejcmpUt Itl *e re*umen pan uso futum omho Mfue, 


£ La sucesitin j>') es convergent* si — I < r ^ 1 y divergence para Indus Li*' 

olios mktnts. ik f. 

0 Sc — 1 < r < | 

11m r* = * 

1 si r = t 

m"■** 


jUj} DEFiNicitiN JJnn uttesittn {«*[ se llama erveientir si u.. ■ ft- [>«m Unlit n > l, 
es decir> ffi < tit K tty < * * ♦. Se deiHiiTiinu dtcn;cicnle si a* "> o*+l P 1 * 1 ® ^ 
n ■- I. Red be cl mmihre de momiiomi si qs crectenlc a dccieciente 


■mm iwiMtMiir 


: JFMPI 0 1 I u MiLcsmn 



es decfedenie porviuc 


3 3 

n + 3 Jrt + I) + 5 


y f*ir In tuiinm,, 1 « r , i pain Unli n • I 


3 

n + 6 
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••1 C*P«TUtO L 1 ?IA«J iWfINtTAS 

_ n 

tJE HfL0 il Deoiuo"* ^ b aetata** '“„»+! 
WMtfl r E> I****™’ dcrtu^irar qi* a.., < *» * ** 


cs tlcci^cTcnlc 


4 ( 


iM 


(n + I)' +1 " 3 4 1 

cquivalc * l» obt«wk (** muthplicacidn cki/mI* 


M + E 


fl 


(it + I)? + I n' m + I 


<=>(«+ l)f« 3 + 1) < n[ [ « + D 1 + '1 

e=> n> + n 1 + (i + t < w‘ + in 1 + 2 h 
1 < it 1 + it 


** s ,o q(ie « * 1, Jru sate quo I. dafe»M»d « + *» I « vc«J»fc™. K* >- '™io 
a..\ < o. y (jmibidn fn-1 cs itecrccienrc. 

x 

hCLU'IJH I C’l'Hlsidcfc la TuilCiOl) / Mt - ' : A ^ 


/’Ul 


x 3 + I - 2.IT 1 

fjT* + l) ! 


1 - x ; 

U ! + ir 


< 0 


cuando r > I 


En esios lirminoiv. /w deerecicnlc tn 11 . y por cwj /In) > /(» + 13. f’nr !o lanlo 
{tf H } es deerccienlc. 


|TT| OEFIHKEOH Una wcskin f a*\ esl& acutatia. por arrltlft SI hay un numCfO 
M tal que 

a* 4 M para todfl ir > l 

Sc dice i]uc csiti a^ohithi por uhajo m hay ml nurficra m lai quc 
m ^ para soda * I 

Si csla sniHada par amha y pur abaju. Crt la! caso {if*} es. ana suction ncotadl 



Par ejetisplo. In ^ucesmn a m n c^ui icoiadii por ahajo Iff., ■ Ob |wra no par onibft. t-.i 
suasion ti m = ft/bJ + I) c*li ocituuJa parque 0 n. I paru. radii n 

Yu sabe qut fvt> n*ki Mitotan acoiuda t>. convcrgcntc |por cjcmpLo. la sucesiiiti 
A.. i IT LLimpIc can ! =s ; a. ~ I, pcra lh divcrycnte del ejenipla ftl s na iinla mi<jc 
si<Vn mondtcina nmvcrpcnie u*. = n ■ Pem una ?ajcc%ifki lanlo acotada . <vri B ' 
TTinn^ianir, tTi cahM-uucncia licnc que conveijicine. I lu'clia ne •.iL-inik^ira on hi lorrtiu 
(h'l LMircmu 12, |»em iiMniiivainviiEe ^ enticTUk" por l|uc- its iitrio moihLu la n^ura 12 Si 
!'M c^occienle y a... - 1/ pan loda ft. dt^pud^ Ins irmrnim cMin faruili^ a aglomcnirtf 
v ii jipnmnnELrse n nti mlnii'fu f 

i a denimirLii. il hi did irorrmn 12 ^ apm.i cn cl i!e rartipletfllld para cl con 

jiinio k Ji- Ins mimiTns miles, dice ipic m S l-h an coryunm nn vai'm ik nmnen>s rentes 
tpir Ipcfm unit cnfji superior M i l - \! para tihln ; cn Vi, lw^5 hcnc uvui e<i( 4 * superior 

milJfllk h il- Im ..it: Jiv ir ipi. he- iin.i iulh.i -.upturn pyrH -V, pen* m cs euulc|iiiCT Dim 

' iaa sup' Hill, |HJF by nnipi h - M] HI .KIIHIIJI tic < i mu | del mu I t\prc-a cl liL-tlm Jc tjue no 
buy bredu) I* djcuftiDcri la rci'lrt itc Im miincrav reiki. 






























M x ^jr, ih con ftMUMMI 

***** ,b#n pv,«-i 77 domta » 

■Sn pfim[*Kta mduKKiinwHiiriJiiirii' 
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SECCldN I P.I SUCfSIOME) 


1*1 


^ ie QHEM* BE U lUCtilQN HQHOIONi * -i_ _ 

Ctuno^ WWIOTOW* lud, mUii y 


« 


c«St- “ Un ° ma " 6n *■* P* M«i «wdi el 

PJlf-4 \ EpucMti our I ,. U _ .. ’ *' tr r - "** ea un * V'*I superior 

quc fi ,a superior fW In tifitL], 


E’cro |ji >u«h LJti 
!ii ip - iV 


cs 


f, f i* ** *1 fimj iJti cnlcm N 

s ercwcni #dc modo 4 Uc rt, > *td* « > W. En tsk* icfmino^ 


He ^ f. ” F 

dc (al mancra n<L-« t < E 

pucMisqm; a, i-: L, Asfquc. 


I i - u, |j < K cilttMjn a > N 

asi Hm.., a,= t, 

L'na ilL'mostraqi^n Mini I nr tupliamdn lu coin inferior mis fjrajidci funcicsnu si U i C \ 
deeredaiic. 

L.i dcmwiracwfl del icnrcma 12 dcmuc^ia qt*e mu ^uvevion qur cs arcuenu y 
acotuda (hit anibaes coftvergeme, (Ifc igual m?ncra. una succsidn decree icnlc qur cv 
la amr&la pur abajtt c>. convcrgeriit- i EMe hcclkj sc apticn muclUS Vece.v a] rrub^jarcon 
series nilirtikK. 


EiEMPio i 3 Env^ii^uc U tuecsiofl {«,) rklirvuh por 1 j rclattin dc recurmici,t 

**i ™ 2 n„i-t ™ ;(d« + A) pumi n ■ LI 3. T1t 

101VC iftm 1 Para, empezar *e oi leu Ian I os prime ros icrminos: 


1 

€ 

it: = j (2 + 61 = 4 

di + 61 

tU = |(5 + 61 - 5 ft 

a, - 5,75 

Clr. - 5 .S 75 

dr - 5.9375 

an - 5 96875 

Ih - 5.984375 


Em«* 1 cmunn> inkialrs hjLvn pensur qua l.i cs citcicrtc j que li^ Itnuiww « 

aprn\innni a 6, Par:i iHnifimui i|uc ?n MuC'-ii^n tfs mvirHlf, aplique la induce Kb maie- 
mfricu pcirn ilcmunar que ri H i 1 > rt# par-i hula it s- ]. I ■.sloes villido pun n I 
dj ‘I ■ di. Si siipniic q Lie >c am ip If ptmi rr - k, tlespim ikne 

tfi *1 ^ *ii 


de mrsiJn 1 ftif 


rip, | + ft - tU + fi 


y 


■ 4 cj 1 1 * 61 1 hii 4 61 


rOit. 


rip 1 1 iii - 1 



























!i! f f UJCllKMWi T UBI11 IPJliNiTAi 


y* * *Jujo if* A. , > O. « 'ilKia (*« » “ * + » to t®*"-**' " fu ** 
(UTJ lodi fl pftf induceWfi 

LwflO < OMUpdbrt <|ut (m.) «M* quf 4 < h para U*t. r. < PIm, 

i| Mr j ft ggccsjrifi in vmicnle, >■* vibe qwe tjcrtr uni cot» inferior ti. -* u. 2 pan sud* 
a j <ijhe que a, < fi. ik 8Mfo i|UC Ij ivCWTOUfjn c% Villdi pan n I Sup<U)gfl £|U? *c 
cumplr pWLTJL ft Fll liil t‘4fc?ii i 

m <6 


tit* CSnEEf rtKriJLl Cl* + 6 ^ 12 

[fn. + ft) < jif 121 - fi 

Par tw. Hi n < 6 

Umo ikmms m ^ue. ^egtiri I j tmtocidn maicmanuj. u, < 6 para ioda n 

Cumo la huccMrin {^1 cs crccicnlc > itcrtada. d lenrcma 12 earnnH/j t^ue tsen? 
limits. El ic^rcmu rvo due m.il c> el valor del limiie. ftfu ahom i|iic >aSc que L 
lim™ rt, e*isie, puede apliciir la reiaridn ik rcewreodJt para c^cnbir 

h'm « B ,i *=- lim Ua m + 6} ■ Jj IN + 6j — ■* 6| 

> lh -1 dpn»ni1r*«.%i:!.. rilr limltii hi pdu ComD a m — /„ SE inlVCTC qLJC iJ^ . , * /,. Iambi if fl ICUiindtf PI — IP + | ■ ■+ X, (jq,. 

Bn-fl * ,w * M biiaKDces^modo 

*, - ifi + 61 

AI resnker etia ccuucNi. detenu i mi que L - 6, m l ccuno haht'a 
pnettidio, 


If. **, 

3b ow 


«, o- 


IS. ii. 


SF. ^ 
»-{ 

,| 

li. », 


17. u , 

3k ci. 


*h a 


I II.I EJEUCICIOS 


l. ill , n uiu u^-fthUi' 

Ih) t Qot '.fRinviJcvn^w lint. ..a.^8? 
tfl uptki Jcctj qw lim. .,(!.-*■* 

J- U. ,l>r r. will .Wnr.irT ..«WJfMlc^ RnponriOnc del 

cjempN 

ihJ a Out ei Eirta HKciidfi divnifuii?7 Dt dfrs 
j- 1 I'rc-pifvjiKiM’ Iif% priphimn tiriLii rtfmincn «k la MJCtwifa, 


3- A. 


S. tt. 


i hi. ir 
vi -ir 

ii 1 


I. N. 


+ | 
3 fJ ] 


*■ i 2 r ** J * r • 1 - ■ <2 fj|J 


»- (2, 7. IJ T 13., J 


■M-LL-U. I 

li|iU.Ut , 


IS. Ilapji) Him 11Mil jf |His stfjH, pnjftrrrts ttnnpnns ile 1* iUDHtfn dt 

linida pci 

Jl 

fifl “• — 

2tr - | 


(■.hirrarque |» nuL'Chidn lu-'n^ m irmitc? :lm« yilldo 


/i j?i - }. .. - 2jf* I 1 A, ri a - 4 p tfpT| — . 

Of * I 

l-H Eh Ufnfir uhm f'fmiila pt kunifwi 0| dr | a 

supHmrprMJ., .j.w ij- iiMfilrP^j ^1 lip !,h, ^rrmtrsi^ 

tffltinrH 


Ik I fiipr.i HIM Irna dt li^v nueve pnmcpiH ifirqirvu^ ^ \j ^iKC 4 iiSa 
* <mtn ff 1 'I ■ Pwetc i|u^ luc^idn Eienv Un lipnilc 1 Si c* 

ii%i. Iiiilldui, ii act tn aii.e^lique pi* qut 

lf | 4 \ l *!! milri * M lli wei-kvn eamfge o litierfc Si tomrqp; 
i alt^ilr fl limit 


O jC 


4k *,, 


^ *Ni| 

laifmt 

ikdUi-. 

rn L i 

HI. «. 

4* .j. 

Ji. 




fi“ 

+ I 


i. i- • • . i 


* I| 


'F* w- - ! «ii. 


it a. 
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it. -i. 


3 +■ 

jr + n : 


|l|| 




JU. 


Hi — 

n f- |! 


II. -L - •*' 

I—II*'ft 

“•'•"‘T+T 

17. (L - pMfl 21 

h>- IP ) 

1 H2ii +■ l)!| 

*(^} 

a. |n r f ■] 


? 3 > «. - 


}*“! 


M. «. - . /jLL 

V 9n + 


24 . _ 

»’ + 2 n : t | 
2 * rt, - ciK^/ nJ 

30. [vcuq 2»| 

32. (Jlii.) 

I IJ) 2;j I 

Mi (fl- cos ftfl-J 


3i. J. - 


(Ul'Jt 

V 


17. it - n von tfn\ 

* *-(*■♦ t) 


36 

*1- " 

W« + l i - In it 

Ji. 

- 

\ *■ 

1 n 


wr 2» 

10. 

fU ■ 

1 + 

42. 

dm ™ 

[In rtj i 


«. in.i.fto.i.o.no. i...,t « im,:. i. 

<-Jr 




44. oi. - 


® Con li ajmde de una friHka dc la succsidn, etrublrzcu ni *s- 
u ei crih\rrj!cnic h divergence. Si hi sucesirin es ccirtvvrgeniv. 

^ Ilffa vilw del Ifmiie a patiir th! In gr/tlk'a.) |uc|£u dcmucKire ku 
Eimjctura rV{|*t una advene rieia hollre Ili> ill- micckmuics 

?f| Ij rn Ha a) murpcn dc ki pj^tnn 4Jifln. 


4*- ii. v III sent itv\ n \ 


47. 

J}, - 

1 * i-2/^r 


46. a. 

40. 

a, - 

fT* In 1 


», 0 . 

SI. 

- 

*f n 





1 + if' 



S3. 

41 a •« 

1 1 3*5 * -■■ 

■ f 2rt 

it 



nf 



S3. 

U m - 

1 i 3 * $ * -,, 

* (7a - 



m m Exiu, h “*■ ^ «• --« 

<hl M .K UIF® si el primer Icf.punu o * k - ft 

W. S| if msirnen lOllOiJriliirts j fc'J .Lr __ ± 

de ^ ,ienc *“ ia]tsr 

X fvie rnu„e k* pnmefDji cim* to™ w * |* kJ 

t J Mitesqnn e* Cmscigenire „ ■Jnergefcic 7 EipfiqiK 
* Itatemiioe in* prim™ 40 * U wife Mfe p,* 


tlii ( .. |: fl - si 4 t nun min 

I J^Ji +■ I sj a, c * u ii rid* 


■ liUdlhm pjr 

i ridincm impar 

ytn - II. Iii^.1 tomismopaniiii - 25 r,*ijeiuirciiE. ™ t , 
t» III Eipr* (Jc sucesion. 

S7. i.Pttnt (jiV Valuncs Je cun\cr£cnle b sucmVav [pjr^J? 

,a| Sl M « rtmwcJTgenle, dcmuevifr ^uc 

lim a..i — lim j, 

t h| (>iiii siictfskin liii.J se define G(?n u. | y 

l/il + pj.) piini n T E Si Mtpfnc i|uc |sf^] c\ c(jn- 

' iTL-'-’lH c. CilLu k- cl limri te. 


Snponjij 1|13 L- kjK; que {n.\ c\ unj sucecirtn UATrLkUe y 4 um^ 
iliis KMK UtrminiK CKlin Citlnc Ins nuiaetm 5 y *. E^pliquc p<tt 
{ * 'U«>i4p mne m limiLe H .Que [tutJe Jeon cun rr^peac 
a I vjIhi iJd limiEc 1 


to-** OricimiiK ci la slicevbun es CTtdnMe. de c te cirtne . o Ih< C\ 
mriKiintiMu (i Es[j jci^tada la sooeMbti? 


40, u. - [-2jP +t 

SOu. 1 


Zn + X 

43. rr. “ rfl -1!" 

tt 

W- (J + “ 

H + I 


63. n. - 


2 » - J 


}n + 4 
H. jJ. Hr ’ 

4*. - fl * — 

it 


47. IK'iftmiie el lirrnre de la swtsi^fl 


■.: ^l v 3y 2 ,: 


60i Una sm.erii'in [rf.f estii datlapnriii “ vft loH — ^ l + a.. 
tat Medianlv iildih'ctfu u mra ni#iudu. ik-mneslTC ipw i< J «l cS 
crceicntc y i|ue >u cola MiprriiN f' ' 'pliqwc el letircitiii 
■ie sin r %i< .it iiv iih >h in,i Jiaia dtrtliisirai qnC ^ esiMc 
lim. rt. 

Um tJeiremirw I.. 



































** - 
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*t4 ajj| CAflTULO M ^UCtSlONHT SIBIiS PNUNIfAA 

4t. IVnwMir que Jj iMony (hk 

«p - I □**( « 3 


(ir 


f* ETKivnCt y l|ik‘ pjl 1 pitTJ loda " l*du/La que [nj ft 
rti eqp eirte > tiricrmti* m Wmrte 

FH KVimihtiir que t* Jelimiii 


- 2 


£T« ■ P ' 


mwiplr cw D kL * 2 * «decree leiUr IfcMlu/ca 4^ In * WCr 

**hn ftKWpnte y ewucmr cl liftulc 

th ij) F.lxif^ 4 iplnntfficlnit*ltniii'..^uicnif Srapon^a *|UC kn 

ciqwju* vivt-N (mhi In vida. qucCIlb aiK^ ttidti* l3A Ji-ircja^ 

Em id in J5UCVI1 pur ilr P 0 H<jilih t likv imlft empicnui il wr 
pnirctm™ il In *ilwl tie iJkp> mftft Si empbrai cun uhs fm 
rt|i tic - ECt-M'n ttKidi^r ^L-'LLinlJ^ pare)** Je Wjn imtfi cn 
dnw mev* DrtfvtKJtTC que b nrqWftH es/- ikmle {/,| 
n la wCo«Vl ilc lilKnuni que ic tkfilK 01 d fjfmpli t Mwl 
ilkI Sea a a -/.m/a ) demufttre que if, * - I + \/tf. “ -S-u- 
punieJidu L|iie ]p/.! eh converge INC, ilelcrmincel Ifmilc 

71 . ui Sea if, - fj 1 , til -/fa).#;. -/(flj) ’• /I/toll* - ■ ■ + 
dMik/ctin fuftcidn mlunao- Si 
iimr r .*d« * I,. rieiRWflie qlK /il l " I- 
iht llithtrc el nciMk (il haniendo / III cm .r, o — I. y ialeii- 

l .1 mJ4 • d valur 4c i- eon cincDdfra* deeiroiilft 

Bn. 1.11 Mcdtante utia grifti'a. dedust el vdnr del limin- 


1 hi Cnn un.i gnifiCa ik I.l suctslAn del inciBG (a) -uuIl-iiIc lo* 

'M fores uishh pequefluti ilc iV que tuire'qmiidcn ,1 r II | y 
e - 0,0(11 en l-i <krlniditVri 2 - 

74, Apl^ue Jitcetarmriite b delinkum 2 pin demmtraf que 

lim. r* * 0 cusndu \r\ c |. 

71 Ormue vmr el letirensa h. 

j.Vii k'snrmwi ■ Afhliqne Li Uerinici^ri 3 H el leureniii dc I41 wm- 

pfMJdn] 

71 UetnuMft el tcncmd 7 

TT* rhctmc^lre que 1,1 lirri, . « II y fft,) es .utHaJn, Cfliurtcci 

Um, ._ rjrJvl - 0 


-(' 4 )' 


fir S»U. 

DcniQCPft (|ur ,j 1} d < V cn IjI l jm 

< (» * ()/>“ 


h ,, 


I*t tMujc* <|UC + IJn - nt>\ - 

| * i/Ij, ■ IJ- y A> - I . I/ft true* ilKito 
»A) [W, dm intM i|ur f# t | clAlMf 
'Jr ( if a r- IJ f, ( , t/f2v|cn d intHAbft pm dntuMrii 

■r*c#> ^ a 


fe> MfJprtii* k" <=J J Jfmuftrrc ^«,<4 p Ut 

IIMtft il 

if} el ItttrfCiiu 12 [WJ. ticmfrtW que exilic 

Jl |]5 .. 1.1 + (El Iffldte C* r Vci U«UfcS6f| J,6 Pi| 

N a Seiiti II Y fo numenft (hvutivcH Csm ep h S <4 n la media nrir 

pdtks y h In irtftiiJi k-orfn-Hnci 

® ^ pl _ y-T 

Li, — — #?i ™ Vnft 


Heated pT?M.id^? lie mtnii.hque.en jEcnerak 

d* + k r 

4T«pi - ■" , ■ B| , “ '■ " yfl.Pp 

tin Mctlbnle hi imiub'eicin paitmiik-u dniiucvut que 

tf. r if- - I L ■ ’ ^ 

ftih Dcdu/Ci qur lanEn (ti.) Cumii v>n tHPiiv^cflCc^ 

(t Hx-muc-htre que Inn., pi b lim . h, (jjtuvs Um 6 at vp 

Icircdimin dc Ifimlc^ met I in jHlrn^llca j-rorm-lrifi 

de |m numertM. u y b 

M. i.ip Deinue^ir que ^1 lim. . ii : , — L ^ Jim f £ .« 

|iij coBVCTB«He \ lhn>. , ■* £ 

(hi Si -Pi - 1 y 

n«.i — 1 + 


I + n. 


i jkhitc fc'rp |Kimcrki' «Kht1 rermin^n de li iueesHin j I j r 

fki use el irwiui 14 i para deitR>striir que Hrru u, - ^ - 
Ibio ib el dtMirrtkllik rn fmaiiiu eontioua 

- i + 


2 - 


2 + *** 

1:1 [jnijPhi de un.i pohliKidn de pcccs malicmda esb nudel.-: 
mcdiiiilEc hi lonmilj 


P*» h 1 




7 1 - 


diHulfl p. Li |Hjhla£iim de pewes dcN^m's di' pi dflos \ 
u y /' ■-nil cultMnntL-s |Hkht(iv.LN que dc|>ei3ilen dc [&\ 
y ^ii Hwdili Supiltlpd qihC La p^bbeitln en el jiim 0 eh yv 11 
iut [VmyeMiv qih- %i |p.) ft Jftpaft los un*-* » 

lisie^ de e-.le Umttr uw 0 h ft 4 j 

(h| IVmiifsirc que p* ■ Ifr/aVi* 

i^j Mnliantcd im iwi ibl ilemuehlie que ^1 pi JS.cn stpitdi 
lim, . ft, - ih en mi,i> |Mlbihuv, hi luititacirin mueic 
hlj-\lHirn iupon^n qik 'ip - ^1 OmucMie que m p,** h tp. \** 
In iwm (piJ ft ctt\ «ertie y o r- ' ^ ^ 

iihkie^lre que n ^*1 * h - a m en l.d lj^i (/t,] tv 

^ |p. • h 41 que M o ijnn In ifuiErt 

lim* .. fh - /i q 
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*ecoo* i i., urk! 


P*0*ECTO 
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r 1 
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.f^i 

Hslas SLimaH mutinies fiwian una nueva |'-K la eual puedc tener n nn lencr an If- 

nv,te, Si eaisie lfm„ -■ f n = ■« <como nn mimem linituK despu^ tunm Ml cl E^rnph* unit- 
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[5 definition Dilia una serte S; -i <ii + a 2 4- a 3 + - ■ \ denote cun sr* b 
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scfitf AfirwiflKJ tv diverge nte. 


i IlQiim Si M vfnt S *' tr*pvci^:n If. cn ^guidt I mi 0 - » 


'OlHO'illAfKlN Sen ■>- fli * rt] + - - ' + 1:1 1 Id I ■= V i PucvKi que £. rf. 
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sum.it pditulcty In sueeuan {i/J de suv Efrminctv Si X ti, cv ermvcrgcnie. dcsfiu<S cl lirm- 
te Jl- Ll MiL'esnin {u\ e*. s. i.la sums dc In «ric) 5 . tomo evcaidece el icutt-n.i (i, el Jfmkle Jt 
Lu mecslrin es D. 

[§] NC1TA ?’ Kn grricrnl. cl inverse del icorcnu ft no >e com pie. Si \tm w .« a. — 0. rtn 
puede emu; loir que ~ m en cnimrgcnlc Observe que para La serie armftncca 1 L a 
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Liiertli In .iiKrrtcm:i4 dc b rurta Z si Linn . • ti- E>, I 11 ^erie ^ a« podril MT «iVfr|<ritt d 
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fJ-JI Ctilcuk fos vahires de x pjirit Itis tunics In scrie cunverpe 
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SI htNii quo la '-eric armrinica ^ unit seric divcriienie tuvus CtSr- 
mirifh ve iipfi h 1111,1 n j 0. De mutant que 

l"*H) 


J* Si kn^iffln Minta partial Jr una unr j?.et 
i. “ 3 - n 2 \ determ me n m y £^_, tr, 

Vf, (.'ujmkt d di«rn «: jfjilin tiicne^ j ^niitui, kn mv 
hen cl Jinflfl i-wtihiCn. jiittui un ptun 4c el l-*s perMiut qup 
Tcciben aljfiii del dinerr* gasmdo dos vtcry gaslanSn jlyn de di- 
di“ dlncfi\ y ml sweiivajurnic. Los ctommisiu Unman « «■ 
lit RBttldn cn cadciu r-fn tn *Hultiplti-iidi*r tinim hlptrt4tko 
puehlo ihUJ*i. «l gotuchM Ihkj] inictl d (Vticno ^ilanlt D 
iWlati Siqwnfi que t 4* prNxui que recitse 4>ncmi 
Jlilr'J y iluirn 100]'! del Jintro Ijh. valLirct c y s %t de&O- 
intnitn fm/fn -tiMtin Mtifgimll ul cati&vn\u y jpngaievUMjfi nm rjr inal 
iti ttkorm >, natural mcnlc, r + i I 

(at Sa s. «| biul tit I<| ;iJjdor|ii njit pncnki Jf'[w de 
n tTdiivjCi UN1C4. Determine mu eimiiki [ura I 
tht Dcmucslre que lim, .. -V “ t/> , JiHliJc k — ]/i. J.iitann- 
dtui l — I It 11 ii wiillifibt tititif t fiiil rs el iiuilnpk .. L, ■ ■ -.i b 
pmpcnikm marginal ji cuauwet JMJ** * 

\t/ta: EJ. fedtr.il 4f listadi". I mil* ftl( (WirisipMi 

para jumiIil.ii cl gasui qllc tnticvtni delicti Lk turn^t utili/an 
el printipin pnra | usl ilii, .ir pitstHIu* ik un grin (XuL-L-nlaje 

ik r l dinerts L|iie rcetben cuirn> depfiMtu 

SL Un j rieifj (vliH.t Ciene la earatleml it a de t|ue eadj kj que tae 
«1 cm)c uru all mm k sobfc ima ^upenk'lr nr.cbdj y dura. tch-Ha 
Jiasia uni .-iHnra xk domic (1 ■■ r < I Siqxri^a que la pelma 
tJicdcsde mm altura imdiil de // metric 
fa 1 Supune.i que la fvliira tonlinua ne^dJinlc de mancra 
nulrlinttla > takule la JiMiikij mil qilc Pttiffr 
I L se el hcchti de quC lit pclmj tac 2 i|r metnx cn 

I segnruii^l 

(hi Cak-ulcd licmpHi lHit-il que la pel- >1 .■ vuja 
lei Supo«iiiJ qwe cada ^cf que b. peltiu gulpca b mpcriVcte 
ton vclncidad r rcKUa Con ^elntidad ~ tf. Jt'ndr 
0 < L ■ ] . j'Cuinlo ticnipo le lonmfa 4 In [Wlora llcfal al 
report! 7 

JI ti CuiJ e» el vahtr de c n 

2 (i + d’" “ W 

■d 


t* >rn Kne con r^i proptcdul 

■• S3k r 4 Apliqtic el CHiniandn dc furv frirc-cjiTifiC'' pinviales en mi skte- 
ffta 1 1 i 1 i'br jjci> crmpllmuiivnii I pura dclcrmtirnr la Mima pjmul, y 
laciti ipliquc enu tipfniUn par j dcicf miliar U M*imi dc la %<fit 
Ompnifbe wrcipurtld uumlii JirectameiiiC el '•i'lenu al^elHaitro 
* In mftu de h sene, 


jj V * 3w * I 
—1 fir 1 + ni 1 


W. i 
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^1 la rt-fmm 1 iimupartial <lf un.i Mile 1 « 1 rr. e* 



bO. Encuentnr d vilpr de i tal que 


^ t* - 10 

«4 

41. T : .n cl cjtrmplo 7 se tkiii*Tsin> que la mtoc armrtiiica c^ diic^cmc 
Aqwf sc resume itirti imJlihlo. h^iendi' lko del luvhm dc qM 
( ' > M I pari cujlqmcr t > U, fVej elejerekio •* 1 76.1 
Si 1 . cs la ri-e-im.i sltlOU paKinl dc Ij M:r»e df' 

mueurc que ^- > n + I. iJ^rqu* oto .mplicn n«c b ■*« ^ 

mt'irvka cs dtvcrpenlc ' 

® 41 . Dibuje In* eurvusy - **«Q* x* I. P® 1 " " S ' *\ 

tidnc unit mtsiTiJ fwitull i Dllti m ine las arfJ' trt lK .is >-ur j 
y mrdianlc jcumclria demw«lnf ci heshn M|iuicntif. 

ikmoMrwio en cl cjcntpk> 6. 


**i «ln + l> 


«♦ > ii-. «■ 
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4f* CA^ITJlO i| fuCEllONCSY SRJBJNFINITA* 

ML l:n b hjur* m- iIm .ltjh dm . lift uJm l y /) de radm I ^ ^ ^ 

%«t cn I' rpi Ufa c*PFrnir Liiiiiiin, C, Cl cl circuit I|UC < 

/»% r < ? r. Cl vifvuhi ifuc i.'% J r, H y r. Cj eid**ralo ^ 

iiK 4 C D > f 'j I -ic |rooff)imkni^ purdc Mtuoaju cn ftwnrn 
iiklclihiLb } pfndtJM Mim uUttMrtn mtonii* Lfc cJnndflt (C-}. 
icinmic uun riptcMi J Mi pnra el di&nctrti dc f- .ft d* «« rondn. 
(inq^ntlunc iHi -i iIctim Kifttfirtfl p-untflnca 



W. t ri Ifunjfyki Iftlinpjld^ Hli dr(iiuib0« = fly 

AC I - b ({J sc Ua/a j^rpvnilii nUr j Aft, DE sc tra/jj cti Cor¬ 
nu pttpendkvil-qp n /T( . U \ft, y cxic fsrsiccJinsurnki emiii- 

n-na cfi fwifru ini.lclihnl.i awm* V! iliiilffi en Ij Ipfura tJcIcrmimc 
U IfttlgiEUit i« N-il ili; mdas Ins perpcndiculares 

|0>| fc | W | + |£F | + |FG| + ■■■ 

cn Hfmiiiios de h y ft 



iLiQaet*}" t|UT CM* nut! m rl rflrulu xiguiemr? 

0' w fl + 0 + 0 f ■ ■ • 

- ri - 11 + (| - |a # 11 ij + - ■ - 

-I i +I -I + I - I + ■ - 

" 1 + t- E + Ii p I - I 1 t'l + i'-| 4- ]] + - - - 

- J + 04 PJ MJ + - » «■ -■ i 

■ f.uirki i hihbJti•« |« , isv r jii,i ^n r r*in bkmimu.ihj InetPitencpa dc 

r>i^, prm|Sfl "V liLhhrip £rcjMkp nl^n tk b nulO 

**■ 5*lp*mr* Ijrp- -■ m-. .r JE*-* p * PlPeviina sene ctniscf 

Ik-muc-aur .pm* iifu Ktic ilhTffnrtr 

17, bcmucnrr b p* Wi| del If- rr plum H 

**' P, ‘ ^“■T , 'n<r . r Ml, demur upc i|Ur 1 iii 4 ri 

dbofaiit 


*f. s, -i.citfuneiVffBWS i ft. (* draffs*, pfcmwErc , 

*c#ic; l-i. " J « dwef^cBte |S^mr*d jpllif* el fwi^ 
ttipcnKi 4 *P t'(«irml 4 A.iOA I 

JG, .Si .. if. > A. v.n. .Jivcr^cfilc^r B JH5cc*jnjmcnlr - j - b ■ 

t)ptcj|fenCcV 

n, Supw^n SIW Mnn -cne 1 rt, CP!li£a dc IjfrttiittO* ^Ptis-^y ^i, 

Skimnh fMFduk-s i„ Oimpkn uiMl Ij dewgtiaJOttd ■ MKMi fhkr., 
iikEji ti I - spli^Lii- pnr ^|ik P i a* debe L .^r eum^^enlc 

7J, E ., si il r -iiill -1c f ihnii.iL.;p sc dcline lti U wtckfl \ i I iimluiiiii- 
Ln lH.H ilt'll inn 


/i * L h “ 1 * /- “ /* i* ? 


n * 5 


tkPPimsirc ^tie £d4» *le 1^ ^tgiuentcs hIihk uden ct 
vlifo 


<a> 


ft «./■-1 ft-1 ft ft ft-1 


(bp s 


“ ft .ft- 


- j 


(C) V -^- - J 

F i ft I ft- I 


\-.\ f 11 di|( j 111 h i dv Canlrtr, nombrjdc? as,i cn brnn'r ill m.iicm.iii 
iilsHiinn C pL"» nr j* fiinlnr i IK45-191 j. sl- cunhlnisc L-csm- ■ - 
ii CHknliimikciOm. Elhipecs.'c con el mrenj|i.M;(rrT3(li4 |(i. u 
v Pflilt i-l (illcn'iikt ahicrfo 1 '. J EsU>dcja lo- iln- m UTV .i I • • 

lo, '\y I ' I y IU£j£i« clinnne el intcnaJni ahicno cnnitiEuihl ■ 
ptaif el UTfdn HieJm lJiZ C ,iiJ.I unu De et[e nimdii. ^ipckE^ri iliatri' 
intcrsaluti y t bc PT^cv« elimmc cl Icfyini medisi de cjJj im.. ,U 
cllfs (kmlittuc csle pfLKCdicnicnlcMie mdellnidj cd 

rninjinlii cn iT jlI.l prj-iip cl lefeio medi- > dc c^iJj inlcfs Jn 
^Otfdu dd (ki^d Jnlmof El coajllHO dc ClUlUW cum^vtc cn k- 
mimcTiis i|iic queJjn Cfi [IX 1 j dcspuc% de que n-d. it ctOI w 
teivjkn x hjsa dmunaJo. 

op DMUCMfc 4JUC Ij km^Dfl iDtd ifc todoi ki4. snlcrt ikn ^im 
slimiiiJii cs I A |K*ar dc d cvinpunEL^ dc CiflliK s-'f 
Here uiu cjiilniad prihmia dc mimems FYc'ptirrkw cjcin 
pM^ii dc al'^unnk iitinKrms del cnnjyfilo dt CtnUH 
<l'l I I Ijiih'U" eIc SU-rpinski ns nn equivalcme eti dhis Atmcn 
hJrl Ch-inniPiLtk dc t ;m!tir Se cnnsriUyL- eliJSfinnniti' «'l 
iTH-L-mi t-cniral de tin ^Uadracjo dc ladn I, } It^n sc elirn 
m '■** ^cpilni lIc s iidn nno Uc krt odin euadradci* cesLiiUi^ 
y ns I ^Liceilviimcitie i E-.(i In li^uria x ilusErikn \v\ prime ms 
ifes |'.is..hs ik hietMiMnii-cidflE. Bcimteslre que l.i miiim d L - 
l,i% Oreat dc Ilk aiwlmdos elimifliidn-. es \ Ksit> 
l|ijl- cl iinrik del Uftptta Je Skc^nnsJ.t c% cen' 






















*tCCl6H l|J t* „u* iA 0| u wTECmi, KimAC,®** M uu vjmi 


H. Ill Ua f«. 1 •* dcline KniiMvimmtr ^ tT mr u 

«■*“* -I. - T«®< . + *- ll |W> „ - J, * jn , |e 9i 
«* «*■** I^pcnmc-nte c ™, v , nm h . 

^ y «. > cun I* *y«l* Of s„ ^m ilu kro *dlvi« eJ timilr 

ilr |U «JtT ! * 100 

rb) Entttentw Ilm. «r. en idnniitD) J L - a, y rtj CM;r jhiciHjM 
tf* . i, rn fUDfirth tie it, f j, y s lm ie | rt ^ r|C 

ft, ( imMitCK li wnr 

“ i« + l >3 

m CjIluIl- lu suin» *,. .f 2l i, y flr ], n 

dowminudoKM 1 Medianle el pitria oDojvture ma fa„ M( , 

|q |-.jr it 4 

Jh. \pLh|ui? Li iackfcVkta moicindtica paca denwsiiw su ctmjcium 
ti ■ DfiiuKtiif guc Ij setic mfinitii JjJd » com crfenie \ 
l ik uk la. «uma 


7 *" ln '* fi & u^,, ““ twrtiifcJ mfiBiiu Jc dmkh ^ 

nUnj ^ v4 ™« ^ ™ triinjtuln op.ilimrt r*j, eftaihl 

17"*' £tnCklkft * - 1^ ^ del S el ,. rrw 

< “ IH 41i ,e muleo U[Ul el ilt!M tuu| 

guc WBpui Ins ciirultiv 
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LA FftUEBA DE LA INTEGRAL r E5TIMAOONESDE LAS SUMAS 

En general, c* difieit itpirmimur I.l smiia esacla dc una wric. Sc es ca pj/ dc h^nrln i-n el 
caso de itnes jj.e<wn£liieas }r las series i l/[a{w + I)] porjue eq cftdfl UOp dc estos ensos es 

pOSiWc cncnnlmr mm ffir.In simple |Urj l;i n-isima suma porcini x.. Pehn por lo^uhe m. 

es Nicil lalcul.u ltnt„ . v.. l ] nr In i.irtrn, en hi's si^uientcv settinnes ^ iniMji varius pnitba^ 
que permilen dtferminar si miii serte e.s etm^ergcnlc o divergence sin que seienp qucciiL-nn- 
erar ei fofma cxplkitn mi sima. il'.n uI^llids casds, los merndds pemden ikk'rniiniir uhjs 
huenas estimacioncs de hi sum a. i El |inrner iiieunln uliliza ini^ruks improfi.f, 

EmpicLf psr iiwesiigtir Lis series euyciis icnniTios son Ins reeipmais dc tns cu.idi.idn’. Je 
losenEeros posilivos: 




i t i 

+ -TT+-r + -^ + + " 

3' 4’ 5‘ 


No hilv unu tnfriiul.i <iKilb ji'ira Li sunlit i dr los pmneros n (crmincw. pen Ij LiHj ge- 
ncrada mnftune una eomputjds’ira ik Ins valnts. cbdns rn el niirgcn ^u^terc -inf I.- .j 
mis parcialrs se aptwimiq a tilt miinrro eerearirci a I W ruandn n - 1 ■■ > Je n'r rnuilo pi> 
r«e como si la scric fucm units efgenie, 

Se confirms ihIji imprrsitVn cm mt ra/onuntientn geomilriai En 1^ rtyura 1 sc iluslru U 
curve y I/.l y nlgum* reucAnpulns que se encueniran ahjjc' Jc la t’linni I -i I^js^ tk uj- 
iIb urtn dc los reeling ulos cs liii inltrvalo de lnrtjiilud igual a I: lit Jillunt t> Iptwl ul 
dc la funeidrt y - l/,v J er el exiietnn Jcrreclto ilel irihetv&ki dc csic nu^du. la ’itinm Je la> 
irca^s (Je Ins reelfinutiIns t‘s 
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iTI cmitulo m t taiii 


Si e , t W el [miner irclinpilo, rf «« Mat l» '"■’« n e Ljl '« I™** 4^ti 

drew Mo (a «wv»* - l/jr 3 pan Jr » I. que M cl «ptW In inicgm! Jf f I/, i rin i , 
McciAn 7-H IlrvMilmrt e|lk tula integral nnpr-^i ri twnwnwrnte y qu= ucrir un valor«le I . 
mm|iPi|khf Eii ligHFii rnuc^usi tfuc UnJas b% mjiiuls pui'iiilt* son menures que 

- r + | • it * 2 

I 1 h 


En kfriiimw. J -as iuma* pafcwk* oL«JUdH Tmiiikn que Uu mmm paft iHl 
In M*fl mcicnlci pttfqwe todo^ lew itfrminm win |Nnii?VM. Pof lo tanto, la* miiiui p* 

cialr* ionve^ 15 - 4c aeurrdo cl lixafcmjt ik U m Justin niunulona. J Jc cu nuntr^ Li 
•.eric e* tifflwrgeiule La miitij dc b ^rir leJ Urn ate 4c la* purtMkv Umih& 

incmtf qur 2: 




J_ _L 

. 1 ’ + 4 * 


+■ * ■ * < 2 


1- 

* 

, ** y JL 
■ t ^ 

III 

tfl 

too 

50U 

1000 

5tK*l 

’2.117 

JJJ’JO 

12.7524 

Itt.Mt'ni 

iii win. 


noun* a 


Ihl malcmpilki* *uui> Ltonhurd Euler (17rh7 I7H.1) gukultique b sumj eiacta <Jc eiu >r 
fi« ec it "/ft, fwm l,i iknicrciraciori de csloc* mu? dificil. Veaw d problems 6 vn I.- Ify>. 
Mfma^ adkiofliiltf* de*.pu& dd capffuhi I 5| 

Alliira rMudie !i s*ric 

A 1 1 1 1 l 1 

2 ■*■ “j** + —^ ^ ^ + ■—w * ■ ■ ■ 

■*i yfl vl v" 2 > 3 v 4 v‘5 

La iMu <k vjiloma de .*„ have pvnsitr en q lic hw sueiijls pare inks nu*e Lipruximun ,i un nu- 
mem finiki.de moth que se sofipeetm tine In dada [nwJnsi ser divergenre, I un w jh.i 
use mi\ irmigen para canrirmarlo. Bn In figure 2 ^ iluHim la ctirva >■ I ^ i, (V m e\u 
vez v? uwj.ri rctbngukiH cuya pane supermr queth pur tncima dt- b curvy 



Lj bAM3 clc tadki y no de lo* rrctdngujft* g% un inEmnlo de lonciUul I. La aJtura cs i^ual 
al valor Je la lunckin v = |/ V \ T en d cstrerrwp i^iurnkidel Lmcrvalo. A>i, b %urnj dc U- 
dc Eidt^ Ick rrainguk* » 



I I 



+ 



+ 



H ' 1- *7"., [ ' H “ I ? " Ul V« >r f*anew tnjn In curvji i |/ v . t pwm ., - |, 4 ue c. igud w 1= 
"iKm-i V ! t v l I,A ivrn scgijn In MTUitV, 7.N, cski micgnLl impraplu t-i, d^crpeflif. Hn 

?5 . . cJ tiKa llB j ,> ,JI tu ™ «inHnlttt. l*,.r e M ,, In suihil de in scrie debe *et inllnir^ 

1 '■ dtTir h 1-i ■i , rii- [llwr^iiic, 

I I nn.,imi,|xi tie ... iiplieutln p.mi tsius dns s<-r,e.. se puede hw 

rt rnlChil *' BU ' enle (U . .. » cnCucnlra ..I Utlol dc 
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WWC cn [ |, Vt, . * .fBR 4 “ c / es “ >“«■ TOBUflua. pnittn y dtne- 

.Lml : * ; <r, u>„vcr^h U ,i, 

* Jopofta J, /(.)<(, et eonwfsOTte . Fjl ,^ ,, 1 .^ y 


r 1 * 

Si J, /< <i<h c % trmvcrgcn,^ p,^ lo ^ tt convefSH1(e 

S| j t fi*. J rf.r c* tlivergcnic. pgr lo Lanlo ]£ ^ es (fivBi®enit 

_ f*™ I 1 




" 1 I'm ^,’X t ^r*"* 


vim- 


1 


l 


use 


f ■ 1 

J* U - 3/ ^ 


Asim<vnn>, no c * nccevarin tath -1 «** ^ * 

™*-C^ M/W. t( d J ^ ^r“” ,e , ,,nP<,,U “' * 1“ / ~ * 

“™“™ r.. e , cnvagc.lt. d, "I"*"’ ,V & t '’ 0 ' 

IKMJ 4 de la seccrtfl i | 2. que . *i, e% Cttnmgenic de ttuento cun L 


ijpehplo i pruciw j 4 wr i c y . 1 „ * 

nC * ^TT para Vcr w “"wienie p dfrorgcnEc 


iOLIKIfiN U funcidr /i 11 - l/<_r- + l)es coming positjva y dccfeeicnleen [ I. -i j c 
rnodo ijuc upliquc Jn praehu dc h inland: 


J. x 3 4. I 155^^77^ =■ Wmtiin M 


— lEm flan -1 / — -^1 
--l 4/244 


Pdf Jo inflio, J, t/(* 2 + Udx cs \m* imegra] co n v eiy ie y si e* asf. de aeucnlo nin la 
prueha de la tnlejzi jJ , fa '(IK L |/(ft _ + Un cun^er^^nic 




tit* 

e ■* 


“ ^ O p-^ta .r -tori neciHdia 

c ^ fl ' f prj kj Kjnlei, h-ne 

** u«q anitdw.Hrafe de i It h* 
J rM> «fa dillr.ll a -mpwible, 

> 'f«dp T* bmbi*n wsnln o»rai 
pwn ■lonwi^rK;^ 


a E|EMPLo J iPitt qirf tralorrs tie p e.% ta wrie T — eonvenenle 1 

,_t rt' 

WUKlON Si p < 0, en wrjijLikUi h'm, .. 1 J/fj•' J = SS p = 0, cn tai cauv ]im, .. 11 n 1 - I 
£n tualquicraw) litn 4 .. . (l/fl r J ^ 0, pur lo que lu scrie dada cv diverycnle de .wuerdu 
eon la prncha de la diverge neb ( M.2.7). 

SJ p > I), pur lo tjmto |.l fumion /(jr) *= l/^eviileniemcnic ct cominuu, poaitivg t 
decnecienlc cti [U|, el opimlo 7 fvinse (7.8.2)], 



convene 1*1 p > I y iliver^r si p - 1 


Se infiere de In prtiebn dc In irMi'pral que In sene I l/V^nvcrjie si p 1 I y diveife n 
0 /> ' I (Bn el tutu de p I. est« H’nc es In serie nno^nua tsiudi*idj tii el ejem- 

plo 7 de la teirt-irtn 11 21 



t.a wrir (let rjeriiplo 2 m; llama serif p Hs impKtjnle ett el rvflode eoe cipftulo, de 
Hindri' qi>c vc rcHimeji ktv rniiMiih*% tlel ejeittplo 2 pars itferencM futtn.«ww mUica 1 
tcmtiniiiKiiV) 
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capitulo it vjctwownt umBiwii«u 



(j sene fi. X -7 ct* convergente li p > I y diverpetiif si p * I 

M-f I PI 


EJfcMPtO i 

(■I La^f« 




csc(inverj?ente pi'ri|uc ima wric peon p 3 1 . 

th> l.aserie 
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1 " 


1 ‘ | III 

*"Ilf" l+; 3r f m T* 


vs diverge Me porque ci «nia ‘■eric p nm p 


i< I- 


V ..i Noik\K inferu quc. tic »cumJo COO la pniehu dc !» integral, la surra Je la se¬ 
ne ex igiLil a! valor dc la integral, fin cfeoio. 


~ I it 

x —, cn tamo quc 

»-i fl 6 



t 


Tor lo m, 

X u . * \ ri tltf.r 


i'i L j t n F l' ■ ■ Determine si la serk 


"t 

Y 

_ 

«*! 


i njf 

ti 


cs ctmvfT^eniie o d is ercente 


■ \ji Iujil 11 in fix I -■ 1 In tf^/t es pksiiiva y uprttmua para \ > I p^nque la fixnd^Ti 
iL^ariimn es coniiniaa. Pcm no es obvio si/es decree icnie n im lo cs. de modo 4 U{I ^ 
culcular ski derivsidu: 

, r . , tl/*U - In x 1 - In .1 


Ptm b tanks, /'l.ii < Dui undo In -v > I, cs deeir, x > v Sc inlicrc qi.ee f cs dccrceienii; 
cujuido ' > e y asi u pi Lear la pmeba de la inie^r jI: 


- (in, f—* - lta-2^ 

Jt x X |.*» 2 


Sim 


I In rt J 


Plieilo quc esta iiilcgrtl iuipropnt c% divcr^cinte. la scrir l lIn nt, n lambkn es disergcREr 
tic ucuerdo con In pnichn dc la nile^ml 

ES1JMAC10M Oi LA SUMA P£ UNA SERlE. 

Snpon^a t\ue plain iiplkai hi pnii-lHi dc l.i integral para dfeniosifw quc una Mrie 1 *t* *' 
lomergcrili :y quc quteic rnuniiMi him ,i|"FOMrniicinn ,i l.i siirmi \ dc la sent. Cluro-, cun! 

• I11if r Mima pftriJitl cs iin.i upMmrnacidn m ( mu quc li'm i. l (Yro, { qm: i:m btwiu 
i s i-%n 1 F%m ^ahcrlo. necesitpcstirtLir cl i.ih’lh'hh ^kl resktuo 

^ *- t v M — rj nl , + # | + ttmi + 1,1 












Tj 



— — 

http://libreria-universitaria.blogspot.com ^ • 

WCCWN,.., ((1 

rtsiduo ft, a ... 

*“. C ^r^r to ^ h * iOS pnmc,! " * * 

**»^*fr^ r ™ i mic£nu - i***^**/ 

Hr-* t ^ it en k ri K ur a J ^ ”* m=rta ** lJtn <» cl irm hjj,. j 


#f ’ «■* i + «*+2 + - ■ * « j'/UI 


i/j 


‘*nni, fn |.i CijjLirjk -I 



” fj * u 4 ®**i+ -*■ >P mdx 

Jn p | 

De tsic oiDdo s C dcniuestra h tiguicnir «,i lnat . i6B * 


® ts " M «'0» W msiouo MM o ntviu M L» iHfEGUA, , 


I /itlr/i -- R, * | fljith 


Q EJEMPLO s 

E|SJt"mT Val0r a r * irnn ? 0 * ,a SUmQ dc ta serie 1 ^ wwndo la sumade It* 
pnmeros 10 idraimn, Eilime d tw origimdo «n tsia aprtmmacirin. 

deO t <So? ,, ° S kTm,f,OS SC rcquiereT1 Hra awgurarque la sunu nodiffcrc <?n mils 


OU '.h. Eji |(k inciiM la) y iht ivcttrsiia conoccr l n "/Ui ttr, Con /'Lvf - |/\ 
saiisfart fas cfindicmncv Ur ki ptlicho inttgniL tjen^ 


f'-V* “Mai"- -U' - h (_ L + J_1 _J_ 

J -'' —L 2* ! J. “I a» + 2W 3? 


ra> 


y * J 1 E l 

i ^7 * '» " “ 4 17 4 JT + ' + — - 11^3 


li - 1 fl I 

Dc acucrdo con d residues ^lintudo cn (2J Itcnc 


10 1 







I 

f 


t 


- 




r 


% 
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CAPlTUtO II iUCliKINESY iiAlf UNllNIfAS 


At rc^Miilv«r la derigoaliW. H u,f 

rt j _I .1 HJtKI mhicn. « > "/1000 - 31.6 

" <M»I 

Nci’ciiln j2 tfrmifKJS porn wacr 1 m scguridad sic que m> habril una tiilerencia mayor t|ut 

0.UJ05. 

Si »ima v a cotl.i miemhrode lav ilusjguuliiadeH cn (2), nbtienc 


ED 


jr, + j* fix) dx - t < X. t- /U) dx 


pyri|iie S, + It* = x Los cfcjtigvatdatfes cn (31 clan una cirta infieritir y una tula ^gptncr 
para i. Proporcionan una a prom mot m-i> centra a In tuma dt ta >tnc que > U - 
Itio partial 


(JtMPLO & Use (3) C0I3 ff 


v 1 

EO para ustiniai la sumu de III H-rie 2 
- —in 


: "k Las tteij^uaJdadeN cn (3) sc* vudven 


f- I 

Jw + T 
It* x 


dx = Y -Z Yin 



LX'I ejempli) 5 sabe que 


de modo que 



ii« + 


I 


Jj«i 


+ 


_l 

2WUV 


Si ysaj ]D L. 197531, uNicnc 


t 201664 *= ,r 1.202532 

Si ohticne la aproKimaciun de j pur medio del punlo medio de eslc imervalm en chIl- 
casts d error es c win to mucho la mi lad dc lei hmpiud del intervals. Asf, 

■ | 

2 -r - I 2U2! con error < 0.0005 
*-1 « 

Ss coruparn d ejemplo 0 uun cl ejcmplu 5, ohNqi va que b e si mind tin inc|orada en 1 ' 
puede wr macho mejnr *|ue b cslinsadtin v ■ t, Pant qut el emu uienoc que U.OOlS 
tsene (pc uMif 32 itrnrnim en d cieniplu S H pem rib HI terminus en el ejemplo 6 

DEMOSTRACldN DE LA PAUEBA DE LA INTEGRAL 

Ya m" Iratti (a itkii HAsil'ji rii In (|Ui m- Ltfmyn |y dcriLutslrncitiik de la pmckk de fa mltJE^ 
cn lat figure 1 y 2 puni la Hcrk 1 I/n y I/ V is Fin d mode b *cik genera l - u* 
iw lift figimi* 5 y 4 B] riu k a del primer recltin^olu MUTihiendn de la figuni 5 e?i d v - |lil1 
dc / cps d cxireriHi derechu dc f I, e 1 * deck, /f2) ^ e^iu rnancfo. nl cumpu^ 1 
















■ fill 


fftUM 5 



/x'-xv. 


-'Op-.c 


S^j.Crp. 
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CciOh It 1 I A fmjfM D€ LA inteqam r ESTlMACn^NSS 


w Jr i 


•> 

y.; 


V 



va quc^ ^ * h rfcf ^ n l! >J ' m vtmhftiidiH on el 


D6 LAS SUMAS till 719 
ift 3 Ixiju r ’•/ifel d**de 1 Iwta n otar. 


* * Tt ,l «‘ i * u » w “f depeildedel hcri» lie 

mileir en J.:a liyura f> « imnitr* (J || r 


*' * *1 + ' ■ * + 41 . * £ /U) <£r 

quc/ca decree lenle.) Ik nuncni u- 



■ 

J - * «' + X Oe « 4 t( + f*/(*)*/* = Af 

l-I Jl 

Como *. ^ M pjna (ok la (ucebtin (*,J esia aculada por amha. AiimUroo, 

Sw* I =J, + ff M i& S M 

conw (I,,!! • /(ii + ]) 0,1.ii cst™ lerrniijos, (,?„} cs tinnswtii^n jcolad:!mtrjfnlf y. dr 

cslc rando. *!* converge de ucucrdu con c\ leotcma de ta suecsiftn mondumi til | I2|i 
Esio quicrc decir que Z a w cs. convergenle. 

(ii) Si /U) dj cs diverge nic. dapuds dx -* ® t-uando n -* porque 

/U) 5= 0. Pfero eon (5) w ohijcrw 

f /UM* * 2 (I. = i-i 

i-i 

y fambicn f r -i —* *, Esm qme re decir qirt r, —► * enkmccs divorce 1 .j. 


Jl-3: E.JEKCICIOS _ 

)■ Bihijf Mfti inii||Fn para {IrmiMnir qUC 


.11 


f — 

J. 


fh 


ithrf coiwliiif tijn mprclK a Ii terie 1 

^ IP * ft* inu fin tfn i i^nriniM. pmili*! y dftm wirtr 

*** J * I Jf <*. - /Int ¥a ufto .tnapen *ffM7rale In rlm tarti 
m " t * n irnnir 



3-fl MveIi.iiiIl' Tii |irudu Jl* Ll mlej;r;d ilrtfliiiim 'i lit ,,t ' nc » 
Wl fU‘i He it d i wi^e nle. 




jl V 



m 

*. 1 


jt *■ 2 

a + 1 
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»* CAPlTULOll MJCiWONEiY If MIS tNFINlfiM 



^ 7 * Ekicrnunc hi b me e* usmrrjrcpic ft&wqpJUVw 

1®. £ In " + 3n 1 I 


9. V — 

*1 IF 11 *' 


111 ' -TT * c?j * J$5 * TT> * 

lt i + |4- 


'‘•T*I*Tr*»*TT t " 


IS. £ 


S-i^i 


^1 A 


Fl’ + j 


» 2 ^ 

*-1 n 

' ' : n fri jq 


* tf 1 * 
+ . if" 


it £ -r 


“,«' + ! 
3ft t 2 


^ .^1 n(n + 1 i 

* Sr irrr 

a i 


flfIflfli 


« 

#*1 r 


IS- I^V 

- ■ ■ + ! 


« S^T 

*-1 + 


JI Iial MieJiamr l« *umu sle k*s primes tv (0 Ifniiinr.- tin* 

| 4 L tuma ik b me 1^. l/n ? , Q*k tan huma « b C1 *, 
mflCidn- 

ihl Mejm e^ra estlmu^ u'uinili* O] c»n « 10 

Iti EfiWflAR Lua vakf 4e n q/iae *k U ccrte/a Jt cpir cl cm* a 

]a apnfKimuAfl ' ‘ t.oiMnof queOWH 

34 r 1 'nk-uk r.i -.limit ik lit ■■■’ rit' : , I V ccrTtem tiTHl ires ulr* 
dccinuks. 

35. Fti«roel< , iJd + 1 1 comcla n ciiwn luj?a«K darmuifci 

34. d C ’ujjiIi^ titttulHM Lk Ij me . I/I Jilin ni ] « iKLevrtarrc 
sunw para tnikukar Ij MJftva qMf no dali-crs* ik 001 1 

37. rkmucflic ipn- H\ hits... 1 nblcntT Ufl vulfti iipnaiLEmul^ iJc |j ,. u 
jhj de la *erk 1*. , n de nnnki nut ci cm* vea mc «4 fc < 
en b novena min decimal, cn e sit™ .nctcstEa won mb 
de in" tfimfoiMl 

31 1 j 1 lkmwc^« -jue IJ fte _J I In KJ : n' es ■ ■ mv erg r me 
I bt lineuenire una eura ifljKriMf pwuvi el erriw en b jpfmifna 
ciiVn •. 

fit J ,-Cuiil c\ cl vjJnr pequcfto tk fl EjI i{uc l<4j mpe- 
ann 1 ^ mr rmr 44 W? 0 d5 ? 
id) Encuentn; t, pgrn l-h.Il- yilUm sic tr. 

M, 4j 1 Mcdajnlc lit dcrrmCMlc qoc m i, U n-e\imj Minu. pus 
ik b me ifiTitiakju cnifHK<s 

if P < I + In f* 

Jbj La serte wmdnKt Jj verge, peso mLLV lenlanvente 

Cihv nyudj del mu mi \ a* JemuesEir que Ui Mjmj dc3 pn- 
rnt-r mdktn de kn mints es mvftOr L|uc I ^ y que Lu mi Pm 
ik h*s trnmefo> mil milk>n<i ik ifrariiHH es 
iiKvnf que 12. 

Sign [&$ pusc^s ikgtdiemes \klta dramislnr que Ij HicesniFI 


17-3: I Icicf nftrrvr ^ ^lu(t\ 4c p para Idi cualev la serk e% con- 

vprjfcntjc 

JJ. \ I- M ^ 

m . nilnnY «-t nip n [Iniln n)]^ 

». iptu + nv j®, 

^1 n 

31 r La luncif'm jey ik Itiemaiui f « define erjfiin 

m - i -7 

.-1 n 

y w ^en . k k-r- fiurrch^ p-ar ji. cktudinF Fn djvUihqei^n 

■ k hr, liiimrrii'. pfitn«»^ , ( luil cv i-| 1 I 1 uni Die* de ^ ! . K 

H t j 1 f *kuk Ij -niiij pmH til i.nik J* ^me ’ . 1/ft* I Ktiijir cl 

-rji.T .il 11 v4jp L,n rcirrMnin.it iip-i ■ • -1 rri.ie ifui n J.i Minu ik Iji 
wrOe 

i!b) [Jw 4 it riifi n lit jura convertin' uru 
iwyeadi dr Ij ^iptriH 

f i 1 ■F .ihjilr 4 in vdjlr^T rk tr bl i|iic 1. ini iIiIicpii 1 nits lie I'l.CMNHll 
^kf vaPrf 4 la iupiu 


fi * I + “ + “ + ■ ■ J + - - tn n 
2 3 n 

Cieiw un 31 mile. I El \ aU» del limit* ** ikflOM om y } ^ dem> 
nitH 4 vuftMjrair ik Euler) 

tin I SihijjL.- mi diagram j eomo 1 :i ri|uni 6 am /(tj I 1 c in- 
terprete f,cwio un n hi^n use Hi. pan detlKHtraf 
que i» > fl pan toda n. 

^bj Jnlerprric 

I. — f,*^ =- IIn4n + I) • Inn] -- 

H' + | 

cumo uni dlfertrirla dc iIilmv pan demn^trjr ipic 

t r ~ J*.i - SJ Pof Iei iiaIh. ji_l e» una Htoida ikfic^efh 

ie. 

(ii Aplique el Icnrcrrui dc mil l^h ui muniUmi.i pum dcmiMlfiir 
que |l| fS Convergekile 

41. Iklmninr |i w vahires pmilti'i^ de ^ jum Ins cualc^ k 

m'Iic '.^-i 1 ^* cunverge. 

^ 2 . Encuentfc Indm h« ^ahife^ ik ^ para Iih que Lttnveryc Ea *t 
irbJkfttc %enr 




















K 


% 
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4ECCIOM M.* PBUCBAlPO^COMWiAClON 


11,4 PRUEBAS POR. CQMPAftAClON 


n Lf.ptijch.is ptpr compare kWi< b idea et conmwv una sene dada con nn, 
SC -otic [jut ts omvcfjjcpiic II divergence Par cjcmplu, J a 






' > 


“ 2* + I 


rccucrdii a In ffcric XJ , l/2\ I.] rend es una sene georrklrica rein « 1 y , ! |lt(r | nt£m 

“ c " nvcf F c nlc. (Vimti \n Merle (Im> ran pureeida a unit serie comergenle tainbtfn uc 
" ^ wroniropuiite Ik- I.ech.Linf«. U dcsigualdad 


--- < — 

2 + l 2 * 

dcmue.stm q\K In writ dndu (I) (icnc icmiinu* mcncms que fas dc b writ ge*xitctnw y. por 
lo tanto* lixJns Ian Mimas poruok* sun iambi** nuis pcqueibs que t cL -urn.i ,{, L <nc 
pcoim-rniral. BUOqmrrc drew que las sunres pututa foflttan una MKCMUft Lteucnir ,*:u- 
Eadn. b dial es cumtrgeiilc Asimismu, sc mlkre que b surna ifc la sene e^ mem* quc b 
sump dc la sene geoincirica 


V 

B-J 


t 

2‘ + I 


< I 


Un lazonjtnkttla similar sc puedt toner para decnostrar la pnictoi siguictile. In etui sc 
upltca .n>lo a scries cpyus idrinlnus sun pusirivns La prunem parti.’ dice que si ucne unn 
scric cuyus, terminus sun infium-x que Ins dc una serie conocida t tinvtravnh p ir In unm 

hi scric tnnihicn cs cunwrgcmc. I.a seguntin parte csMblece que m empic/.n ci.. svm- 

cuyus ten Mi Pius mui wrivwmr que Ins ilc uria serie tiivttrgenw ciinm'iilii. en ul i.nu hien 

us d i verge nte. 


PHIEGA POP COMPWAClbN Supnnga que £ fr„ y £ b w son series cum terminus 
pusilivus. 

I i) Si X b n cs Lonu-mcnii- y a. ■ to para imia n. Jespuds X a* brnhen cs ciuivogcnle 

(if> Si ^ K cs Jpvcrycntc > a. h. pata tola n, cn seguida 1 u* tamhu n o 
divergence. 


* ts nwuM^ rj* mmo a tJtahnofr o> 

** r n** 1 spcriiofi n Ki trxtado de 

r ir.,|i Wici« una lunu Con loda 
i ^ h *t dl» M/tt-mei .lutci.tOjK la jjj 
u. r »tpftimri', f la sttwta \ r.| tie 
**mmt.*i*i 


de Haematol 

m m * 

(ill Sea L* X tfi t. = X t = X 

(-1 h 

Pucslu qee iimhui series tli-ncil tcmiums ptsilivns. hrs sucesumrs j^,| > |r, \ m ms icn 
les (.i,< i = j* + tin- \ ‘ '«!■ Asimismn t t„ - r, nsi' que r. -= t para lodn n Como u ■ k. 
i H s i rtl (X- este MMMld. ,v n ■ t para lhIu n Esm qutett elixir que \\«] es enxienle ^ cmh 
atailaila purr nrrihiL de iluude sc sik t|Ue eurtverge de ai umin cun el lemcnu de Mice 
si An munuionu, tin c*tns liniinms, X u„ converge. 

riii Si i hn es divergenk. dexpufs t. — *: iputttb que If.) rs cnxiefitrl. lAw « h 
de rnisln qiic .i, ■ f* hn eslo, i, -1. Dc dondc sabc que X if* divrtjse 


Nutumlineritc. al usai In [uiichu eumpuraeitwi cs itnx&nrici kiw jltiLiru 'em- flUHkKb 
£ b. para lufc hurt dr la cunqppnicHHi. Lj mayut parte de las sects x usiii tffiev 

. p | v l/n^ijiir tunverpen si t* I y disergrn si p ^ I - v^aX 11 U I ti ° 

• tt-ne* geunirHii Jis I 1 es euflvrrgcmc si i r \ - I y e%diwajenle %i \t ! U 

v^ase 111 2 ill, 




















1 ■ 




-F ^ ^ 


C v#- 


r\ 


CAfiruLO i 


ixv 
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lOtiyONttr <,11*11'. INHNITM 


uu 

/ %l w- 


a IjfHfiO 1 Ivii'rmmc si lit « n< £ ^ ( jJ,', y <'»nwcrgt‘[tic n dtv«j*cnic 

En ct tavnJe n gnm* • cl tirnurn > donimanic cn d dcn< f min.ul[,r es in ,lr m,,. 
titi t|ur LiHnfufr It «ne danla Cnfl It seric L Otvid^c que 

* . . <_L 

2/j 1 + 4/i > 3 2/t 


pt^i|uc cl liidu liqidctdo tierw uct ifarmmMvdur di* g.^ivir < tin la notation ik b prucbs 
|K< ctimptnei^n, a. cMi cn ri ImI» ijcqutndn y h, cn el Iwlo deredhit Yu sa.bc que 


2 




cs Convergent piifijLfcLi c* un;i COKtiMt pur una sene ftt*mp=l > I Par ks lalHO, 



_3 _ 

*■ "In +■ 3 


es convergence dd iicuerdn con d inriso Cii dc la pnjcki por eompaiaL nm. 


IfOr*. I La t undid fin rj„ - fc, n hicn. «. J k dc la pruehsi pnf L-iamparacii'm t-. pan 
t«xb a. cs ncccWto compruhar ^dlo quc iLumple pan n --- V d^nde V un enirn 
cstableeido. poripii: In convergcneia cte una wnc no e,sb nfcclada jh-t un numero finm!i• dc 
E^riimK^s. Lo [interior sc iluMm am d ejcvtiplo siguieme, 


. ti Inrr 

□ IJfHf LO 1 Prutbc si la scrit- 2- — cv con verge rile odivergunte 

SGWClDH Lsta seriu sc probi (usando b piucfoa dc b integral i cn cJ cjcmplo 4 dc Ij 
secckSo 1 IJ. pem canibien e* pmible proturb por cOftifMAcidn ctm b M^rie anrumicj 
Observe que In a > I para n * J y rk m mancra 



it rt 


Ya mi be que X 1 fn c> divergente iscric p con p = h Dc csla manem la, st-nc ihi&.i 
diver^edte de uruerdu con hi prudvi pgr coni paracidn. 

IQU 1 Lo\ iemi mm dc la scoc que ^ ev4a probando dfhen scr rnc mires que los dc ufta 
sent t"i m vcirge n tc r o may ores que Insdcunti seric divorgenlc. Si \o\ itrmmnv m>ii mas ^ran- 
diss LjUir Ins icnnmos de una senc convergence. » hien. niernresque h<s dc una sene drvet- 
genie, cn lal csisti la prveha pof ranparadAn no sc aplica. Por cjcmpki. considcre b *^nc 

1 

2^ - S 

Jna ^lcM|iual(iud 





ts illi pi 1 1 cn cn.mlo n In pmtKi |*u compiiwidn ptirqne 5 h m - > ( ! }* es convrlptnlc > 
£i* ■ h m Sm embnrgo. In impesidn us spiu > \fl2 a tj 11end quu ser convergent pinifLiue 
h s iimy pnrocklu n la Kurin geom^lrku eofivergcnlc >.' I \ f En Ed ljlso su poeik aplkar t* 
pnwtkq siguleiiK 














UaqffnwiJOflt ti*i*h kn lama 
m 0 Y" i" ™ * 


v\ ft JR 

It * ■ /v J r~~%. 
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SfCciON M .4 TOP COMPABACiftt* 




PAUESA POft COHPARACiOH 

ttaniim po&iiivm S» 


EK EL t IMfTE Supon^a HI »fUy£fr.vHi CQn 


Ifm T“ = c 
, ”' 1 h K 

d r Seea un sene, converter, „ ^ 


""“ S *' 1 * * M nlirae w pwiliw* mlei I|U0 m ■ , < M. . .>,:./!>. ali ten 

eatm a r jturii n traiult. hay wr^ cnicm jV ijiJ i|ue 


y twf 


m < — < M cuimiri n > fif 

K 

mb M < d n Mfi m cu&mJon N 


Si 1 K cs ^mvergenre. a si ttmhidn 1 Mb,. En tstw (Mu, 1 a w ouwen* vfgiin la 
pane <i) tie la prueha par cmparKtin. Si E fc. diverge, de ™ mawfj ! mi-, 

y lit pane fir) tie Id prwha porcomptreckin demucMnt qae i «, diverge. 

* i 

EJEHPLO 3 iVucbc m Jsi scria ^ ——y es converge n(e o divergence 
iomcion Aptiquc la prwha p« coftiparat idfl en cl limilc c<m 


T - ] 


‘*4 


y oblicnc 


Ir - lfni w^i>_ l(ra * 


b. 1/2" 


lirn 


I 


- 2" - l «— I - 1/2' 


- 1 >0 


Pucsto que exist* estc Ifroiie y I 1/2" c* una serie convergent gewncima, h serie dadj 
convene de acuerdo con la pmeba pdf cnmpjfaciftf) en cl 1 inure. 

_ . ., .A 2ir*+_Jn 

ejemplO 4 Determine si la sene 2, -■■ -r « convergent o drvogenir 

■%— i ' ft" 

iOlUClOA U parte diunLiumte del nunicrador cs 2n : y la parte ilomiitmte del ilciwminadi'r 
e* - n* n . Esio rccunneihJa efeetuar 


a* 


a m 
I fm — 

bt 



h„ - 




2n J 


_L 

,1/7 


Jfl* ' t" 
ltm —; 


VI 


™ s/rr*‘ 2 • •• 2VS + 


■ Km 



2 Ml 


1 
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CAHTUtO II MJCESlONitTf INUNIWS 

j-ueMn qiIlf SA. 21 l/j»' ; c* dis«¥€nTe |es una «ne fi con f I). In *ne ** 

4 |jv«ge tie (tcucnlii ton In pnichsi |^>r comparactfri cn cl limilc 

Otwmc qw al (xoltai muclw* vencs *c eneuenirn una sene ciMUvnkalc 1 A« to**, 
vundn lav j*#enuas mis uliu* cn cl ruimerador y cn e! denttniinaslor, 


ESTIHAClON DE sumas 

Si ha u»mIo In prueba jw compuratrirt* |Mfa «tewn«UW *P« uriil ^rie 1 a„ c» convey, 
re por com(MU)KkS« coo UIU wr ic 1 K. devpuiS p<nirla caj»/ tie cstimar b tuna L 
III compear lu* rcMihmv Como en la scecifa IJ-3. coniidae cl rcMiluo 

a. % -.% tu+\ + «h-» + ■ ■ * 

|-_n cuanloa la scric <fc ctimpai.K'um 1 b. nmMilnc cl fL'vidiio Lum^pondicnti- 
T. - t — t, ' bm* I +■ b»i } ■ ' ' 

Pucslo que IT, s b„ |mt;i tuda n, W, T,. Si i. h. cs una ^cric p. eshme mi resit! m i T ,cm 
cn b section 11.3, .Si 1 h. cs unn serlc gcnmdtrica. pur In rani" /„ es la uiiu de una m ■ 
Kcomctrica y pottle uimarla exaclamenlc (t/anw ejm-iciov 35 j ,Vn. En lii, liquid 
vLibe que ft. c\ mennf qoe T m . 

L'j F|FMi‘i 0 Curi la Mima tic lov primertxs 100 terminus oblefiji.i nn valor aprnximadi 
tie la suiua dc la sene 1 I f{n 1 t IJ. Esi title cl enror de ecu apmtiriiaciun. 

Como 

I I 

«’ + I < n ^ 

lu strii" ilihU cs convci^cnlc <lc ucuercfa con In pmebu |n»r cumpunjcidn. E] ruviLluu- T, tk Ij 
vent; dc amipuraddri X l/n' 1 y;i m- t;siiino cpi cl ejcmpki 5 dc ]j sccciirfl I I 3 nmbtnk 
lit cstinm mn del ft^aduii pin h pnKba de h intesraJ A Hi ^ ettoomn* gm* 




Tur ks inn U\ cl residue dc In fierb J.ilJ.i cumplc cwn 


—7 

2n 


Con tt - IU0 


Wii.i -r 


2Mtm> 


OJVXKLS 


< Tin nn* akuliKkif ii {W^ovniihlr o un:i liwuyi Mli l MU , tumiIi.i iftK* 

* | i«? I, 

V - 1 - rn. y r - ^ 

f- 1 - ! I ( , -1 W 1 t I 


Cl f^453W 








I 

V 


A, V 
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«COdN 11,4 F-RUE6A5 FOR COMPAP.ACI6N 


ret 


IM ejircicios _ 

[0 Sw «™*eon i^ihibim y 

(|W *e yhf i|ur i K o 

r4i St ii. ■ h m pun todl *> ..m* puck dcc.r cnu .. 

i Si «- K pun t«U n, que pucdc decjr con tcsnecf,* 

4 1 <!►' , JVirilLU}' 1 

L que 1 «• y £ A, mmi scries con Ednniniw pt H |iiw H y 

que sc *.ilic que i ft„ ss ilivcifcntc. 

Si a - ft. pnra lode «, p^ede (led r + iV' < j» (]r 4(U f i 
[hi Shj* ■ ft. pni{i l«d;i a, piitilc tlccir con icsncetu jl 
1 u.'* f ;Por qu*7 

tVlcrminc m I.i stFK? Cs Convajcnte m divcrpenlr 


1 2 


3s' + ( 


t y 




4*» 

<r 


- 3 + III* 


cot'* 


t, 2^7 

—i» + 


3 


ii. 2 


4 - 3 


11 2 


aicluri fl 


11 


■H » 

is. j 2 4 

-i fly^l 



it. 2 


i + 4* 


* 2 


", I + J* 


a - i 2m 2 * ft *■ ) 

n. 2 — 

A(H j?? 

, e ^ I t n-tfl' 

"-!.(' *;)''■ 

"Ii 


i t^-r 

*. r n - 1 

— I *l \*$ 

ns i J + 3 ' 


*-i 


!■ 


io: : j * a . - 1 

.-i V + I 


n. 2 


1 + sen n 


.-o ID' 


14. £ v " 


n "2 


n ~ I 


16. 2 


I 


,4.7777 

«• i^r 

jr, 2^ + 3 

20. t " + 4 ' 


22. 2 


n * 6" 
n + 2 


(fl + I) 1 

j. _»■ -&» 

1 ■ ■ *«+ i 



n l 


r : i n 


p*i/* 


' Meduufc la yiritt dc k* pnmam Eft lemur*. ndtaw, 
S4l,it jpninudo Je b stlmj. dr la scrie J-jqinv d 


un 



3S. 2 


i + 2 * 


34, V ^ l h 

-I 4 


36 y__2 _ 

i (a + ijj- 


51 111 signiAcojo dc Jj rcpresenuckrfi decimal iJr un mjmttu 
iliM, . . tdnndc el d^iiu d ts unr, dc Iijs numei.rv (\ i 
i.9] esque 

- A + iL + ^ L + _^L+... 

10 I** |0’ + |o' 

Dcmutstit que ests -cne sjonpre n (iWefirntf 

Jl , IVa que vaUwh dc p b a* L«. I. lu' In n> r» 

W. I kJm«5iK que m u, ^ 0 y 5 a. ckmve^c. pof |„ ttnii»I a; 

Umh^n cunvffpc 

10, ui .S|j|Ninpd que V rt, y V Min AKl^ttnilHS fsftHjvtK y 
que 1 b, cs convergence Demuedit qnc si 

tint — - U 
4-^' ft. 

L-nlimccs i ,J B Uimhnin cinsscrjicnrc 

I hi Mechanic el incise fo> (Icmueslfe q,w Im sefic mnvcrjtc 


v Inn 
m l -r 

*"■ I ^ 


III fll 

*"l l -T-. 

w- I Tj 


IL I JJ Sufh injya ^uc- Z di* y I Jfr- -un uSTpc^ ^L'm irimipin j-k- ■• -. 
que X Jv cs djvfratnLt F>rmurt1 rr kfuc h 

|fm —^ - * 

Pi 

en ^ a* tamhien cs divergence 

tb) Use el incivi (a] [Sira dciuiMi.ii que la 'irtf cv dricrgerifc 


to 


1 


. -i In rt 


_ ^ Inn 

i fl) 2 —■ 

n 


42, I’iiipun.iunc un ejelllph) ifcup l l ( : 1,1 ' " 111,1 ll '’ 

minus positivuc dundc Ifm... (di/fr,) - 0 V - ^ <*' w nS B ‘ 3*™ 

^ iita converge. [Compufl con d cjefflkhi'*ll i I 

41 I Jr mi i, 1 Mir que s, n. D > lm,. . tut. f* D. Pt bl tiw i (l,« 
■jjvp^cnlE. 

M. IVmLHMin? i|iic Hi O* > D y 1 u, es nitiwn|li'nlf, I*'! h’ taSl' 1 
1 Ini I l u.> fs cnnvctgente 

4S. tti 1 hi. Cv qua «fw cniM+genh «m <emiit*.u |»m 1 lw*, Jcv 
vicm* i|ttf 1 «nk3 fandwn d ct^ueip^nlH- 

415,,-nergrn^cOHirrrumiu ■ 

^cintique IfiWhKf « 



































- • -T* 

i* 
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C4PITULO l| iOCESlONCSt WAiiS INFINIfAS 



SERIES ALTER.NANTES 

| Al prueKn ik cmvcrgctH u *|ik sc h.m cumuBado hasi* esw mcmcnio sc jplican WJo t 
venes con ic i im m«s poniivw Eo «la iwxtAfl y cn la sifiltatfe. sc csmdia <4n» iralar * * 
Hcscuyi* ki minus no m»p necesariamente positive* He particular impiruttcii sun t;n 
writs ubtnumfia* cuyns li'rminc* sc alicman cn sis mi 

L?ru serin ullemnnk cv uni scric cuy.* irfrminos m>h ullemadomenu- jtosi'ivr* v ncy.i. 
lives. Aqui hay <kw cjcmpln-. 



y t“ir ’ 

—I H 


* 

”■ S c—ir 


fl 

n ■+ 1 


Dc acutnJtJ am (or tjefnpLw, d n-^simo krmirvn tk mu s^ric allcrrmnlv cs dc la forms;* 


^ - (h ir'fc n teen, 0. - <- ir*- 


lionde e* iin mimero pusiliyft. {Eti elcrm. h M = |/j h | .) 

L_a prudu Riguientc c&t:ihlccc que si Ion ItfiTrtiniw tic Ufla seric jiJtdrnikiile deenxen hj 
da Oen valor Jibsoluio, cn e&te caso la ^ene cehi verge. 


PRUIIA DE LA {ERIE ALIERMANTE Si la urne alhsnanlt 


* 

21-ir'A. - ii ( - fc, + *, - fc + ^ - h, + ■ -■ 

>0) 

cumple ecHU 

fS> ^.hi “ piLni enda it 

tiil Kirn = D 

ip—* 


despik^ h wiie ei ccmver^cnic. 



Antes [lc proparcrkmnr Ii> demostrudtiii veiL Li ti^um L hi eud e% him represent;*: ion di’ 
la idea en la que se apnya I.j tanoslnrirtn lYimefo dihipc Ji fr, cn nru retiu. numftwi- 
Para, tktcrmmiu s 2 revic h ?J tie usodn que t 7 cMi a la t/qintn,Li do jit I uego, pin detennr 
nar si sume tie modo que 1 , csii a la dcrCcha dc i Pera conso fr* hz, si esli .1 Is 
afquieniu tic t,. Al ciaitirumr tic esta, maiuTn, we observa i|ul’ fps miiiilLh p;irciak's hm dsn 
lii lc in kin lado y hack d trim lAjgsln que i» m * 0, Ins pitMis Rlgtuic nfes M? vudvert Ml-i-s 1 
ruis pequcflm. Ijis sumas parti ale* [vmt^ i : , 5 *, inert mcnlan, v tlteriKcn U* 

iifUH* fKiirnalCs imparr^ l<. Ji, ih . bn etfiifc Irrmirn^. es pnsible qtw .tniha^ ciMlveijirt 
cn el nrnirwk niimcrn t, cl 1 : 11 : 1 1 ew Ip syiun tk 111 Mine We t ynsjg^uiCTtlr. m l.i Lkmoslnim^ 
Mguieuk vr urtiHidcniii |Nir -rfipanhln hiw siirihk pnrcnuk^ pures e inipji^s. 


*- 


1 

-i. -" 

[ f hi 



. s 

i A, 




** *1 ■% * ■* it 


1 


u 


fi^ti 1 


Fl 


no 








































t 
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; 


" 11 «*» *U»«I te 


SECCr^n I Ll «*,£*altwhantb ini Tit 

tutrix furciiUn 


f) ** *' * 0 pucstD i|iie A, « f, t 

** ~ fi * **' “ * *> pucsio que ti « fc, 

En general; 1 + (Ai 

-1 tad -* *> -i pue\ti > tjuc A*, ■; ij, , 

Htw cslo > « «: , t ^ 

H ” Jfi ^ T| « JT fi ^ ^ ^ , , . 

j'tTD utiiil>i L ; ii puatit cM;rihir 

4 “ _ u ” ~ *»> - <*« - w-(»>-, - V,) - 

2S—»* ~v»—- 

Llame i a su Ifaite, es d«cir 00 rTluJ ” K< ’ flJ c\ cunveigcntc. 

lira Jj« = i 

AhoracalcuFc cl Draft* d* Ito urara parcalcs i mfBres; 

Dm .t s.. — tint fjj. + hi,. ) 


liui *in +■ I am b 2 


ln-| 


“ S + 0 

■ ,1 


l^^un Ij s/OOiliuiiVn u ij 


Pucsio que tuilo la muhj partial parcomo la suma parcial irnpar convcigec en i. hm, .. 
- 1 l^^ase d ejcrcicio HE-Hai dr la .section I LJ P. por loque Ij %cric cuntcrfcnlt. 


8el ™ a ' Q EJEMFLO I LaxntwiTHinio jlicmmle 
••■•^itaidiHas tinnnMn* ~ f-lr'/n 

t m WjKjiitiObMhr aJnw favato 

m * *, nr, & rqaq dHCg dd «mra. el firf at 

|>tachft.is 

i * Mr* «In 2 - O.WJ hew 

cumple con 


jincl 

2 3 4 ", n 


M 

k m m m m 


(i) Aim < if* porque 
(ii) I ini bn ™ Ifm - ■ 0 

*“+* *“+» IP 


n 4* S » 


de modi) que In vrrie cs CNTOvcnjciite dc tkucrdocou la pnicfrn »Jc la strie 
allmuntc. 


t«-l 


P ^ ■ i j j f t f F t ^ *■ J _ | I" 

.i» □ EjEHHO I U vrric 2 n alicmunic pen' 

-“l 4w ■** P 

3« 3 

Mm t*m " flrn —-- - Ifm —— 

■ ■■ * An - I 


I 4 

4-- 


'Mfli J 
























1*1 CAHTULO M ttJdWNfUir SMIti INHNUM 

l*.r Jo mac h coodicibn fii) no M sample. En wabio, vc« el limiic del *rm m .. 

de b wok : 

ir eirin 

lam “ lim , 

it * - 1 4 n 1 


* i-i \KjJf dc '.Nilttii li) c^icifin M it 
ci-i^tu leln iBfMDlHnajflerdldiftwdaiini 
*■ fcrtdl Mtk OteF m m < i. 

c^e^ki T? flp Ia weetfn 1 S 1 


lisle Ifninc no CJUMC. ile tmn*. <|»r li sene » dive/gente dc atiienk* con li pnieta dc U 
diverge neb- 

* n* 

ijemhlo J Proehe »i It vcfie V f~|r" —- #> iwivcrgeni.: odivcrgenlc 

n + I 

-,ii- j-iv | .41 sL-rie rlada l-s alLcrnsmiie, ilc tmxto i|uc [rule Lie com probar bs conditioner fi, 
e (ii> ik b pruebu de b sene illcrruinlc 

At cnnirariudc la siluncNki cn cl ejcnipki t. no cs obvio <|t*c b ittcturin dida p^r 
fo. - r/V + I \ sea dccrcdcnle Sm embargo. m mriMdera b liinucm relaunnada/m 
jcVU 1 i I).eni!UEiiirei|ut- 


fW 


X(1 — T ' I 

(X* + I) 1 


PiKSlnque miuMcmi solo i pus.iiiv;m.. f'l r) - 0 *i 2 ■ r 1 r " U dear. * 2.Ik- 

esu TTijncta, /e?t tkiicvicnlc en et intervals I ^ 2, *. I Ey,i«. ^uk-ru deter qui: rin ■ : 

/|nI y. ptrf It) tanm, K -, < ft* vuundt>/t 2. C Ln dcsipualibd b h -,e piledc ciffupmhir 
dc TTinncr-i directs^ pern in ifuu rvalmentc miporta vs l|iil' la suceskm dccreec con d 
t tempo.) 

Li eiVftdiciAfi (ii) vr vcHi-ipiwhj ripiibnicnic: 


Ifm 6. - \im 


n ¥ 


lim 


j_ 

ft 


1 + n 1 


» 0 


l J nr esio, b scric dada es convergeme ilc acucfdo con Fa prucha de III .sene 
iltemanlc. 


• Fii L 
#* - 
fi fPU 
K^Qxn 


estimaci6n poa sum as 


Una Mjma parcial di- t dr oiali|uicr sene tonver^unic *,r puede uvar comn una apri^ 

macinn .l mm suma totut x. pem noes may ahtizadu, a memiv ^lime la e\acti[ud ilr J | 

la aproxinmeion. HI error geoerado ul usar s j.. e> el rcsklun ^ \ El icorenu 

^igaientc ealabkcc qwe pa/j ]js ^ries i^ue k.uinplen ton b eondurum de li praeba de ij I, ,j 

scrie allcrnante, cl lamaiio del error cs nirnor quc K * u lo es cl valor absoluiu JlH it 

primer brmino i^imrydo, ft 


i EM^e* > 11^1^1%, 

pjirif 0 Horan*df lip$|AKidri 

> U m tfttiTT-'.Tr.ta IT! fljnt^rn n> rmnuryir 

li 1 *ft 14 Mgirt* Jin OlHan>n (n« 

4 i. -■ h j ii f ^TMi icHmirpi 

prmm 


1 

DtHGMi*ni r j* Sahc ppf b deirMPOreddn dc b proebii ik- l.i ^enr aticmanlc fc|LK' ^ i|ucdi) 

etitrt dm wmiH pan tiller COtiliCnilivm % y n H >i. JSc mil ere que f 

l*| “* | 1»a | .t*] " k f 


UORfHA D£ U ESTIKACIOH l>E LA SERIf ALT EM AMT £ Si * 1 l I! ^ t* li 

*um,i de LPPazL serie Mlccmance que cumple von 

Ei) .i ^ y Oil hm ft. - 0 

■ —* 

pi If Jo (unlfl, |Wn( » I* -V.| 


M < t 












V; 


■ 6n U MOCiOftl 1 lDir.U L nniH!Mhi(|ui? 

* l “ £*■***/"! Para lodi j. da modi) qua 
B! ' t!illlr*to Ufll i!|-H|ll|J 4 fly; cn 
SKu^Wicn al nurwo r ■ 


< * W4 





http://libreria-universitaria.blogspot.com 

SEC06N lj,* SSBiESAirMNANTlS 


m 


“ 1 r «lc»te la U.TU dc h vric V <-»* 

'*’■» dcAnicirtn, q< _ | , A «! Lonlre ‘ «fi» ifcciimlai 

' frinicrii iithmr uut }□ weri* 

**am* H *' 1 e * con u pnjchj £jc u wrie 




I 


* 


___l 

( n + If rtUft + |) ‘ „r 

1 1 1 


n * j | i 

„ 0 <ll. IWldoqiM! — ton f„ n „ c „ 

prime rm tfrmi. 


' 4rmi "‘“ Wrai,C " «* *»*«**. wsnh» U 


I - 


—- —+ -L-± + J_ i i i 

® » 2! 3! %I ~J<+ tT + " 

! _ | 


“ f - 1 + ! - 1 4 - ! - 1 + J J 

‘ U ,» + J* - y* + ’ - ■ 


0bient<j£rt: 


h ' “ *-> < = 0,0002 

y j* - i - r + j -; + j - ^ + ^ fc «.^os* 

acuerdo eon el tunma tfe j y estimocidn cfc la scrie afiemiinic, ^ihf qix 

k “ *] * fh < 0.0002 

f “oT«S om, .T” lk °? <K)2 ?" " toa la ,c,cer;i tifra <w™i J* mat, 4 ue icncmos 

s 0368 0 ue e * Iusiii |ji [Breen, cifra decimal, 

■ MA U rcgJft tJtr i|Ud el irntr (aJ um j* para aproxinws* a *) es mmnr uut ej 
mcr tirmino ignorado cs en jcukl vdlida s6te para scries ahemame* H uc cumplen con las 
condiL-iones deJ ttioreoui dr fa ctfjmtctfn dc la soie alierrtantr. I ,j rcjjjj « -- r , j 
fflros tipos de wru'v 


“IS EJEROiCfOS 


■ 1 J| tQud « aru send .lhcmanie? 

^ * *’ n 1* L<| i»diprinc>i uina senc alrcmantc converge? 

' c? ^ c,li ' cnndicirpiw* v cumpkn, (i tfu6 puede decir con res- 
nl fTMulurp rlc n 

* !■ writ, pun vw i| ntn ctmrgcnici o divei^enld, 


' 1 + i 

j + i- :*+ 


i. j * j 

4 4 - A 

i. \ ^_ll: 

i *• * i 


? 


7* 7* + 


4. i f - ,r - 


,. In(i» ■» J* 


1 Inir^LL 

2q * | 


•.Ji ir 


JMr£ 
■-j itr 

iL,i i(-ir +i ^ 


rt' + 4 


—j In N 


IS. 2 


vcih n# 


■i " 


T'l 


BE i ) 

\ Jt / 


II Vp 




it I^-ir-Hr~ 

i2 


i+ 1 -l 


M. ji-ir' — 

.-1 n 

V 

" “ n* 


ii- E i ir<M 


c^-l 


(f) 
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CArlTULO || AJCHKftftiy 



t'dcwle la* in pffirrmm pBfciakt lie *rrrr y 

liihufc i#Mii Li mneoufi Jc E^rminu* comn la iittrculrifl Jr las '.u- 
Inn* prucialfs rn Ij riiihniu panlalk Etfime rl error . 1 1 m*i In d£ 
ciffii ..a jwunl p*n Hpnmmuftc n Li Mima eumI 



1 ir 



11-li IVihurnir qyc Id *cne cs oonverficnlr ^Culntirt 

Jc b iCtve ne t <-vila iianuf pjja deienttiftfrr la vuma «ffl U rurttEud 

Uriah ii 1 

HJ 2 - ' 7 - lienw | < 0.00005) 

” I ■ 1 ft 

14. v 1 ■'' (|«Ror| < D.MXO h 

*■1 N -* 

K. v Ijccnrl < 0.000005) 

lirw! 

■ 

It Sl- U'W (leiror) < D.Ot) 


Jl. ( .E* la 50 * Mima paiviat iy. <fc I* ™ allrnmnif 

I | f 'jn „ru citimanflft enwvrva (l nn* vyhemmatiCjn v 

I* «tm* Win)? BspUqot 

J7-J4 . Kir.) i|LH’ vu)<i(*'i tk p es ccmvernenCc L.nln ■.cnr ' 


17 . 2 


l-ir 1 


» r 


33 . I 


! If 


- - ■ n *■ p 




35, DemLK^Lrr Ljue es • Luvelpcjiie la xric L ' I " f\. dt.rkk 

b m - 1/ft *1 n cn naip.tr ^ h, - 3 /ft* mi ft e s pal , Mur quC no * 
aplkp la prucba tic ta Kfk allemantc' 1 

3k Sign li:>h pasoft fliguicnfcs para Jemnstrar t^uc 


* 


r-ir 1 


- In 2 


Scan At, y K to* llWMtf particles dr tos iCHH irm^Ka v 

amrifiKa alicmantc 

1*1 DeniiK’itcc i^iie J> “ A-. - A. 

iOl Scgtin el cjctchtid 40 de 3 a sCccida I IJ 


17 -W Otoeft£a II a *alftr aprentmiclrt Jc In sumo lie to senr que sea 
CiscrectJ h.r-Li Li cuuri:i cil'ru decimal. 


17, 2 

{ 1 r 1 

w 1 

('1)"W 

«' 

H" 

». i 

t-irv 

icr 

». 2 

e-r 

(-U“ 
y* 1 


h f Ifi ji — 1 y cuafido n —■ * 
y. psir Ils tanirt, 

fri- “ Iflflft) —' b y cuandn n * * 

ApoyjbdcHC m estos hethos- y cl inctn> tit. JcmucvUc qw 
i : , —* In 2 tuoniu ji —■t x. 


11.6 


CONVERGENCIA ASSOLUTA Y LA5 PRUEEAS DE LA RAZON Y LA RAlZ 


p ^frjjbfli ^ri 4 b o^w^ercii i* 1 * 
W** car f 0 * 4 1# isr 

jiUntfrlrt PM, if Hitt wgtol *5 lOi 
3a iTBpubr 1 fn 

•I 3 , ft cAwvt Qaf b idft# ijc b 
(aw^>4 «tor.fcrtj afuftfl a nc« im 
HdtttfiM 


uiiii seric ^ w*. tnnsititre Ills senos ffnrflKpondicnlesi 

Ski “ I «i I + |i»l| + I oil + ’' ■ 

cuynv icfiTLiuio s*nn (oi vstore nbsolmw tk hrs EerTT>mo> dc U wnc ongmal 

ft DfFlMlClOH \Jm wie IcLiC dcnoniLna atHnlulann'otf cum rrgr Jtle Id ^ 

nr ik- vaJores rtwMoA ^ |cr. | tiwwrgimlc 


*i 

A 


II 


(Ih^TVr i|iie m i (j rt cs 11 li, 1 MTic am tcrminos pnstlivuv cn scgnuLi ir#,. 
rsrc ciivii. In arrivergendu obsulitcu In miMih' ^qc la ^unvcr^cnciik. 


A 

1 


1 -1 r 1 





J 


fJfHPlQ i I n s«ie 
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Atootywr LAS P*UE0AS DF lA «A70NT 


l AAAt? r ,|, f|1 


ponjue 


i - rr r; 


i-V-,* > + _l + i . 

fi to i 3 3 4 ; * p ' * 


eh Unu ^ nc p «™*a|«ie fy» - 2 ]l 

* W " 101 v “ «W mndnica ate*™*. 


- n*-» 


YlZll 

u 

ri- I ft 


- I - 


i + * 1 

2 + 3 "4 + ‘" 


loiivl r^ciilc (vditiiticjciiiplo ( Jc In sca .^ n j 1 


**' I » | .-in + 2 T T * ‘ ’ * 

que es ^ 1 HVIr P «" /• = 1 > >. r-n In «* diwnj ra i c 


® Um «*£«. « Hum woJM —h—^ -n.tn.rni, 

.-.Hivcrgi’iHr pern nituhv)iul;imcnteto„\creenK*, -"'^nlr m 




wigenie En c\lo, afirni'ILv' 1 ™ :1Im0,,l<;a “ h «™"le c\ umJitKiniiliiKnre t „„. 

Tu . ’ *N pwiblcqu« una seric senisomwsemt, pm,4, c 

ftca ,C ‘™ 1 ' a +* «"W* — -t'm- 


[T] TEOREMfl Si iiiiji sc nc i 

convtry^nk. 


u n vs .Lhs^fmamcnk- coim^cnrc. vn uinswurmut C s 


DfHOiTMClflH ObsfifVd l;i H,lk>^Li;ilLi.ul 

G^o. + |<j.| == 2\o.\ 

K c ' crta ptKf^uc it*. ts ir. o Ncfi, Si - Ur es jlsululymrnic Lnunursenn-. p** U» mini 
- l fl, i csconsfijjfiiic, dc iiwdo (jiiv i 2?aJ es roovcrjcnlf Pot h» units *cs:un l.i pfurki 
de la coraparacitin, - [a. + U J , !)<ss convi^eniC: Eniiinw’., 

2 «. -X If. + kl) - Xkl 

*' **** w-n :>irri.viw t. de fa sene tel es la dilereocia tic dus scries frmvttfrgentes y r ptir In tanh\ fimumiiU 1 
® J **’'* Ijwt fa « es alternant. 

ttm POHIW v negari™ (3 EJEMPLQ 3 Dclemiinc si |& !tfnc 



ji OWN 


CttS I 


ciw 2 


ojs 3 

+ -:— + ■ ■ 


w-l H ■ \ 

cs conveijjcnic n divvr^cmc 

jOUrd&H Lu Scnv [Jtuscv liTrnmns imim jmsiiivus, omtn ncj-Mlist's. .. . s >"<■ hi-'iiIl’ 

rf-| |>m fiet terniinnev jxisirivn. los M^uivnlo jk.s %mi n> ■ tinn'- \ .. lies tiuv > 

gtwrn M« pnsilps<ps I IPS slumps IMP siyuen IIH pulnirt Ii*«;i|i;ll ■ I'jlltnui-s pimk- 4 j»lh IP J 
prticha dr uiJilpiil,it mfl u lit 'tllC de Sulnrcs ..ihsnlulns 


vi I v'ips n v iw nj 

— !—?“ ' A- : ~ 
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Fiicstoqw f cos n \ - I para icida it, C0I«kc» 

l«* ff 1 - J_ 

n 7 it 

Site quc 1 \/n es ontivcr^cnlc I scnc /i C<m = 2\ y. [H*r la LaitiCK X cos n /« cs 
ravvvtrgefTte vegan la proeba gsai cmpardcida Dc csia maiiera. hi vcne dLhlu i kov n,i/ n 
cs absoluiamcnic oinvcrgenie y. dchidn a cso. eonvcrgenie de acrerdo can cl Icorcnui i 

La pitJCha vigmcnic es rimy util pam dcLemnnar u una ckrta strie cs abspluiumcnit 
Ci mverge rile 


Kt&LA l>| tQfffAKAUON 

Um 


til 5 i Jim 


I ' I. en to! eu^i la scrie 2 & absolitomcnlc conurgciue 


■ —^ a t 

(y, en consecucncui. convcrgentc} 


i\n Si liiti 




dm 

c*. divergence 


L Labien. Inn - - — cn scguijj is veric X «- 

I | ■- y 


(in) Si lfm 


I. hi rcgb dc L-nmpurncidn no cs cnncluyentc: cn dear, im 


puede conclusion iilgyn;i can respeeto a hi curvergenoa i ■ .1 J.i 
divergencia de I « n , 


( 1 ) U idea es comparer In wnie diiUn tori una vene geomeiricii converge rife Pueblo 
que L < 1 . puedc escort un numcm r tail que L < r < I. Como 


lfm 


ffi - I 


L< r 


el coamm k,,/«, j por ultimo '-rn mcnor que r,« dear. existe un enlcm V taj que 


ffi. - I 


< r c uando n & N 


a que equivalc, 

I " ni 1 1 r J^mJ r ciiando 11 ^ N 

Al hitcer» /p suecsivunu-nu? i^mil u JV + I, fit + 2,. cn <4t. obiicnc 

I*.*| ' l ,J vJr 

| < |fi*. 1 1 r • |*(i ff* 


y. t?n (menl. 

m 


|etv,*| J | a* | r* paro lada A i» j 


F * f 3 £ _» g e a 3 
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Ahcpri In vffif 

.? - l‘'*J<’+ lovjr 1 + ]«„[,> + ... 

oormrigcmtpon^wrr unj vne -■ - - 

■ J ""'“ cw ij ^ *» ,j *"**- 

«-?■. I "" 1 *,?, ,0 ***r “ !"'*il + |a*.i| + |r ( ,.,| + ... 

^^^V,..,, | M t c 

T? «™»iSc«.c. . . la t *>r I.. v „ 

“ 1,0,0 ’ ,e0i I: •» *ch. ci'ur t ;L; # ™ *• I “••./«-1 par 

i Hilt 


ll 


Ml 




> I 


sicmpn* 4uo fl .V 


Esio sign,ha l«.., I > | fl . | Mcmprr Mllc * S> ATy<fe « lc nnrfu. 

iim n , ^ o 

Eh WWIKIKB. v rt (hvcrgenle | 3 pn.dud, la divergenrii 
I n i ^ 1 Ir(l ' ,IJ 1 ^ re ^ u ^ ^ompamcidn oEahkce uui! m hm 

£,T“ pr,,,,,,r ‘ :i, ’ na info “ - *-*•« SS, . 


i 


i 


f/„ 


+ I }' 


J_ [IF+I^ 


penu para ht sene divert re £ j ,/u 


K) 


I i: J CtiunJi> rt « 


SUMAfi 

^yir-n Witr** fls1ud| ^ wnw 

* **" * *“** «* K «**& y 

j*., -- ****** * CM * 1 BflrttH Ml LJtftbs 

a- iOuMuMtt 

Si 

«*e «n pi f |«»r^ 4 
•" • w » l "-*"*>.*'• 


IT.. 




T! + f 

J_ 

« 


n 


1 


if + I 


■ + ± 

n 


cwndn ij 


por to EonU). *i Jim,-. - hi, *i/a.J - L fa serie 2 d„ pixlna sur eofrtTrgetik o discipm+c Eit c^ 
i£ ca.wi, la regia de comparocidn no Tunciona, razdn per la tual d c hc dplicar ulra pnitbo. 

» y 

EjEMPLD 4 Pruebe \t hi aerie ^ |- I T — cs alfhoJutairiL-nr^ ainvcrgcnlc. 

h- i 3 

I0t(l[l6N Apliqtie hi rtjLilsi dc corn Fumic ton con n n = i-trn'fy; 


■ I 
Urn 



i ir'iTi+fr 1 



3"’ 1 

in + N 1 


i - (r«' 
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,* c*l. M dc ^uentocofl I, rep la <k com^^n. b «ric doda es 
. .« s eM» y. cn tf0rtrfcoe«cii4 convergent. 


rr* 

I'l i ftMPLO 5 Piruchc la serie 2 Jf 7 cs convergent. 

HUinoa pu«to i|iic k» idmUiu* o. flV» ! **> P™ iliVHS - 00 b * lCcl *«■ 

lor ahyiluEn 




In 4 11"'_| n!_ _ <n * I M;f * IT 

(n + | |! ii* </l + I flit 


(Nr 1 )' (' 4 r 


CUdticSo ti * x 


i Vfrwctuadoii Vfift.i Ruesquo r I. b sew tlikb c> divtrjcntc M^un la regb *k 
compHTfliciAn. 


• .-i Ln regia ill? comparin': irin Hmeionii cn cl cjompki 5, |Vm un rnolodo m.r, Liu. 

c-* U pruofrj cte Li divc^encia- Cuiim 


^Jp, 



IT ■ jrp ■ ri 1 ■ ■ 1 ■ H 

h 2 ‘ 3 1 1,1 ' u 


sc nsEioro quo ir- no ibndc j 1] clwikIm jj ■ * For In kmki. Ill hth 1 iJaUa e 4 ! dhcrjjaLk 1 ^ 
uni! Li prochia <k la divergent ia 

h* cwmenicnie iiplii-ar b pfucbi Misubnte ciwmIo tuv pnbnuiit n-c^ims^, Su den:--- 
Er;iLicm cs Kimibi ,i b de la regb do cnmpara-uiiin \ dojii on ok l- joroloin ?1. 


PRUEBA Dt U RAil 

|i| Si ttn ^ 'a. ( = L < I. on sogukb b wne *i c% coftvtrpc^n 

ic Ey* por Su tnnto, converge me |. 

fii) Si I mi \ !rt» | L > i o Inn f I <*. I = x , itcvpufe In ■sirit* 2 n„ cs divergeiik - 
iiiil Si I Em \ <i.| -= I. >4 prucKii tkr t.i rai/„ ni> ev comrluyenic 


liniq— \ I. por In tiiihi l i Li purlc (HiI Ut In pniobil hk 1 I.l rut/ (isLihk'n’ i|ik' 

Li pructh 4 no profMifcmiKL infoirttaciESn. La scric !l u„ podria str ^tmvcrj’criK o dhcrfw 
1e 1 cn t;i Je compmacWn no inicnic con b pruchu «k Ij nlz poft}ih* V- * 

rd nii.i vc/ mav l Y \i /, = t cn b pnx'fci tk In rat/, mi inlcntj la icnla Jc cartipal*."'^ 
p<rque umbu-n Inllafs I 


l J» Ml Mp L0 6 FYui-hc III conWfrpL'nciu <ic la htil- 

ksiid^i 




'* . . . ,a M,,t J " dn . .. d, hl nli/ 
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m 


REOR£>6NAMtEMTOS 


Iji prcgimiu M lM| ., N 


tldiiMliiiciigtf « ’ 1 * ?? T e ' :unvcr Rente . 

B t. tienc relation con la prepunia si la* Mimas infinite* 


ijn cfiii'Hi iiiniu tiiui^N. 


■ vcnnipur- 


^ .mifu I mi! nic, m reurtJciiii 

ivifflhlN Pcrocsto am tL -in 

Uft * *<™ infinite 1 n, sedn a cfttcmkr 




den dm i, u tt t. -™ m,J vefU? t^lcnada simpU-menic al cjmbbr cl or- 

1 > Icrminm. Pew ejcmplo. un rcnd^mnnj 


lie n|n Jf i pcxlfYii c| >.|L!Liii;ii|i,' 

i{ * + fl * + «* + m + m + om + +■ 0 , + W3I + . ♦, 


Kfsul(,| L(||L- 


‘‘i ^ cv i mu sene iihvnlmanicrild convergcilic tie sunui 

Cri ,al Ciisl * trualquiur rcorde mi mien lode £ a ucne la omnia swim , 

Sin embargo, twilquicr «*lc CMtioofaM eonvergenie v (Hicde con h> 

cluI la Mima sera diMinia. Pin ilustmr esie hccho Consltfcre la f*nc arm^ica altcma 

m i -i 


_„■ L 1 P ■ ■ P 

1 + 7 - 4 


- In 2 


i CHt sq eteclfl li Suffia 'in' ll sbtif? 

:* mpm uda ijiin ite raj limbus uu Hi sueeswn 

A ’ami (SStiiHes, pdfO L’l larih! on ol numc- 


< V **“ ejcrricio Jh en la scccion 11 A) Si mwliiplicu h serif por!, olnkne 

J ” i + a *" . + iln 2 
Si inveru cero* enlre k*s ifrniinoi dc e>in seric, lierw 

17 | £1 -l- ? + ll — [, + £1 + J + f] — l +- * ‘ * ** ! In 2. 

AlWrt ^iime b serif (k la% ceu.tcinoes * j 1 uvtndo el tcorensi 11 2 H: 

IT] I + i — i + {, + ' ” ! + ■ - ■ ■ 2 In 2 


ObwrvL' que la sene en i%i eonMade |o\ mixiHis icmnnos que cn ibL pern remkiud^ ile 
modn que kiya un lenmno nc^ilno despairs de caJa par dc inrunos posinvm Peru Uo. su> 
inns de cstss serifs ?ii>n dilcremcv l>e hecho. kifmnnn dcinos[n»que 

si i a n cs un a sene amdicionalmcnlc conscrgcnle > res eualquicr niiiiirfi» real pr 
li) umti hay un Konfettaiincma df s a. que dene una suma icual a r. 

Una dcfnoslracidn (te este hct'lio se phinteii en el cjercicio 4(1, 
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■ft 2 - h 


111 - 0! 

Ill 2 -6- 10 H 
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5 ft 
*4-6 


H'lt 

■ ■ OH 


?-K‘ II ■ M 


+ - ■ 


nl 


2'** 


»i l [r ^ 8 -, 1 .v:.^ + :, 


79. I.(u icirnino* dc uiui sene se definen cn fonni reciiraiYa iiie- 
ilianle I;i^ eeuacH )ncs 


• = 2 


5n 4 


M. 


4» + 5 

Ikicrrame si 1 e. c* cofiiv^cnic n tirveiffliJc 
30. I n.i i ne In. Cii.i 11-,-1 Mini, i tic anuenlo enn Ins rcmirinncs 


it 


t 


- + >Ltis rj 


drill 


■x 


J iU 


I ktermine *i 1 a r a 

If. < 1*jrj Luj3es Je I.m -.rnr\ ip^uiciH^ hi replade Lunipanu:i6n 
L.MKbvejite k^deor. nu pcopoaiona mu tespuerta 


iSelmul.ii : 1 


'» 2 r 




n 

i-jr 1 




y if 

fb > 2 ~ 


kfi 


■ ■ * * " 


Jt l p ir.j enOle< eniem* ji- ■ .ikvim £ hi strie sijiuirnir cs cinivcr- 

I»«e7 


v Intf 

r. I**} 1 


13. f*i fJrmucvlre ifw X’. 
rh? rviinAj <|iw Itm* 


«7w' MHWeipr |wwji lulu j 
' Vdl (1 pafsi Mb I 

H ■' 't- "I-., vrnr i-in h ... fHrtprpwn. y v il r * rr„. Jn m Sn 

|mum ’jiir li'rri. f. i I. iJe FTHMln ipie ). ft. r eunwsj!FPilf 


U regia de eomparaddii- Corrus ei I" imuhI. «ead 

du,s dc PT I^itwww.« 

+ fik ’ + + 

ra| Si ca. uiui MjvC'.i^n dcvrecteni^ y o « U tiemmwz 
L " L jn hi Miiiii! Lk nnn ^enc jjeanlL^n^ ^uc 




- fp. 


Ill) Si (r4 Cl Uiu iUCdirt*! iicntucMrc i|tic 

„ n*, i 

i -1 

IS. (up Citeuk l.i >U-Iii4 poidjil it efie Ij '■erie S’, I n^'. Cob jiu 
Jii Lie I ejereido 34 l^ipppk d emir il s\ eurmiuna 
jpmotimiu.'li'iii a hi iipftta Jt h sene 
chi tfclermine un v.lIhpT de « de ^ue ^ nu dirierj 

E,N*IMPS ik Ij ^uimj ifjJ Um.- eilC VJllif de u pnn 
un vaku apnuMttkilo dc 1^ «imj Jr U veric 

34, | 'sc La suma Lk p II^ pnmerm I hi limaim^ parj i^irncr un •■ -i.-- 
iiprcispnuMJn dc hi %ninu de la scrie 

i; — 

*-i - 

Aph^ueel ejcrx-itMH *4 para csxirvur e3 

37 . l>cmiesrfC b pwhJ Je b «at fSlrre^iif id pom ia 

fHfrtf U£: lomc fuplqusef admen * tal qne t r < a > 
apliqnc el hedtn Lkt qu£ htiy pph enieri' .V ial nue ^ ' a r 
cuundo jj ? W.J 

34. I'tacia 1910. Sninv.ka Ramaflujan, maicmiUeo lJc la tntlu. iV- 
cutvkS la formula 

1 . Jlil V infill 303 * 36AW1P 

w " *m\ ,t P Otij^w 

William Gfps-jwf uMli/0 ettn %eric en I9K3 p.ira ljIuuIoi Impr 
meros L7 mi Hones L te LUgiLos; tie rr. 
kn Vcn hejue t|ue In serie sea ctulvcrgcilli: 

\b i ^Ciuinicri lu-gjie^.iksimales nim\-ioi dr “otnkncel 1 ^' : 
m i*iki cl pnrrwf lemsino dc b «w" ^ Qne pa-j ii 

tlot teimtmvH? 

M- [>^ij euak|i.nrt ^ir - d- Jenne urui ^pm 1 d. si pockw ^ icm- 
ptisili^sTS de I u n s una sene 1 u. -ii li^l^ mls tTmiin"' 
wm lu^uivo.^ tie L \U PiUliscre^peL-iEicr'H, 


d H 


Or + j <j- | 


ii. “ Mi, | 


( Whflir i|uc li. ' 0 , kii lank* yt. >i + y d + «fl. ’ 
qnen*< 0. Ueifuki o, - rf_ y <i: l> 
la i Si nf^MdulaiRienLc cximeigrnle. deniLk'^trc que tur«' 
la sene :■ o; eomnb >Ui. mmii v L HHi*r , naciices. 

(In rr, L-v i umlk umiiliiirnle i.imveigfHtL" ilt-murMfeiF 
EiinliP hi sl l IIl l ■ i. %,’■ illbiP 1.1 .;. ir, \t\i\ LlkeV^CHEes 

#0. Dmiunlw qinr si 1 e* una k «erie londft/Hirujmnile 
Ir j r e* i.uak|iiiefl immem iejl, en t-v te hay un 

m If LknJffl irllh» de t ^ ^UiHii C 4 r [ itfv irur. dlllh* 

notflr ilVI lIcI i'|L'n n in l"i iL'rne NikiMilk inPIr* wrmiJios 
Vip^dJ de ppm n h m |i*i' mi HiPPUL k!^ illuynr t|Ue r l.ucgp suiMl 1 - ,,,, ' 
nhlNi'irhl» IfiiPiini'- iiegtilivos *i. fKiniijiN' hi miPPUI aLLUiiiilii1^ J 
i. , ii mennr i|Ur i £ nhlinilc- rasi y flpllqih: eJ lentvOki 11.2^1 
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i 


11.7 estrategia para 


U— 


PROBAR SERIES 


Va contNJi! vninins maiwrus tic pniKar lu ciKiw^cntia o divergence de mu vcric. Ahum el 
prublcmn cs tkxidir cu£| prueba apliear en qu£ scric, Eli otic ospeetex pm hut *cries pm_ 
rwido II miugrjj- ftindiH|«ft Nii Iwy reglas rightoy ripkL|K am rcspeclit a que pruehii Fipli- 
t m .1 una vent- dudii. pem puetkt suguir tos ruatmcndijvutto siguienlo, puo[u> que Iv pueden 
scr Littles 

Nli tfs pnaiknti' apliair una lisia de piuchis en un nrikn apalfhn haMj que una icak par 
[uiK'HKiar Ksn M'ria un tk^vnlii nt tic ncmpir y i-dut-mi. En lugar ck l eso. ul iguul que en la in- 
legrucirtii, b estrategia principal ^cbitlcar las crus ik- ucucniu am su /Vjnw;. 


1. Si la seric es tic In forma I I /tt*, n una scric p, lo cm) sqrniliiu que es cimvcrgrnie 
iii I y ilivcrfitnlL s-i p I 

7- Si la scrie fetlc In forma £ tir* 1 ci £ or' ( cs una stric genn to trie u. la mal fonu'^n 
si |r| < t y diverge si | r| I . Sc podifan deque nr al^unas npcrjcHmcs algehi.Li 
tits para hater ijiic hi scrie ulcuncc csla lnrm:i 


■ Si la scrie puset una lumia similar a lu de una scrie ft n ;i iitin writ: gcnnrfi'rica. en 
till ca.su sc debc coneiidcrar una de las pruebax [xr tnmpiiniLinn I n pitniadiir. m rf„ 
cs linn Iitreinn rmional o miu I line ion algcbniica -I - m to da ir. que aTWenc r.mo 
do pnlmomhts), por In lanitx la vcric sc ikbc airnpanir tunim urm scric ft Observe 
que la iiuynnu tic las series de U>s cjcfcfcim I I \ puctn esta Inrri.i tEI vjJi't de 
p sc dche esenger cwnoen la section 11.4. y conservur sriln las poicnciot mas alias 
de n cn cl numeradra y en el iknoditnafiM > I-is pn ictus pur aimparaaott sc aph 
can stilo en series con terminus positive. pern si £ a, tienc alguwh tcnninih nepa- 
tivns. en seguida puetle upbear la prnchn pnr a imp: until'm a 1 \a.,f y prubar si bus 
ConvcrgciK'ia absnluiu. 

4. Si es ftfeil ver que tmi. ., v 0. en lal casu sc ttube apikar la prueh,, pjra la di* 


vergencio. 

5 Si la scrie es de la forma S I - \ f 'h., a bien. I 117*. cn ul cbm, una pt-sibiSidud 
oh via lit praeba dc Jn stfic nlkmirk'. 

tt Lju, Hrnes que cortLicncn factorialcs u tnms prHtluclos Eincluwi una consume elev.ula 
□ una ptflcm-da n-foimal sfc prueban en forma itcepiahlc usando la K$h de i unspara 
Cidn. Si era pm picnic que i - l vuando « * ‘ par, tndas las ^ P >. 

pc# fa iMiio. todus las funciones rationales n aigebnucits de a. En esu^ icrnnmix lu 
regia tic comparackm nti sc ikbe apltcar para dkhas senes. 

7 Si V* cs dc la ftmnn (b. T. p^>r ^ lanlo U praeba de iu raiz ptttlria ^*r util 

• Si t i f{n), dotMle V f(0 th pnede cvnlimrcon fad Ud&Lcn & insecnenci j U Ijf>it- ■ 
im de la inicprai cscfcciiva (smponiendn que la hiptucsis de esia pmi ^ 1 1 


Bn I os ejomplos aigmenies no sc pix.sc.ita lodo el dcsamdltK tdno qnc simple,item * 
indica qoc jinicHa sc tlcbe tnuir 


ft 


n E|t«n.o < 2 t 

Puctlcii(uc «. cuurKl,, N •». drtw 1MI .r U |»»^> . . 


v j*i * 

H t>mry 1 iff ; , An i v 2 

f llt hH o* cs unu hint km fllgebrntoi de it. eittnpurc la ^ne d.Ltlu . . . SCI 
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m \\n CAPlTIlLO II f iERJft (NFlHrrAi 



1 ,1 Hf w dkr coffifkafth r ..fl lie lib pfUciia de c 1 mi rpaf,K,'4fka CH d IfrtflrEC £* i. fa. JiilV 

>rt 1 _ ft 1 : J 

* ~ l^ 7 * lb 7 ~ hf ' 

O t|CMPLO 1 V 

Puesio que 1-iL inlcgnil |, \r ' m’ evahki cun faciJidad, use la pruebu tie In mle^rjj 

Lil regia ite oxijpai iiL ii'iii l^inhit'M 114111 lunn 

,j" 

EJEWUH Vr I) , 

■- ! ft + 1 

Cuittri Isn scric c-'i jilcrrumEr -i[iIm|hl- h pruebu Jl- la serve arCMiaotc. 

\ 2 ' 

13 tJEMPLO S I - 
d-i A? 

foil** Ll <IK «M(ictK Jtr, *c aplua 1.1 icpl* Jr cwnparaciAn. 

E| ifiPLtt 4 V —i— 

■-k 4 + 5 

Ini sow estieiBtchainenle ftrtatiomdtt ewi In Mine gfcnmetricu I l/J', per loquc ** 
Lipina fa prucha pur cumparacidn. 
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ti Iflfl 

II. X 
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?J. X 
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*1. 2 sen rj 
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i j v Sl ’n 2n 
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T --— ^ II v fJ [ 
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Pm Fi 
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«. V 
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*'• I v77 
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■ 
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i^-L 
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tEcctON n t wrii: otfdufNti*. ( m 


SERIES DE POTENCIAS 


I ria de pott mins L - U(U serj,. dj | N 


, M*tS fttGQWIMfWAS 

ina Mf»« ptfmrui« !**« la wtf 

(Ji, 4*10 01 KD IMwei A tfVt luntiW con 

putpdc^ im.i sfliK 1 [rtgbntifniiijea 

^ l^cmrit + h. 4'tl ltd 

m BW m EHfOl WHWIM. Mfi flAWS VXJQ- 

tsia w if m* mi «nad<i4» Id 


Attftr ffWi iMtf Li'lUfl Wm 

01 1 * clic an JdWftwui faph n v Iwego sn 

ww 


iu 

I* * U1 - lo - iMn - It--3-2-1 

“ In + 1 Mil 


m 

(Inndc 


V r j J 


r* + t rJt *■ t zX 2 + Ol' + 


x e* lira variable y Iw p m son capuJama que vt dewmiran twlirienfta de hi wrw. l J :i 
mtjulti t establticiijj,. k Mine (Dmuih scfic de constates < )U e pi*dc prdharmw , n 
^‘rivcrj^eiKteso divn^uics, Una M£ric<lc pniawfa podrta %ncumxr&Me para il^u^ xa\o- 
fc-, ik- i y >cr diccn>ciiic p,ini tKm-. Mima it L, ^ uru fy,*^ 


/( 1) = fu + f i T + f l ; + 


+ r*jr* + 


imu dnmiani e* cl rmijimio dc Hulas Ills v para las cwUes 3 u «tw & tonver^nte, Observe 

qne/es pnrecidii ji mi polinornfa. Lh rink'ii diferunda cs que/tiene una estmidud mrmiu 
ilf ItM inimis. 

Poe cjcmplo, m hace C, = J para imia n. la serie dc prtencia* « transforma ca uoa ^ 
nc feomdrica 


2 i" 


I + ;c +■ t J + - - - + x 9 + - 


B —fl 


LJLIC es convergence cuandb -1 < t I y cr\ divergent? cuandu |.r =- I utfasc eeua 
cion 11.2.51. 

l-fi general, uru sene dc Lj forma 


2 


2 fj(' - ®Y " in + filf ” et) + r-la «!' * 


■<p«"4l 


sl* ik'nomiiiG scrie dc pitliindas cn ix n), o hen. sirie dt- [mlcndaA cciHradu t-n a. o 
tairibieiK serit dt- poivndas eon rapecto a a. Observe que M eseribtr el tirmjno Lirnc^ 
pimdiente a it - 0 cu las ccuacioncs L j 2, sc ha adopiado la ci»nvenci6n ik i i 1 1 I 
jun Luandax = n. Asiininnoi. note que euando i = a todov Ins icnunms mki (| pwa n ■ 3 
y dc CMC nmdr> Iu sene de jHUCocias <2i sjempre es oonveipenle cuandn j = a 

□ EJEMPIO I ( r Pura c|ud valores de x Izl scrie 2 es eonvcrperUc? 

M “ll 

(.oluCIOK Apliquc la rep la de eomparaeioii 5l denoia con r!.., t oitm « aeosiumhra. el 
fi^sinw lenninn de la wric, despues o. iil.r'. Si t ^ 0. 


Ifm 


t*m f I 




hill 

m— 


In + II! jr"*' 




Irm t« + IH x | = * 


Sepiiii la rwh d*- 1 L-ninparocifin, la scrie Cs ilivcrgenle euamto \ * 0. En esios hinmnos, 
la >erc dada converge cnando x Cl 

* ] T _ ^ 

l^j EjEHPLO 1 j.PdfJ qik valares dc .1 la sene 2 “ - rt ccMrtwrgenle 

«i i| t ion Sea (i* - U 3l"/n. En lal caw 


th. ■ 1 


u - 31" +1 it 

tin 


n + 1 it - 31' 


l + — 
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■It - 3 | - [« - 


ui.iihlt> ft T 
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CAPlTULO It iue««ONilT Si»[[UNflNir*l 




I* 0M In !T|ila de c.im|uw«n. In «ne ilniln c* nh^.lulamcmc >7 

loK.n.ftsan^iHecwatof^ - 3l < I y I* - J : - I Ah.n, 

U-3|<l <=* I'-* ^ - <t<4 

tie undo i|wt 1.1 «i* tonvcnje eumh, 2 i Ay <iw«e «™™to •' ‘ : " birtl * 1 

1 i re^lH«fc©wipaMcitw<*► pmpotrtwu.JmiJiu.meuamki i -3| I denfada 

4 |ue cfciv YiAudnr i - 2 y j J pot .. Si ' 4 <"t. ~rie. sc 'ucl* v 

I b teric atflHHiwa. la cual n. divers* rue Six 2. la sene «ii' I ■’ In mat«% 
cnmcifcnlc (If Jtacrtli. CSM la pmeha de In "tftK .jllcrnanlc Plot evlo. la serif <ic pmm 
cisu tbda vmirvcrtc fuJa 2 ■ x< 4. 

y 4 vtff ftjiw ft twi principal dc bs >cnc>. potencra «* p«3p«c>(irwr uru mantra Jc rt 
pro*our Altfurk* dc b»tuncKWt ntfs H»p«.mr b in<es igue Mjrgcncn h'u-i > . hi 

mii-a. fn prtii; Lilir fa mmu tk la scrw dc pmeiurm* del ejernpta tigiitcnic -■■ lliimti f m . 
eimi th' Ikwl, en honor ill atfrinniiio iilccruin I m i1m. li Ik-^-l r I7S4- IhJf ■ ■* l.i hinm . 
Juki i a u d L-|H-cc^iM ,15 er-. iiiro ejemjiln de U limtji'm ik Itc^vl. f j n (jTcl-io ■ 1.1 lorki-i 

ouneiuo pnaiK'Hi vUiiPkkh Bfssd n^uhti'i III l\ li.ii.k'ijj ■ k- Kepler p:sa j. du'-cnlm d om-. ■ . ■ 

Eli dc h* pIjincLo. iJcsdc epoca. csE.r, liincittnes nplicun en divert .im.irmui - 
'■kas i Mn olvkhir la diMnhucidn de lempcnrtunn crl una ftmiru circular y Im Immi de ufu 

rriL-mli* . 411.1 4k 1111 iniiiiMv »t 



t||HFLP l I kk-nnim: cl ddmirtio dc b lunLuxi de lic-^l *k wd«l 0 iklmida pttf 

y ' ' i*-D.ri s 

lOiUClOK seji«„ - i - l)'.v-Vt 2 -"(-Fb ; |. i'll mUmm. 


■ Q&sihffl (^pwi l.i mikcimnt^ii ft} iDodelo 
9e™*j W CJawodofAltil r.ijnl uiilura 
iv^ni de ESriinl ^ -d? ma^i) tarote 
C« la liftij'^ii rterfriifuvfriEpig 


Oh - 1 


f_|,-'i I !i-.pp 


I3L 



1 U"1 ; " 




2 : '|p.!| ; 



2 : “ : <» * nVr 

Jt 11 



> 

JT 





pjfa 


^ n 'r <l ' >i * *“•*>«* la ... h «tic dada cnntmc i- 

d<» l«t vnlwcs de x En olras palabrav d d..rnmm de Ili r.mci^n d L - llc^el 

(-», u) f- II, 




Rctucnk i|iH‘ la. . de ana «nc« »j!«l .,1 In,-a- de la aucesidnde U,s mirm^ i^« 

■■n- «' ' , ' 1 w ^ efi * b fnittain dc Ik'.■-el del cjeinpLi .1 cnmi> l.i sum.i 

unj vrnc qiiwrc iVeir 4 ue, p^j I,**, lc;i! , 


I4x\ - Urn jjjri dimde 
■ 

I jn ptnncm »irnib p.m pales sim 

♦'kl I S) {x) i - ii 


0*1 I 1 i. I _. 

A M 2^1 » 


4 


M t| 


v I - I) ■ 


I" l 1 

xilx) i 
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r“ y* 

.lil.tl - I — p J_ - .J_ , 

J A4 2lm N7 -1.4ft 
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mcuka I 

guiiun paitinks dc In luncion 



EECCION I M SERIES P' POTENCIAS | 1H 

l:tt In (ij!ura | sc imicsinin lav grtiiicta dc tuns. sumu |r,arcunties.. lav cualcs po|i^itiia< 
l«xiis vhi aph^imiElanet ik la tunenw 4 pent observe quc It aproximiieii'iii es mc- 
ji»r Lii.tnJo vc ms luyen mac t^minns. Bn 1.i figure 2 se ilusim ona pr.iiia into sompltta dc 
In rLmcirin de Bcv*el, 

En lotjue PCspceia a In wric dc pottrub cumintiljs h-iMa el itniniemn. el conjuntode 
iic x jurat's ujjIo la sent ooomcigeiile harcsuh t>k sets aiip e lut inter*,il>■ [un m- 
tervalu limio de la sene gerund nca y In vciie del ejcmplu 2. el inters.Jo mtinirn i »)dd 

cjempln 3 y un ifflcnnlo colnputdci [0.0] - {0| dd ejcmplu I. El teurema siguieme, demos- 
irutii i en el ape in lice \\ estnlskcc que cs|n lalsdiQ L -n general 

t ^ 1 " ~ ■ 1 —hMM—M ~ M ||| -- 

J J TE0HEMA Para una ■seric tic pnlcitcius dada £ i i i - a)' liay sij|c> me* posihi- 
liiitides: 

0) U scrie ttmvcrpc volo cuamhi t u 
tut La sene converge para io<Ja r. 

Iiii> Hay un mi micro pusiitivo It ml que In scrie converge si! i u I • ft y diverge 
si (it - n | > R 


II mirncm it i \\ cl ca$D inn se llama radio de cnnvergcndii tic In sene dc pulenci&v. 
For convention, cl radio dc ctmvergenem es ft ft cn el cavn lit y ft ■ cn d cavo 
I ii >. El iitlemlo de cwivcrjicrtcia dc urta \ent dc pridkias ft d inlervahi que comiste 
en Utdos los valorem dc i para Ira. ainlcv la tciie converge. En cl ca.\n in cl inters jIi ■ 
Consla dc im win punmo. En cl caso (ii) cl uilcrvalo es I *). Observe qilc ert el easu 
liii) In desigualilad |,v — ti| - R sc pueite escribir tie nuevo como o - ft ■ t j a * It 
Cuando Jt o un etncjiudd inlcnuk, cv tJccit, x = ti 1 ft. cuatquicr emm pucik ‘■u.L.eder: 
la sens podria sei converge*!? en umi o cn amhus fiiremw. u pKlra scr divergeme en 
UHihos eitireiiinv Por lo unto, en cl casn (iii) hay cuairo posibilidadcs paru cl imervalnde 
convergent iaL 

ia - R. a + ft) Ur - ft .*< + ft] [« - ff, « + fti t** “ a + ft] 

La siiuncitin sc ilusira cn la ligura 3. 


F 1C. U ft A 1 


ssflifres'nLij pan |.r — d| ft 


fl ft 

- -- 


-i? * H 


JaVCfgtflhLlJ [iHF-l | J " -ft 


Sc ttSMTKn a cwninuacirtn cl radio y el iitlfirvabde convergent n para cada unode los 
cjcisiplofi ya cnnMilerados cii iMa sect 1 imi. 


1— 

Set ic 

KifJlEi tit CtffYltilfCfttll 

|nU-Jt jUi 'Jc siimfijnKu 

Scrie yeonnSlncn 

i,- 

H^P 

ft t 

i l.n 

RfCAflh) 1 

V tiT C 

1 -vHl 

ft - 0 


( jj-rnplit 2 

v li Z 
h i" h 

K 1 

lls 4) 

( jr Itlfil* 1, * 

v 

£* ahnir 

ft - * 

1 -»*»> 
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*V. *03 


* lUClSIDNt^T IFRIfi iPtFINIIAi 


t n p=iief4l. <a retf* de eonniatacidn 111 


j tctev U (iiuel’a de la t*b> ^ u ' ; 'r par* 


. 1 roJiLuk- ccHiterfcih- ia ft. 1 J ' rejilas dc ciaiiparatHiii y de h r.u/ Mcmjxt 

del i(tferwuk> dc tjutncfiicncra. dc imnkiqiic es Sectsarimc 


iklcrrtklfur 
^-,i ,.|M cujjhIl 1 i inn 


rife* It* CXlrenWS pOf medio «lra pnwba 

t |FM p l0 4 DcwmiiK el radio de cottvcrpenom > el interval 1 dc amvosmcift dc la ^nv 


1 av 



;!}\vrm Sent I. |-3 )'.k7\u + ' l*or In lurttt* 

v n t I 

<-3rr 


ifj*-1 


: «■ 



fn + I 

- 


\n + 2 


IX- wuenlnctin lit nrgla de compare mm. 3 j ^tfie dado emerge si 3 .t1 : 1 > ev ditet- 
^ente si 1 1 1 > I. En esins tdnnirms. e% convcffCfllc si i - y diverge si i E-. 
En tjuien* deeir que cl radio Je comergcncin es 

Suhe t|ut- Ij scric converge i^n el mlervafo | . I. pert) nhuni e*. necesnrtn prubaf 

si Ii.lv Loiivcr^tncia cn los extre.. dc e*tc inlervnlo. Si i - ■- L la scrit? sc 

iruntformu cn 

y v 1_ 1,11 I 

„% v f ,( + i h 7n + i 7T 7? 7T 7T 

In t-iiiil cs divergeme. JAplique la prneha tie la uncjimI o simplcincnic observe que i 1 ' uiu 
wric ;> con p = ' < | ,) Si r = {, la writ *s 

y WHir v l-ir 

*'i V 1 * + i ^ n + L 

In Cunt converge de acucrtlo con la pruebj de In wie alternant* Por In unto, h 
sefie dads de potencies converge cu^mlo \ - Je iiiihIu qyc el inccrxaJu Jr 
converge ocia es (-J. \ J. 


U rjFNPi □ s Determine cl rndm tk eonvergendsi v el mtcrulo de cotiverecnein de In 
scrie 

V a(.v + 2r 

— ~ tn I I 


Si,i.. ■ 4 .V + 2)V.V",tlcspih 1 s 


! j (/i + 

i)(* f jr 1 

y*> 


j-’ 

Mm 4 ;r 



^ J’ + 

V 

it f \ 

y 


M apluar Ij fcpfo tk nmpncMn. sc ve ql , e | u cs ctimcifcale si \m + Ij/.n < 1 > 
>jii. ci tlivHp-nic si i + 2;/3 ■ I (ht utodttqiir rs vimmacnic ii f t + 2 ■ ,t\d»- 

vrifjcmr si |,t » 2| 3. Asi tpic. cl radio lie cnoscrKcnclnc» ft ,1. 
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wf - 3r 


^ "’,,*7 "12 t-ijTn 


*-a 


S;; ~rx:z:T h «— dr * *»*■*«-. »■„ 


i’> 


orrvtrge cn 0|. 


v * v 


■^i 


:^iT b : de * r «* *• «*««■* 

‘ uc- huhjo qut d mien do de cimu'igencw i-s i (. |, 


11.8 tjERCfCIOS 


L h .Quctt uru Mjrir dc peunebn? 


3. ut ^Cuit c> d nidmde cunvcrgcncia de uiui scrie Je ptnnn- 
cisl^ h (.tVimo sc dcimjiiini? 

'It ,.1 uiil cn d inicrvulu tic aiftveigencia de uil< verre da imiti- 
cinh.',• Cfrim wcnJcitlu? 


iffi 2 *'t 2 x - tr 


i*i 


n v 


mV 


i.i 2 - 4 • fi•■ •■ ■ 


?S. V 


(4.1 + 1J- 


?*, V 


.-j 


irdu tj) J 


- 71 De^miine cl radio dc vonu-rpcncia v el inicrviild da nmvr- 
pCTL-la lie la wric, 


27. 1 


1 ' 3 - 5 ■ ■* - * 12m 11 


i i4 


**1 Vfl 

*. i *—\lx 


* I 


{—IJV 


i*. ^ 




i t r 3 ■ 5 


I2u - h 


— I M 


_ n + t 

t i 


n. Si i.'., c.4* « Convergent,mri«e v|tac fo 'htmc s.-rukeme 

(iflWijenlc 1 


>■ i ~ 

O V 


S. 1 jiV 


lal ^ rd-jy iht ^ fd-Jl' 


»- 2 (- W&L 

•*) T 


Vi. I 


iov 


ii. i *zp: 

*-i 


—p n 

.t 


Wr Sti|hmg3 t|U( s , ft tumfljwnif i 4 n 

lit^rge ujjiilIhi x 6 . ^Que pude dren tffHI HfiXtC >t L\ Ciffl 
vtrpfiKu otljiencflci^df l.i Mine vijiiticnie' 1 


»■ 

n -i 5 « 


Ml 2 f« 


ibi 2 d* - 




ii i f tr~£~ 

*’f 4' In if 


14. I ( I)' 


ic) 2 rM-ar 


ft- II 


f 2a) 1 


■ -I.I 


£d> I ( l)*r.n‘ 


ii, £ 

—* + I 


|(. 2 (-1 

2 tr ■ 1 


31. Vi A t* iin 1 'hk‘ni |ki)li|ivii, L-niiiL-nlJi’ tfl l.lilm «le .ninuri^chL'ia 
dr lit herie 


in’l* 


\t 1 Hi 4 *** 


IS. 2 ^rti + ir 
«-i 4 

Oi - 51* 


V* 


ji„ i f x . Jr 


29. I 


JT| rt.1* 


IK I ? 


. A' 


! ' ur. fr ii 


H. I "" - 4 '' 


,r «* + 


13. kiiii ^ intriN'tos liw p ■ v Ghfurimt mia ^cik dc 
piicmra^ tu^tt fMcndb dc tkimvfjrcracia fj 
raM/i. rf* iHl/’-i/J 

(tl I/*. ifi nil [p. t\ 

J). , I'A pmiMc fulfflt UOP 'iCrw tic ptHcnt i-.h lUJO UHtfroata Jc ttW- 
v«r|fcrtcia wj |f), “I? E^plkpic 
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a. 












































?ii c mItulq i * sueesionFs * 


fr' H. TJihtiff 1 j* pnmri-ii vumas imfmalc' O' I 'If I" ~ 1 

„.m,. L-«n 1* fiinuin > l/H i>. «*» uim *. . 

Itulallft ..lin ipp* iiiien jil'j paiecc tji* tciiwerjen cnn>i "‘i ™ 1 
iwciiln v 

If. Lip CkiiKirtH Ji ilelm'Jj l* ] r 

Mt) * “ «!(n + 


ui let Si ,U CAS b«M inf "rporadas li% 6mcn’HC» d* An> . 1)1 
i, cn I* mftma p:n^Hj <i« to* «uw* [« Ivii]efc ^ 

111, y otavcrVtf prtrmp In* smM» piiraillo "C iipinumnn M 

J 7 , Unn nimirtit/cm* difrtnkUi medianu? 

fbl - I + 2jf + X 1 + 2,c* + X* + ■ ■ ' 

.hw. mi (mcHQIM* al* 1 -• " I y *‘>'i * ■ |w«i l 1 *^ * *1 

JPCEciMiinc cl inefUali) jf liut^Ctjifihria Je la *nc y (pIjwm 

1U1J Ifrmub ciplkrta pm/li) 


w Ibmi I 

III iktcmucw dilisflasruo. 

fV i S i Ihhujc to pruned miru-n pmiita cfl ntm^ P°™ U 
41 , r Sj *u t'AM« iiwerpniidK In funewmc* Jc Ftowfl- 
iliimjc J, rh 3a nmnw panlul li que .to Mimai F^iato 

drl i iil ! i■-■ 11 hi >' ofeier^l:eftmo he apn’Minun to ’.iMniii'- 
I’uJVlAJC'i -i J 

M. L a luncmn ,4 mcdianlc 


Ai t j - 1 " — 


| I 2 ■ 1 ■ S * 6 2 3 ■ 5 6 N » 


ipx it Ihrtu dt Ain erf fcrfhw *1 Rfcilenuneo > 

nu in|£to yf Gw|C Ain I l 30 i-IS 9 ll 

lai ikkimivK cl domistiodeb furkron dr Air> 

lbs PlbujC luv jmmere* Mima* pAiviato M ^ l em MR* nmnu 

fUflllllA 


31. Si Mi i - S* r* i *. ikmifc «..* — f# |MCi Mi M * I>- ikia- 

minr it mlfrtjln dc dc b vrnc > ml fiwmikLi 

pm /l41. 

5?. Mutdic LftM 1 M lull •, • = • , dwkk ■ ' I i, <Mi tii . . ■ ■ i i r. 

iic convvfpcocbii ik l+i ifinc ik prtencuis E i ! . r cv ^ ! ■ 

40, Sii(hvnpJ1 s|Uf liiLlf p'teifcL-ia^ L r‘ n l l *J 

^l| j^fjiA'c - M F fJ i«ib rj [>cmue.Mrc si txiMc 

Ims. ,, Icfc/i'. >!. tontops i^ual at radio dtf 

ilc In were Jv fHJlciKtiis 

4L Sup.»a|!J (jiK r cl radm lIl- LinnscrtcnLU dr b ^Cffce w - i 2 ) 

4 |iie cl r.idio dc ^nmtfpcncia 4c sent I c/_i , t uj c d 
radio 4c crthCTfcnc^ 4c M ^nt - <t * ^ J 1 * fc 

42 . SujpMn^j ^uc cl !,i 4 j<i de CWiitFfCflCia dc l^i Ac p<*l*tu . 

cs Cs cl nidJH} dc omvHprnctB dc b sefir dr 

teadu Ir i f > K1 




11.9 


ftEPRESENTACIONES DE LAS FUNCIONES COMO SERIES DE POTENCIAS 


I 


■ Uiw !lidt?*.cn afliyTifitTpcade ta ecuttifsn I 
I* miiHfiira m la liyura I Dqmo Ig sufflfl de uria 
n m lim.m dn la wce;^ Oe lM sifFias 
pvtuMt 

7 *— - Um iJ tl 
I " 4 * ■-* 


Mrr -^1 * i * ^ * - - - * r 


En csLi stfcckirr .iprcndera j nepre.Kejilar ckrto?- lipos ds: L'unciones como Husti.i^ tic st-rn-s ik 
tcnci^ mcdijwilc l;t n^imptilacidn ck* M:ncs giTLHiictn^is. o niedLanle deriwii-n ^ irik^ravi'^ 
de didi.L’- HrfK-s Qui/j .hc pTcgurrtc ptif l|im? ticmpw m: basc’d expresor uru turtk i-»n 
ctHTH^ mini MJiuadc unzicamiiJbd inlimt:i lIc tenmn^, Mas ,iddjnlc sc evpltca l.i ufsl!«Lu: J < 
caa s^D^fip cn Ia 'rn'e^nwi-jn Je lyiwupHii-^ t|uc ™»nenen ^miJcn^ jJ :es elcnvniaks, b 

luckbn. tk o:\ULwna difcirnci^]^ > pafj uproxtmar I lmk ilhh^ itiddunlc pi <1 i i h 4iw ps i L - ^ 
kr liiwcJi asi pani fiinipbftc^ Las dpfCMunc* omi la^ qtie irtibajiui^ h* cxpcxifliliMJL' efi 
compu^dckm loh^ri ;»si para repreMcmiLr tiini.-H'ik's cn iralcuiador^ y CLimfHrtiiidtiri^ ■ 
Iniciccon una ccuacidn cjuc csludio aime-s: 

til Y- v " 1 + ,r + Jr? + + ' * ! “ !£ Jt" |^1 < I 

Vii L-1KOI1IIII CMJI eoudcidn cn cl cjcmplu 5 dc la «ctmn II.:. dontk* Ll uMhvh .j| uhsentf 
Hue c*t mi.i scric ^ctM-ruMrlL-y: con = I y f - .v, h;n> cn cMc caao ki opmmn cs dhlin^ 
AbtNra mnsidere bccuacrtn I comocxpwM tic In hiiwitm f i id - i • | ura 

^umd tk un^i venc de pcncvictii> 


«5* ***** SAI ObiMVi Due Qjamdc 

*!■«&**»«■ ti4M< ^rtuntTfJt^^apFD, 

#f 7 ir 4 r- pri/Ui an - i ^ f < | 


flOURJh I 

/'■• ' | * ( y al|un»t uwu% pmcMk-i 


























» ftjtfriDttpde SKU prt'rcun 

iiptism*** ■*H«m4uti«ra *cm 
crtrvb* 0 •wm wh w de 
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^'\JPU 

MSN I i f MMtSENTACIOhtR D£ LAS FUNClONES COMO Q| fOUNdA* H |, 

Cl iiilervjJo Ofi Tni^^L r ,! * r S COtno Jj ™ 1 * U1M * nc de P«*wiw* * deicrm.ne 


crinvrfjtrm.-ii!. 
WlWIO. Al rvcmjtljiy^f ^ 


P ,r “Jr cn la fcuacido | + quok 

I I 


I + x- 


I - t-j'| 


I <-*7 


rt-H] 


-1: t-nv'-i -,»+**- 


A-li 


1* + A 1 


Wt-fi"' d" K 1 lT 'T: tiS Co,,ve ^ c,1te CU:inJ '* h f'l' I, CS ilex ir 1 i [} 

«■ ->*? * 3$£" “™r lic,nd “ to *** -»£r. 

EJEhplo * Drier iiunc unji icpiescnEaLrjnn poira l/(j + 2) m 

WU'L.p Cun objdD dc puiwr esia lu ncidis en la forma dd I ado i/quicrdo dc I ■ C ,. UJ 
con I, pnmern * facmriai un 2 del denominator ' J CtUJ ‘ 


* k rfWO»W i' «l «FD (*J0 W I^IQ de 

i u-xa^je no dewrtde de n (Moik *1 
1 II t SitQJrtf » i 1 1 


-ii i-ti-n 


(-1 f 

JH+i jfc 

E*;. scric converge c.«ml„ | - r/ 2 | < I. cs dear, |.v| < 2 . Dc mmto ql * ei misrvnlo Jc 
convergent’! u I — 2, 21. 

EjEMPLQ 3 Obtenga um rcp««rnlocidn cqmo seiie de poieneisiv de i u + 

JOLlh.v^ PyeMo q w ati fuftrifa cs justimeme jt veces la funnon del cjcmplu 2 . to do \o 
que debt hacei ei mullipjicur eva sene por r 1 ] 


i+2 


-a' 


J 


i + 2 


(-i r 


e> 2 l—L’ 


x = 2. 


(-»r 


T 


i- 1 r 1 _ ! e-* 

J 1 f i r i*-* + 

Ocra forma dt sscrihir d^m ^nr cs cornu siguc: 

1 v t-r . 


-V 


r + 2 ", 2"“ j 


V 

Xj 

II^Jl 


Como en el ejcmpln 2. el irilcmiln di- cunvergeneia cs i -2, 2). 


D£RIVACl6N E INTEGRACION DE SERIES DE PQtENCIAS _ 

l a Mtioa de iitiu serte Lie pniedKia^ et una funci^n /ft] “ I. ■ 11 n" »'«>*» (Imninio 
es cl intervulu de ctmvciigcncia dc la scrie Pira set tapati s de defivsur c niepr.ir e^u> 
runotows. cl M(!uiefiie tenvenu ffl tudl tin Lvri demdMrjik'i i cstablece que cs pwibk hj* 
eeflo derivindo « Piitr^rjPidn ukIh ipiio de lm icrntini'N de I;p sefie. juiln tiifiip> n‘ liana 
n»r-i un poUnniTiKP. I nn %r demMinrp.i tlfrHufi^n e Inceuratlim ifmilim a tcrwlno 


























^ n 


TJD 


* \ 

CV 
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CAPlTULO It SUCBIONESf INMNITM 


A. 

% 



2 TEOREH* Si In serif dc polcntins l t .it <d P powc yn rudm dp eunvcr^eno,, 

jL,- 0. L-M 1,11 ciltfts lu lumnn j d^f-Tin i il-fc [»H 


jffjf) - i\ + fJJ +■ !';[l «.]' + - J ' = ^ t'J.V fl|" 

CS deiivaMe ty ptff k* i Mtn. tiMilinuul cn d inlervalo ki a 1 rtl y 
in |Til it + 2r-i.f - til - + fc .{.i ui - ■ ■ 2 m d-i - iii 1 


■ f i! H inline |Nf i'i -Ji - I ,t * G» 

ettfifae tflrtHu .U -«i t C dcmde 

- Ci + *k- ikmhfcgyfrigtoiHrtpmfiai 
'n sium li^finn to niHfiiN Furmn 


I radium tie tomcrgencia Jtr la sene tic ptrtencj:u, eii bv ctu^.HJfic% i i ly niM.,in 


an \ /'(*) <ix c + erf* - hi + Ci ^ 

1 -Hi 

(jt - * r‘ 


U - (,ir — ai)‘ 

+ f : --- ■+■ + » * 


r-H 2<V 


II ^ I 


'* ■-*' l j* ccmcicnes I i) y lit i dd lemma 2 < pwden t nk er a rwnNrcnbNnm 


Siii) 




= i -J- [r-t.r - «r I 

,-41 ftV 


dx - J | *'«(' dl'Vh 

* 

Sf snhcijye, pur In l|LIc TGCa a las Minus till tl. is. la dcrivadn de tana >iim,i et l.a mjiilliJc 

den v -ul,is y l,i i meg ml Je una suvna es la ^ni.i Jc L - Lniegralfs. Las ecuaduno.. 

a^gwni> <|uc hi miMTV> se cumple para Minnas mfmnav siennpre <\uc e±ic ir.rtyi.Lndu 
rifi Wi d-n cl easo dc olms iipo% de *ene* Jr tunc tones b Miuacion run 1 

simple; veaw ejereido 36j 

IWU ■' AnHL|ue el teorevna 2 cstahleee t[Lie el radt^ de eonvecgcmij es d hh^it 
euniitln naia sciie dc ptiieFK'ias es ik-madii u inie^i.Hl;i n csIli fil-i tenure skvir ljih; d jw/rn u ■ ^ L ' 
eonvcrgericiu Mj:ik swndo el misniu PtnlriLi HJcttdcrtpc la serie ori^iiMil coiiu'i ja l-h el t'Miv 
iTM-i. \ qiie In scrie dcr^adu sea divcreefiLe ;«l|Lm lVe:i*e ejereieio 37.) 

1,11 1 1 La idea de derivaj- uny sene de [xilcucias idrminn a lermrmi Li de un 
m^tEwSu cficiu para resolver ccuarionc* dlilVreiteiak-s F.stuJiara esic mcimln eo el 
tuk> 17 



EjFnP l 0 ^ find etciupln 3 tk* h MVirkWj 1 |.K mo^ik U lunckkn tk Bcsxd 


/..i v) 




ildiric piii u Ei h la E. Ik esia manera. tic ^ihtiLi cun cl Emtvmii 7. e\ dun aide |vim 
liMla ■- v mi tlcriviitLa se encucjili.i tleritarkln k'miiin* n iuiiiiihh eitriitj sjjgue: 


/a 11 


A r-lnir 2^iii!|-' 
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SECCl6|W | l.f MPftliSiNiTACJONE5 DE U5 FUNClONEi COMO SERIES D£ f'OTl'NtlAi , . Til 

5 l/U ~ x) 3 cnriHi tut* scrir de potencia* deronndo la ectincirin 1. 

Li-k i ti radio dc m p 

l£HU{JD * A * dcrKar cada imcmbfu de la ecuatiiin 


I - x 


l +■ t +jt s + *’ + - y 


4 i 


sc nbtienc 


■ I + 2x + 3i' + * - ■ = V 


Z. w.t 

P-P 


U - t) : 

Si quisicra |H>tlrun rccmpfa/ur *s pur tt + I y uscnbir kt relics Id 


eoJlju 


I 


“?= 2(« + I)** 


(i - .i) 




Dc aCuerJo cun ul 2, el radio de convergence de la «rie demadji es e. -ip,,, 

quc el radio de convergent; id de In vcrie original. R = 1. 

FJFMPL0 6 Dele e mine mu rcprcttntiKiufl Como seric dc potencies para lur I i h \u 
radio de cwit e^iku. 

' . ' .iQh Gbscrva que. ctccplu cn el caw de tin factor de - I. la derivada de c*la luncion 
es I /\ I - .t). Pur ewo ml eyre amhcR micinbros de la ecucidn E: 

- ] + 

-ln{l -v] = L *tx ™ I (1 + _t + -i" + ■ - -) tlx 

J l - x i 


= -V 


X . x 


+ T + t +, ‘- + c- j-^V + c-i^ + c 

- i *-(, H + | M ^i fj 


|a | < I 


Para deierminur el valor tie (" haya i 0 cn eMa ecuad^n >■ ohlenyu 
— Iji( I — U) = C Por lo tunlii, € 0 y 


lit p ** 1 V x ' 

Inll - X)- --r-'••=-2’- 

£ J H > | Jf 


■i< i 


El radio de eonvcrgcfiem es el niiMDEi tjue cl tic tu scriconyinal" ft - l 


Observe que -suecdc si h.tec t —■ ' en el rcsuhado del ejeinplo ft Puerto que 
In l = —In 2. 


. I l I I 
h2 -T + S + M + M + 



E3 EJEMPIO 7 Enejcntre min represent ad on emno serie de poieneias pnm 
f{x) - inn 'a. 

JGLdClAtf Observe que fix) ■ 1/(1 -I 1 Jr 3 ) y cncucnirc lu sene irqucrida inieptaiiiln Ij sd- 
He de pofenclas pnni l/ii t 'l deiermiiuuln en cl cjemplo I 


tun 


■jc - f — rrfjr - f 11 - i : 4 t A - jr* + ■ ■ ‘14* 
J I T X J 


.1 5 7 















th 
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CAPiimO If tucCUONiJT URKJ IHTIMTU 




• taw*! iH> urtunrum pa J tin 'i oCttniJl 

on df J un il#ww mm Utajow e* 

Imtmh ,tl MPdltf IWIIH imikwH JilrtHH Giegarif 

Oktfi 1(5^ <P*i n^pw dijiw 

|||-J utiinnmlu', -Ir tWlNI Yrt W ifcmtHEjfi 
i[i^> l.k mu hi ilii Siegrirv in vrtldii rirfulo 
I I ■ I \mw ihUjILt itK laimowi ftp At 
rZri ll Elf* ilUUmiEuil Lunrfl'Hftll « itilitla LIMrtln 
l - I UbMM qwHHbi - 1 ia mjn? 
If PiftSifilHM W1 


Pimi fkunnui* C^j- 0 y abue* < 0 = » P™ to tank.. 


1.1(1 [ K m X — — + ^ 


Jut 


- 5l + iL-^±....'£ i -xr£— 

7 *-u 2* ' ] 


Puc^tcj t)Lk“ d niJici dr eonvcr&eurm de Lu wrie pora I/O + r) es I. cl ridb de u>n^ r _ 
gendk ik l-m:l rfric pm lan x e* fcimhiftn I 



£» **r*±ftr <(«a! 

£bLti£«WfU<J IT 


tjLm'iu l 

(at Iivakte 1 | J O * i )]^i cuMmtuna wir ik pi>l£(KtK 

tto Mnlunlc d ind™ UJ obtcffcu UFla apoflumncikki de f [10 * ■' IM* flu dbften 
en III ' del valor n.-aE 


lDLIKJtHr 

ia\ Id primer pnM>es cxpresiir la mlcpral, l/l I ' t I. cumo la sumii de him serie de p- 
il'Ml 1 i;ih <’oilmen el ejcirpln 1. iniejc eon In l-l-lcluuji I y reemplLice ■ pm \ 


_j_ 

I + ,i ? 


—- : ■ - V (-rV 


= 2 i-nV" j - r + jr !i - 


■ i m 

IfiiiitfcvTiirHHw-j Lnmn senes de potencies 
r ni*gffl |/'it i i i imhHia cs maertlRrcwfile 

Jilicil (liliii'nl! ■ii-ih-iii.i- .th||ibe.ti;(ii<LriipiiCii 
chbmIe diHiufspufiMw du iMun-luS lit™*. pso 
son MlrmTkidpmiiftii^ fompJuadas. ISi 1 taw un 
•LAii u^-nrki Lrjffll ffiiiftiu I la lESfRjesitt (if- =la 
sene tfftmiu ctimi w rfn mne en el os 

iBilmeffln imefto m*i hfc«i fr ntr<q# que¬ 
ll PMCW-.U Ini* q# ui^kti Kii* 1*1 CAS 


Atom inicgcv r^rmioii a lermino. 

J 


Ih^-c + 2 <“ir“4 

+ 1 + .1 ^ R-i| n ■ 7rt + 


X* r ,f1 J- 

c **-T + -nr-ir + 


^rhe coiivwfe pm j -j t | < L cs devtr, fknra j.r j < I. 


fb> Si aphea el EcwtitLi rundamcnljl del c^kuki no impniu que onLhkn^jlL u^e. fta- 
que ntilu'c la antldctivqdadel ind^o iaj coo C - t\ 



_J_ 

I k i T 


fJf.V - 




3 


3 


I 


B-2 1 |^2‘* 22 1 2 


1 22 


+ ’ 


- + 


<"ir _ 

<7ii 4 t)2^ € 1 




n.^Ni sene "ihmr.L d valor esaelii de la integral Jrlinida. pem coiek! c \ urvj mfir jEi^ 1 
name, puede ublenci una aproJuiwacnWi de la suivu oplicteki el itottitla de laocni^ 
de la verw ahemaFiEe Si de)a de fumar deques ^kl lentimo n = 3. el em*f cs mtrM 
el (cmiinn inn n - 4; 


Oi: (TUKln i|iie 


_J_ 

Up . 1 

— r -n 


n.4 x )()" 


i , i_L 1 

1 i < ,. fU 2 k ■ r i5 * 


0,4 WJ1574 




22 - 2“ 


















SiCCIQH i | * MPfLESlHTACJONES Ol LM HJNClONtS COMO SERIES DC POTENflAS |||{ |Jl 






Tfltfc 


r- 

it 

x 


n^J^caos 


I Sf el null*' * COHVL-isiin w tie l.i sene lIc pntcjjeiitt ^'._u (y* ^ 

WL cull o el ralw tfc VMivq^ncia«fe La htk Sl . ■? 

JVV t|U* J 

j SnfKffig* (|Mf 4 |lf 1,1 vn « hi L [' C(HiV(!^cnli‘ patn 
111 c. 2-, dct-w *** ,l1 rijwienie? 

t Pw 

V 

ft + I 


li-ll l‘OLi*miE uru ft|'i ,>.<a umk) wrrw lie pMoicuv pan 
I it hiiH Liiii, y dclcMinftC cl mdin tic tiHPUTjJiMictj. 


313 fix) - Int 3 “ x) 


R /I 0 


II. fix} 


it - 2r 


II - lil 1 

li ^lil irojjif i. J i 


j_|0 ijwucrmr uflj ffpit^nlJciLin curm> u’nr ile potential pan l.i 
lung'll y dclcnnine cl mccivjikt dcconvcrgeniiia 


1 ^' ,_ TTT 

’■('"-rh 

I + Jf 


4, fix) - 

4. M - 


[$ /w * TJ 


i - t* 

i 

ff + iu 

x 


+ I 


t. /(*» 


A 


I " .1 




11-12 inpresc Ld fuiu jun uiiiid hi huFnn tic into Mfric tic potCIKliis 
usjjiJo ptimein ImiLinct psiehikv Chcicmnnc el iii[;ml<i4k am 

wsipncii 


it. /UI 


x* + X - 2 


11 ~ 2.x■■ - x - l 


|Jt in Use In JcnviKiim pjiitirtcfmin^ uiu pcpwscniaciiWi njnm 
«nc d( polenCias psirii 


fix I 


] 


II +■ ll 1 


,.Co 4 l rs el r.nliu Jc ccmvcr^cjidji? 

,s “ ■ pr* mcJiti del UUi-O ll) determine Lin a 'die dc polcnc ias 

p«n 

- jrh? 

ki Medunle el m< iso lh? deternfuw unn sen* ^ I "*™* -4 (wr ‘* 


j 


f< ti¬ 


ll + d 


<*> l Aflcmn* hi’ . uprunWHIllWW sCf^ de pt*e*£l*% puU 
fix | - Inf I +■ x|, /miiI Cl jjielpi-dc mrflrcfjeiKPH'' 
Mrduiiie d inciwrii tklrimim? linn terie tie pulcnciai 
pn/|j| - tlnii i ii 

fCl Hcdunic tl iih.iv■ J h i (J**lcrrnIne uhJ tCiic ifc |WrJl 

f*xi - Inf a : + U 


jfti I9-7J Kik venire win fcfHcsenlHtiijiiitHwni sent-tic iuncnaiis piuj 
/. y iltltuic f y vunus sunuts rurcuk'. i,i *| cn Ii mi^tm pjnulb 

i.Quc fcuccih; cusmlti n m . 1 i hcicpncnU , r 

If. [U> - , ' " 20. fix) * Irtl.t' 4 4j 

IQ /It) - ln(-| 4 ^J 33 . /(a| - tun < 2 a| 


Eiv^luc Ij hHl^hiI mtlelmiLiu ctHiiii un.j vrnc tk ptilcficitt 
;< m,iI L*\cl Mil w dc ctinvelgeflciji" 



■frH* 
«• ( 


tit 


x - UiJi 1 .r 


tii 


m . C l«il I - XJ , 

34 . \ — -- ds. 


i4. I Ejn '(a Mi 


27-30 Use Una M?rn; dt: piifcncliis fiirn apnoxmw l.i inlet' mI del Hil¬ 
da ctW sett Cifxa* tkonulo. 


.■■■ a I 


-dx 


”• t , ♦ 

m | 

29 . | x arctanI Ji Idi 


Tl. I 1 ln(l 4 i*>di 


nj .i" 


* 1'7 + 


til 


31 . A lnv^% del rciu llikki Jel ejcmpln h, cuk tlle In I Ii mn cirK.' 
cifws tlccinulci. 


12 . IknilH'KlE tfue 14 Itlftflain 

«"■ - ^ 


■ I ]Yi u 


-j, l^iS? 

eioni viliRmn ik In mmlhhi Jiltm iul 

/*ni + /ixi - o 

13 . t.it DrimjcMic tpie /, lla luiKitm ik Ucv*( ik tmlcn fl tindj 

en el C|t'iiifpl[] -l l l tiiti|ik* LIUI 111 etiMiln dik-rL ilciill 

a : JJ(ji] + a/UaI + .v : /4 0 = H 
|b) tivnlde J M l. i j if t mu tn;s films, tlft-mnilcs.. 
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34. Iji iuncidn di- BftWl dc 1'fdcn ■ dellM ^ in 

H . v <-»"**"’ 

+ h!: 41 " 

Id i U-nutfMiv L|Uf ^ all'llJt-c Li TCUHtirtfl difcrriwiul 

ll/dtf -<■ 

31 u) DaiHK^trc q« Ifl Iwoom 

V7 J" 

' fl, -£7T 

c umi piluriAil ik Li ecuuddn tlifcrertffiul 

/W-/W 


ib] DemKtira que /l jeJ “ * J - 

34. Sea f. i 11 o,ett mi H. n ! Dcmaestne que b rfflt 1 f-i rS 

fiy^a nid«J* Iff* 'Ukrre^ Sc i, peith b *tnt Sc Sen 
1 fX U fi dimpriric cuaittki jr ^ 2rx~, h ei tin tfllCfi* 
i qu£ wflflre* deiJi«« - /?IjJ ft wn v f|fntf' 


37. Sea 


fix) - i 

■-i 


j ' 



LMcnimn; In- inuiruak* elf tfmvcr£ 5 nt:i !4 p:u:i f, f \ ! " 


Ji, ljI Emgur^iitik n 111 b icpiirntfi™. a ' 11 ' 1 ' '' 

Jc hi sent 

ifl*-* 1 iai< i 

lb) Culcub l« ^iriM JtfffflJa wna de In* wric* ^nkflics 

tn S «<’ 'I ■' 1 l " ) r-2 7 

fd Determine U vuiili de taib uiw dc bs *<ne^ ^ajfUitnEe^ 
141 E irfn Hi' |j < 1 


Irik X 


h * * 


v *** 

fin i z. ^7 
*■*-1 ■»■ 


39 r L'lilidts la wire dc pmiciiciiM para inn ■ P»™ Jem. ■ tr.n M ur l 
espreiU^n MjjUidnlC p-ini tt Cnm« 3a sumu Llf Ufi.i ' l l It Mliniu 

J * t 1 " 

40. iJi Apliquc d iiIl-Li^].- tie fmnplelv ^ujiJr.ivJ- - pjr.j - 


ilmr 


r 


i : — * + I 


w 

7TT 


i hi Mediaul? Ij Ijtfortttckwi Lfc i ^ I ciTfttrUlfta miiu Jr ft 
Hih. g^nhaffc niwm La ittK&ad dd irui^Hai. Luep* c'pr[ 
sc l/l.i' + ITCCimu la Minuidc una sene dr |Mtii*u* s 
usd.i jmij dcNHnij.tr la buniiib si^uknlC para n 

Vs >' i -1 y / 2 i 

4 


4 H Viir+I 3ri * 2 / 


M.10 SERIES DE TAYLOR Y DE MACLAUMM 

En La n^Fii .ink'i ioi, sc rcpTfM.-iilaisHi m-mu ^iic^ Jf [hUciIli^ liiI.i tLtvf rr*.:n: 

piria dt fum ioncft. Err csla scccidn sa inimi probkmas mris generalcs fyrwruw' ■> 
puedcrr a r pn-vr4H;if comti ncrieh dc pi>Ei L , rK"ijis !| Vshhi es pt>\ihk halkir rcjm fc rfiil.it n ,ri 
Empid-r |wir Huponcr que/rs cuaU|Liicr Hmc idn t|iie si] puede reprdiicnior incdwmt ui- 
scric dt pciteniljD* 

1 /W * oi + riU - til + f 2 (jr - fif’ + r,l> - af + cd> - d) 4 + * - - | .1 - n | < R 

Tfiitc dcdckrmjnjr qut tudkkrtte^ r, ihtacn qn«.- cm ar en tumitmik t Pars rtrrpc/^ > lh 
sene qiat: si ha^i; > ^ tt cn !□ cmictdll I, cn IhiI cop itnloi las terminal Ar 

pfimcffi vippr li y ifCniciK 

/Ifl) - cr, 

I K 1 -iiuefclacim d (curriua 11 M.2* pnrilr 1 I 1 riv, 11 la sene dc l.i ccuafiiVT) L tfmiina a 

inimi 

** /'(t J 1 n i 2f .'1.1 rt)+.VHt «)■ I «lrdk rd' + - r ’ |i pj | - 

V iti Sllvl (Hill 1 ft Ell lil L’CLNILIMII 2 blC-PlL- 



,—-'v 

i^v_ :< 



OjLI 




t 'i<ii 1 . 
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sECCIA n I l.l g SERIES DE TAYlOA Y Di M ACL AJJftlN nt 

£n sepjfJa derive iimK» micmhri^ *lc b ecuucttin 2 y Client' 

J = 3e : 4 2 * 3fiU tl) + J * 4fv(-r - + - - - |x - a | < R 

y n;i vez fui'i hapj v = « rr la ccuucion .1. El rrhultadfi cs 

rUt\ - 2r: 

Aplique el procedi mtciiki im;i vc/ mils La dcrivaeian dc b scric do lit ecu;tcitin .1 (Niginu 


■I /' t-Y) — 2 ■ 3fi + 2 ■ 3 + 4fi(.i - rO + 3 ’ ’ 5 <^(,t — rr) 1 + ■ ■ ■ \,\ if | < ft 

y la SUSlitlicidn do t = it en In camion 4 da 

/-ini --- 2 ■ Jci « 

Ahoni ya puedc ver cl painin Si tnntimy dcriuniiii y ^iMLluscrido t ji. uNtmli.i 

f -2*3-4- - - - mv - u!r, 

Al resolver esio ccuncion para cl thCMinn c«licicn(e c„. licne 

C '* = h 

w! 

Esia formula sigltc sicitijis vfdid.ii iiicIlimi para « — 0 si adopiu III convciwinn ^.II- quo (l! I 
y f'*" = f- E |] *iStos torn ii non. ha demostrado el leorema sign ionic; 


5 ? TEQREHA Si / sc poede rcpnescniar como una serie dc pole nebs (dvNamilkd 
en <a T es tkut. si 

V 

fl*i - £i'Xt - of \x ~ a\ < ti 
pur b [jill.i sus coclicicnics !i^ da la WimuJa 

rw 


Si suslUuye esta fflrrmilu tic tv dr H«vo en lu serie, observe quo si f uenc un dounollo 
on 'icric tie pulcncius cn a. dcspiuN debt- ser de la forma sigtiicnio. 









































* ^ % 
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CAPlTUlO 1 1 SUCIMONES r JFUIES iNflNlT** 


i a dr la ccuacWo A <« denomiiw **r»c cfc Taylor dt tsi fimdrin / r r. « i„ 
^ a * renlruda *« -) ?•»* «=> «*> “P*™* » fl Ja ^ ,k Tijrfc. 
irvittforno (ifl 




• /wwj) no) , /'(o» . 

/ft) 2 ^ r * ’ fm + -p- 1 f * *' + ‘ 

*-rt US 11 


I ncrtv* tfi hm 

li wn thi Mtt&vm «»«a* * 

mriHnfttcQ nnirtH Cd* tew* i IH* ' W 

n i4nl‘ hotJiti ita 4fF] M m rtf "■ ** 

iMfrnerti? in €**« Mimchii ftp u* ™ ** 
ftwo Lt Kfau ilo rofppwilhH kmruitMrt paUsutoHra 
OKI tlplup ijfl ■Jtril'iT rtf pDlRNt H[ fUHHHflil if 

NwMm.vrtMii^iwwcrttOww cslc C1|g0 Sl) c am fjj^iunic frecMcncm, sc Ic da d nomhrc especial .k- strir^ 

truw I If) la Mli (I- Ijpiiiri.il iJhi lltyliH n\ llHtll p| 

rr.ilpm.nrn -jiiJm him Ihammlli l.itpmrifi nil M«MUnn. 

IGMI Minna* Ti|»a mtlllOCU nl n.HkiK' *i 

Urii^rc ih 4hr Hnmrfi i ii.nrlii i<ifii« ^ r.ui tl .-j ii n il,-. Yjt si‘ ikmoftrri tpic vr / ’■t puedc rtjwsicntar iiimi) Uln Witt ik imteneiiis 

l»iiw*tai»iirtiwtaHnllii«MPi«illlb«" reN peciim u. iiesp« 6 s/es ijjuul 11 In vmw tfc s.us series dc Taylor. Peru hay fundi nun i|itcc». 
*■““ ““ *""* ™" KM iguaJcs a la sum* de sus series tie Taylor, tin ejemplo dc laics fim-iuiws se piesvnr.i n. 

d cjefficio 70 


su llaci UttnM iJtffrtiri ifwvf 

Le -jpnrt * UkUnni » HaH-Ji >VJ ihcmi 
Gobi lyUadjun lift poMn* m w * 
m* fitfs rt 1 ftaiffS or w prtfcd m 1M? 


O EjEMPLO I Dcunrfms b wiic dc Macbudu de b funcion fUl f^ nNtfn ik 

cotivcTjeecra. 

SOtedOM Si /Or) = r‘, «• id cavo /‘V.tl r’. pir k»qi* /’ (Dl * I pora hull« 
Pot lo tamo, h sene <k Taylitf pafa ftn ri. (& tlccir, la scric tk MadaHrin), ts 

? f*w .. . y ^ _ + jL + fL + il + ... 

i:, n! ‘ " a n! t! 21 3! 

Pant (Jeiermioar el radio dc convergent ii liagu rt, x*(n\ tn lal caso 


■ 0 < I 


f i ^ i l 


,v" M 1 n! 

k! 

BTh 


(II + l}f + AT' 

IT + 1 


pfsrcMn. Heflin h pruefra fnv cc^mpanici^n. I.i serie pam iodj i y el rti^Ji. ■ - I. 

cofwergeada cs R = ■■. 

La uorhjIuMiVi qm: nhticnc dd ictircma S > d ejemplo 1 e?, que \i r iicmr un > k ^- • 
de en pcrtenciis tn II. ptir In lanto 



Pmf £ja 3. (i LiVmti sc pueiie tksiir vi - j 1 u Irene una fu(in. , wiii.xim chtth) serk' ik l (nHt nai^ ’ 
Inve^Tif lie b uucMiftrv intis ^cncfa! ^n quo circunsCancisis cs un.i iliiichui igujil .1 b ,i,, 
nisi dc S-Lis scrips <.k' Faylur? I mi uims ptLhihnK. -si f licruc doriv^Jjs tk- lining 1m iHul.- >■ • 
cuiiniLflif os csertw qnu 


/Sri 




*" ri 


U - dj 1 


vutctlu cnri i^wilqukrr wrio iimvci^ciiic. vsi# ipiicre dedr que /( 0 cs d ImiitcJf u 
m/ccs i(in de suniuh p.hi i.l|c >>. |{n cl fir In scric Jt Tuylnr, Lis Mimas auvble* h,lil1 
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fECC|6ft HJQ JtWES Df Tati oft t Df M*/ | Ai.jfti^ 

Poland, d. Tuil,.r dr- 4 »im., ^ 

r nuu-Mrj i|nc luv [Vulmnmuft <fe ^ nt,d * 1 /W - i*\tJn&mha*Mfc| 

* = U 2 y *. H * T ^ iot ™ 0 '<* P ***** * hUbunni. Con 


n t+ 2 y 3 mmi 
T’jfaf) - [ f t 


r,<o - j + j + i. 

J- „ 


W - i + , + il + il 

UtiniL** k . . . L: ' ,JtMk:,1UJlJ v ™ # Tnyhir «t iluhtnnca b 

En ee,lt '™ 1 /U) cn |» . .. su sene ^ T ay i w si 


fix) - |fm 7;{x| 

A ' 


Si hace 


■ . Jill- a -Jr I'rrmwila /.(■ k Pjkbb i 0 pntt 3 
8 itfthart p»Ti-r,ji (j, A . 

t WU dr tu teredo l*rlw 


® Si /(x) - yj r) + ffXO, rfcmde 7 ; es el polinomin tie Titylor de 

n-dsmin uratlci de / cn a y 

I mu fl-fx) = 0 

para [x ri > < H„ cn Ltd cbmi/pj, igual a la suma dc -mis scries de Taylor rn d in¬ 
tervals | x - a | < H 


Al iralar de <fcnn»rar sjue liru. Rj\) = 0 para una Tuncim cspcclfca/, ^ uvi |x* 
li> regular d hoi. bo vi^uicntr 


[* DESfGUALDAD PE TAUOR Si |/*- ,l fjr>| =e M para |x - </[ ii. por kilanlo 
el rrcidim ffd.vl dc In scric de Taylor cum pic con la dexi^ualdad 

I«W| *• (<| f n , )x - «r’ para |.r - ii| *</ 


Para en tender pen i|U<f es nerio |wa tt I, que | / "I i) | W I n panic'iilni. vl* 

li>ene / J, fx) ' M, y de lal mnrwni para u \ - h + d 

j'jT(t}4t* \ '\1ih 

1 na juntnkrtvadii nle f~ c*. I ^ put lit que sejrtm la parte 2 dd rct^enu iHmUmeiiul dd 
cdlcuki leneriKu 


rjxt dcmcxlin|tK r(x) = r.U( + KJr) 

rr.r i j 1 * i , i t tt" ,k ij ^ n<: ,k *** s> ^ * j( * un;i 

irar qiK lira,* _. ftji I U despth v: inhm‘ que 

Jim T.lt) Urn |/u) - «,(*)) = /(.,) - Ull , t) /(t) 

■ -*ii 

Pt>r Eh lanlu. ha JeitioMiado |o sijtuicrile 


f'ii) /kil Mil n| 


ii hicn. 


/'(,) *=/VI + Mil a) 
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T|» CWTULOli tUCISIOKlST MflJfS (NfrNlTAJ 



blfor un kit en 4 

4*1 i/" ‘ 
t 6 /. p la Into 

tubi lW**"WMf 

A 4 ^ 

Exto riijirftiiiftfl rncite N namfifit Gwrw 

ClNa NWttiMLp qu* aHiW 
/iifflM .f tAffjmpf Jpr^rjtvNi rfr. 1 WJitMv. rtfr 
hln p 1 i;-.m Nny 1^1 miiwn - h*iHp i lal tf« 


1*1 a *jraa6i> i!i i mu ganttitoivufoi i M wntima 
iHtj vatrH rTwiliu ij?.in ni ill ■r.i'ji » <31 

Ul ibfiwnSrjKMifwi ilii «*r.ii itoJimAa*. atf* 

1m ewniptm rfe \.r, tt?fri9<* i l (( 10*11 IT, » 
fliuntn} if! I* pijrt# rirti 


Ein limuffw.. 


| (ft * (’[/>! + Mb - «»)<* 

(jf - ttf 

fui flir) « rtirK* - «l + * - T~ 


M a 

/hi-/W /lalu 

lVm «,t.Tl-/(.0 r.ut |m fut -1 /W* - a). Dc modwqoc 

jW . ,, 

K.UK -jiJC ~ «!■ 

L ? n ra/tmamiettln >MinIm. ppliuinihi / l i> " A/„ demucStfaqutf 

M e 

#,I.I| -- - (T - »* 


Ofi in 0t ** 43tkMn>r &M V firm*! 

fe-feJ|pw& Gfmjr SjWJBrtB; ^ 

DedfMKk < -y I* - "I 1 

Aunquc ha Mipocsio que i • a, c.ik l»I<<v tiniilarcs mucMr^n quo esia deMguildad c* iJi- 
d;i (iimhien pain v < <r, 

Eslo dcmutMra Ini u-iIl^hc^ de lay lor para cl taso dondc n = 1 TJ ivmjI'LiiIii (KiU 
cuaiquier jb w dcTnucMrn de mancra purecidu mte^rundo n + I Vtets. (V£&k d cjc.ru 
ct£> 69 para cl cjiwi n = 2 J 


En la section 11.1 l se cxpLura el usode ladesigualdad de TajJor en rum ■■ •=■ 
L|ue m; ^pmxinian, Aqu i. d uw inntcdiaio es juiitn con d leoiema S. 

Cnis frecucncia, liL aplicar lettrciruta H v liiil rctlirrif id htcbn mciiie 


is: 



- o 


para usdo mimcro real a 


\e«daik-mpi'ifiqLrc de acutnhi ciw ci tjtmplo (, la ^ne I cc ccimvifcnEt fM r -> 1l ‘ 

da x y de es.te nunJu s.li q-ffjinm lennniM vc Aproxima a II. 

L T i EjImplo 2 DcmucMre k|LH’ v* es i^u.ia 4 la sum;i de mjs series du Mae burin 

- ii Si H.0 “ pnr lo lunlii f "l il c‘ pam loda n. Si d es cualquier nurttertf 
|w*jiiEivoy | jt | == it. dfspn^s | y ” "u]| - ?' ■ f'"'. For ch?, la de^ualdad ile 1 jiyl^r, n* 1 
u "■ tty\f i- e*, eNinhleec ipic 

l»J'>l ■ fTTnT 111-1 ’ 

flh^erw qiie la mi*ma ccmiturdr M f luncmna parj eoJi> “n akw ik n Pcm. w^iin !■> 

tcunddn ID. 


Ifnt -— 

* - (ft 4 hi 






{n + 11! 


















■ Mar- V * \Aw* 
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seccidH I MO leans oe tatlqn t t>r i-i*ctAuaiN ?„ 

^ mfierc toorcma tie In eornpraifa que lim. .... iy.u | 11 y. p,* | 0 unio r 

. . P“* ,ltd[ ^ I™ wlonc^ dc t Lte KUttdocofl d ic^rcma 8. e r c* ieua] ( 

>-■ sunM tie la writ dr Matfaiiriih es Ucvir, 



V 


rJ 


para tihla i 


m |r. im 1***# -i 12 

^» iMtuw mi tf wte * * cw* ?3 c*m 
^ inv k» (n ♦’003 Sh'Bf'u Kmlfl. d* mrrt 
gjjfirt: J* mw HI lift cateulb r a fTiAi dn 
5O0P0miillliwda luoaresdeem.den Ins, 

rftfiCJi *?j»af,al« qua Ulfliiwan (I.n.r .. 

gl fjloilil » Bipkaii O'' lO (VKl-'M WOt' 

i**« 0 Ai.*iYTtuifliTtp i Aal)Ort,ftTrp fir 


En * lartK|l, “ r ' s| ■*** J = 1 ct l.i etuoLiim II. obt.etw In CAprevuSn Aiguicnie panel 
nurnero *■ toinit una suma dc Lira hem- infinite: 





+ V. + J! + 


EJEMFlo i Dvicmunc la ser>c tie T»vU* para ff x> = , en a 2 


WlLlltlC'H Sc lienc /""(I) = r y. dc eslc ihihIl*. .il tracer o = 2 en la deffaliritia dc In mthc 
de Taylor (ft) inbliejtu 


»H) W? 


(.T 



I -7 (x - 21" 

. <h«! 


Tambifn « ptiede verilkar, emtto cfl cl cjcmpln I. que cl radio dc wasendi tt 
R = **- Como en d cjcfnpl[> 2 poedt compmbar que lini ft A t !■ 0 . dc modo que 



c J - VL (l - 2)" 


fl! 


para tenia t 


Hay dos desarnrlhui tic series tie pok-nuas para r 1 . la scrir dc Mudatirin dc heciuudo 
11 y la Aerie tic Taylor dc la ecuac ion 13 FI ptimem es, mejor m e%ta intereiado cn ulo- 
res de t certain^ a 0 y el segundo funcrona nuiy bien si t cs cere.-ino a 2 . 


EJEMPLO *1 Dciemiine la serie dc Macbiimi para sen x y deimiC'lre que represents sen i 
para (oda \\ 

• ijlufiOri Acomodc los cdlculos en das coin tunas; como siguc: 


fix) * sen t 

/I0I = Cl 

/Hue) = cm i 

rm - l 

/*(jrl = -«n or 

f’m = o 

/Til = -cos ,v 

rm - 

- sen i 

/ Jl l(ll IP 


Puesto que la tlcmadu sc It pile en Ufi c*do dc ttnum. puctlc CH-ribif la v:rie dc M.uIjii 
rin cctmo si^«‘ 






I! 


21 


31 


JE 

IT 


+ — —- t " * 

53 V 


jh. i 


21 i r 


(2« + 3 ^ 


,t - 


































’ C A Pi T y LO I I SUCCUONB ¥ SERIES INIINfTAl 


^ If! y 14 [f*V-i ft 

S» i m*s w Si 4 r 

Ita d* iyi^iM- P i 


r,m -1 

Tilt ! 1 “• i 


£ 


r , ■* * 

1 -» Jf * •$ 

OtHFVii qu* cuoftbo w \n iitciiiimiirji, / j i i w 

MlfTWjW fH¥0lJifl«l6fl fWlJl Hf< i 


PtiChloque / *"fc» es I Mfil * ci hl.cn. * Cm i ^hc quc / " ' "l.O - 1 pan fe*Ja r [ h 
e^ie inAidn pucdc lomm j M S cm In dcM^ualdad de Taylor 


l* 


IJUrtl 


u 


m + II! 


in + D! 


[ 3 e ACWRlncan In eewaudii Kiel Jadoderrdin dcc*la dcftigualdiid tiendc ,i rj QumiU 
rr * ■*-, (k TTKHlrt t|uc | W,.f i l * U MSgiiii d lemcina dc cepmprvMon. Sc fciiliL-te cnlnmes 
que —* Ocuamtn n * dc rrmdn i|uc sen * e* ijjuiil a la Mima dc mi seri l- dc Via- 

d&unn dc acntzrdo con d leurcrmi S 



Sc cMaMfce d ruMjIr.idi^ del cjcinph 4 pani referenda tumra. 


>s 



i JEHPLO F Ddcmiim- Li ■-eric dc Madaurin para cos a 

■■ 1 in Podna precede* en forum dirtclft coffin cn d cjemplo 4. pero es mas Fit il dm 
var 3a seric tie M&claurin parti veil i dada jau la ccuavinn 15; 


co* a ■ 


~ (sen x) 
ax 





3 a ; ^ 5 a ^ 7 .i* h 

v. + "sT “ TT 



jt* 

-+ * i . 

6 ! 


* Ul iff - t At Miriiyria #' tan r v m .r 
grt *n lw vSUdtKy 

Niwflr* accent] rntfodoi detain 
?j3as toBccm wi not#y« pGMM ** 
nrare TaCfc cfli rttstCTd g cart* yftfe ft ntas 
'-fccfle ncercce certn i4fi a»ftv«j*se«d 
ogIwbO 


Pucsto que Sa sene dc Madaurin para '.cn i converge para (oda.t. el. te^rema 1 dc la 
Mxicimi \ sefiab que la wrk dcn^,ula para em a eemerge lamhicn pan tmL i F-n 

c^los leimmi/rt, 


m 


M* A^ A* 

ens i ~ I - — +-+ - — 

2 1 4 ! fit 


V( -|p— - 

(2n)! 


parn Nxla a 


£|EHP'iQ 4 Determine la wne dc Mndmirin pm a la funeion fix} \ co\ i. 


Ll 1 Fn luyar dc ^ilcular las <krli'ialn% v Mhliluir en la ecuacKm T. e* mas Lkil mi^- 
Ifplicar la serif pam cos r, ecururn'm I fi. |hm i 


I Ci o t 


4 


(JmH 



■ p HPt! . ' Kcprt^nFf /1 1 1 ^I'n t ... Mima tk- vu scric dc Taylur «Hrvla 

cn w/y 
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SECCION I t.to 3 Eftl^ orrAUOh T DC KACLAURIM 
- J ^ ft n item aton](idc Ion vjiitifcs en i-i»lujnm& 


Ml yen t 4w*dl 

MU ** *' 4 * 13 ** * *> 1 lT ' 1ls 

tr. fi I'lriffllu J ft motor uliltfflr la itwM> d» 

Mlh---w"n r^' 1 |QS valoifl-n * i i.nrra n M y Iji 
.(,, t llT !crt [l>u s area (i *0 Qbaupw 
iM«r pohnomm de Towlor t- nn t,i 

j t-5 tfu burflj ajuuifndijfllt nl wn ■ 

,?r a ft *<V™3 w 3S' CBTO tfe 0 

rcfl ft [grnfr pcilnwmiQ M-w.mj 

„ t . «fl ft t*fl 1 Ctartfc «M d OOtflWM 

,uH&j rtrtfAtHO 



/(j| "= sen t 
/fjfJ = eos i 
/Tx) = —sen a 
/"U) = -t ns v 


y este patron sc reptlc cm forma imluli.n^i Por lo iamo, tu scrie dc Taylor en tt /3 C s 



La demosi ration dc quc etita sene represent a sen v para toda i es niuy similar a lu del 
ejentpkn 4 [Sr\lo rcciuplace .t par t ir/3 en f i4i. | Pudc cvjribir la serie eon l.i rm- 
l at ion sigma o Mima si st paraiimn los terminus que connenen ^ ] 



MT 17 I 


-2 

PP^ 


I -1 l'v '3 ( irV- 

2 { 2 n)! V' \ / 


* x 1 

h! 



La sene dc porciiims obienitlas mitliiink* nithodos indirectas en los ejemplos 5 y fi y cn la 
section 11 .9 son tea I me me la sene tic Taylor a tie Maelanrm tie las I line tones dadas porque 
el teorcnia ^ :im lo est^hlece. ya que no mipnfia dino uiu representation Jc una sene tie 
potencrto/f-0 - ^ r.(x - of vobunga, siempnr «cierto que i. = /""(fli n 1 En nir^ pi- 
labra-s. la deter mi rue ion tic los coclk icnlcs es units 

En la tahla Mgutcnit cstin reumxJ-Js. para rcfcrcncia iuiura, alpunasdc las series impor 
lames de Madatnin tteducidas en esr.i set non y cn la anterior 


EJEMPLO n EtlCMenlre Jcl sertc de Mskfanrin pam/fO - ( I « it 1 . dnnde £ es cualquier 
ntimern real. 

^DLlKlOH Al nideliar el irahajn en columns 


Jix) = i I + xf 
/"(*)= W1 + JTl 4 * 
fix} = kik l»(l + xT : 

/ ,j TjO = k[k - 13( 1 + 2)t I + -i V 1 


m = i 

/■(0» = k 
AO) = kik ■ !i 
f*m kik I Y,k 2 ) 


f'W-Hk IJ***f* -ft + IKI * ^ ‘ &Wl + 

lei Unite}, h sri ie de Muduurin tlL r ti\ l t! +- a)‘ c* 



























*47 CAP(TUiO it WCIVOW T ItkfCS iMFIMTM 

ft# sene v: iJeiK.mi/u stric htimfiiial. St mi «•&!■» ufimmo « <*.. cmomes 


p .., = jw - ll-'-H » * Nii * 1 ^" 
«, | = [ <« + >»' 


' it k - u - 


Hi 

' U - rt - ] u' 


k n 
ft i I 


M 


1*1 


I 4 


M 


e* n - * 


Entonccs, fwr in r™^ dc ro/tin, i,i m.tu? hmiHiiiul m * J > dsu-r^ 

M (jtj > I. 


Li notion para i>>cliiiLMiicv de b hvic hr>i«myl c l . 


AM ImA ■ 2) - ■ ■ It - ff t 1} 

W " " 


y Eos numcros sc Unman rtwflckmto del li-in ■ imm, 

til siguitnie leoreniu cxprcm que f! f ij 1 igmil n la suma Jc sertc Und-ium I 

ptwible demastrar tsto a! prabnr i|iil’ d tiirtinna r^-miime Jffnt a-n apn^iiiu j Is. jhi- , TAft 

rcsultn. scr muy difidl. Ln pnictin rcsmnidiL l<ii d cjemcio 71 cs mudio mSs Lull 


1 T 5 ERIE iinOHiAi Si cs akuUjLiicr laumeni real y Lv| < L ejatonce*. 




. . , . K* - l» j „ M- Mi - It , 
1 + ** + —^ r +--- r 

_. 3. 


Aurt LUJinJo h Mrnc binomial mcii^c cnmcrgc cuancki a L la pra-cunM 4c <> ■ 

verge o no en los exuemm, i L ikpemlr del valor dc k. ltaalta ^nr la sene ^n^;t 
e« ] si - I < k a* 0 y en ambo* extreme n It > [) Noieie q.ue <i i es un etUero • 
y ri > A. eniOrttts h cxpre&jdn para ijj) COfllicmr un factor M Al Je modn ^ue i£‘ 1 

para pr > t, ELs(o signified tpn; la mtic tcrminii y reduce cl Icorcmo dd biminim ordiiw^ 
ftiLUido k CV un criKtfn posilivci. E V l ( :l\c hi prigina de referencia l i 


i'J EijE-MfLy i Entucnlic lit verlu ik- Mutlamiii para la fund on fin 
riidio de convcrperciii 



y nu 


h R.M, riba /f i f ilc forma ipie pm-ihi ovu hi h-mi- bimimial 


n 

IT 



V 4 ‘ i) *#'?) 
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SECClQw f 1.10 SEMES DE TAvlOH Y OI M*CL*USlft I4| 

V 01 uw U «ric H»0«bil c, m i - -J y dunde r fuc reemplt**, ^ - x 4 . ttIwn « 


4 



1 lA. T + l.r3; b i *3'S 
S 2!8* + 3!K T 


-T 1 + 


t - 3 ■ 5 ■ 


(2« - 11 


w!S" 


1* + 


Silhc dr ' 37 esu scritr eunvenje*0n Kt/4! < |, L . s dear, i 1 ! 4, dc mothquecl ra* 

d»de convergent; j» e* = -I. 


i’Jl la laWi tiguicnic (Matt mjmbv p;tia rcfcitncu fyun, aJ punas ilc Tas senes impor- 
uncev dc Madaurin que ha (kducido cn csla uccii>t) _v tn la aalcru it 









$d 


*^■43 || |{^| | || 

* ** B iwtthM da T: 

** 4 h kificiin erijjifijl 


\'nn rajfun ilc quo la> series dc Taylor *can import out t*s, cv que penniu-n tafegrar fwn- 
[_■ 11 rf ir s [jut- no sc pod fur manejat antes tin efecto. on In miftsduLUjirin Jc calc eapuuto 
incnc ioniiMuiS l|lh.' Newton nucpniha a me initio I'u nciones eKprCsflruki I us pnmerutoiiio se¬ 
nes 'll. - fiolenciiiv. y (|Mc ilcs|u.uS miepi aha In sene icrnnnu n idrniirn. Noes potifrlc m- 
icprar la loncirtn fix) • f*** par niedin dc !us idcnica* fotios ulus Imsiii cslc motueato, 
l*i»rqtic su iirilklcfivaila no cs mm Imniriii dc menial lv*ase ^cecUln 7 '1 kn cl ejcmplo 
siguirrilf sr apliea In idea dc Nculaii pain irttepraf cula luncion 
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M * WHtUtP || »UCIHQM«T 5 HrLS INHN)T (*1 


L'i EjrHPtO 10 

ij» EvafOc ir " Jt cumu ana ■tcfic iitlinila. 

(bl Evaliitf f ' d* de Sal muneia t|uc no JsItCfa U.iJtll del valor iraJ 

V9LIH It II j 

(ji) |*nn>cro cnuiienlre hi ^ci il* de Mod;.tie ; 111 r Aunquc ev juMlhlc tiv;i, C | 

mduxlo dWio, tUenninert la >u111►li.-iiieniir nwdiaiKc d tutimplazo de a von , cn 

seric dc r ' 1 d.aJa en la laltla I. I'or irsla, para Lodo> in'! vdores dc a. 



V f - V J" 

ii «! 


i 




II V. * 


■ I* pom hoc at V - tim r.i mniil&fmnlii 
del ipciw loi 


Ahiifrt integre tenninn :i icrmino 


j*= j (i - 77+ 4 r - 77 + ■■ * <" 1,1 ^ + ** j * 

Jt* ,1' » T 

iV 4 5 - 2? 


C + t - 


7 * y 


+ - -■ + 1-1 r 


J ■" 


iln - J in^ 


n.Ma scric cs conicrg.cme p-Lr .1 tod.i i porque Ij vciic angina] para e cumt-r^e p-jj* 
IraJa air. 

lb) El tewema hindamencil del eilkiilo 



El icnremade esiiiiucmn dc L sene ilknuncc Jcrmies-tn que d emirque h.iv _t. ..'i j 

BJlfDJUnUClAfl ITICROT i|LIC 


t I 

II - 5! " I.™ 


c 0 001 


CXraaplicaci^fi tic b \eric dc Taylor ^ ilu-irj cn d cjemplo sieuicnlc ti ]ims:: p 
tiria utr ealDubdo con l,t regia de pem tn luear dc hacetlo am %c revnn*J 

las scries. 


EjEHPLG II Evnlik Elm —-■- 

x—-41 

VC'LiiLlfru Al miliuir la scric dc Miicburin juijl ?■' 


m AJpra nmrr, . 
to tan lirv« fit tin rwMH.i 


Hill 

r -HI 


1 


Ifm 

4 *n 


. 

■ ■ lh 


:■ v 4! 


/I 1 v ,f \ I 

P-«Vl 31 4? 5! / 2 


JS&Lin 


|W>fifUe lai sffics tic llcHcm iliS MJ« JW-IIHK^I I'OilllFTU Ji* 
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SECCldN II. IQ HSIES OEWTLOsrDt MAC L AUK in 
LTJPuCACION ^ PE SERIE S DE FOT ENQAS 


«w 11.2 K In Ilus»> El, ctZuTZ ' , , ; . mp ™" Cumo poiinomi^; lel .core. 

r»«fcn mujtiplkar y SUSTT "■ <* I» •*"=' Mmh.cn m: 

nos pm,,* | fl , Wmcco determine !,» ppm™ 

f(K nuis <mpurtan(c\ ' ' w vuelven lediows > hi. lerminu. mlcialm mh> 


S, |US tns «*«"■ * uMk A Modaunn par, 


Ml If C iqa 


(a) Mcdiantc la aerie de Maduurin par. . S n„ , „„ | a laWa , 

—*-(.♦ TT*3*s— X ^ y *-) 


eSlfl tXprci ^ y *° r •* rtnindfi KfMjante*. al tguai qn c con M 


l+X + Jl’ + i* 

X 


- + 


r + r + ]x J + Jr 4 + 


a - n- 

- !*>-£»< 

fr.T - ’■■ 


X + 


r + ^r 1 + * ♦ - 


Ask 


f 1 seni — i + ,r + j.r J + 


tb\ Ai uiili/ar 3 u sericr de Muclaurjii en In tnblo I 


J 1 jr 


tan ,i 


sen.? 


x - — + — 

3! 5! 


t(IS .1 


X- X" 

2! + 4! 


Apliquc un proccdimicnEo como el de la diviskm far^a 


- + 


■A 




X + JX S + ftx ■ + 

.Jv - \ p + IL r * “ 

W 4 r ^ IXtS- r 


X - + ii J - 


1 , ’ _ ■ x * 
14 lift 


u* - 


w- 
-v ! + 


*** + 


I ’■ r l i rtisi fUIdJIld, 


tim , - i + i 1 + 


rax 5 + 


Nit sc h.i iwcnrjujftjiKtlfkut las iiinin|iiiLniiuw's fi* males que st? uuli/amn cm cl t^inplii 
II pern von k^iiinKn Jlay mi leurrma que tsiobhr quo si UMo/fxl “ - or* OOOW 
ij{ 11 ■■ 1 li, (' tnnvvf^di pin jl., j ■ H \ las senes %e nmhiplis'Lin ertno si Iatjii jhiliiNiniiik, 
cn rat ciim t» M?rje ftMillatiie innihicn converge |wra | ii < ft y reprewnia /i n<mf.. hi 
Lu.iiiin a la itivwnn c\ netcsiirio qtie h. e ||. |b v:nc mnlianle converge par.,' s suiktcii 
remenre pcqucri.i 
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'A 


Mk 

> 

vJ 
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CAPiTULO I I SUCJUONilj. t IfHIEV INflNfW 


11.10 EjeftClClOS 


U Si /Ul Hi.l L Jr piitu imfa 1, cscnlm HIM iiirmultt 

pwa in 


2. Sc jH^Kmcknui fa p^iiLj i tic/. 



£fl3 Bsplique pur qu£ |ji mul- 

Lb - “])+ 0.4U - l| J HUx - JJ 1, + ■ ■ ■ 

Turns fa wric lie T-aylr.tr tie / deUTkdi rn I 

Jhi LiptLijuf ptw 4|Ljtf Id tdtfic 

iS + 0 511 - 21 * 1 3tr - 2f -0.Ilf - 2l’ + - - ■ 

p Ij *cnc ik Tji]s»r Je/«frond* in 2 

J* Si/’lftl ' u\ + I >f pjni it = 0, 3,2..,.,cncirtnlit b «nc ck 

MjL-tniirin pafii f V nidiu dc CtjmTr^craciu. 

I. Eitcurnlrc lii serif dc Tiiylur pura/ctin ccnim t L n d si 


rw«- 


3T* + 1) 

l t ‘ u ‘ sS el ™J3d df craerpeocia dc fa sene dc TtyU* 7 


® /TJfl “ (1 - -rj s 

4, /( f r| Ini 1 H sj 

J. /(tp wn it , 

4. /i.v) “ teis 3 1 

1 ftxt - r’ 1 

301 /(j| - ir' 

II. /<ai “ , 

12. fi i j ii^vh i 


v ■' C-ikuk I.! s*rk ik Tjyb* pato fr t> LcnM4ifa cn cl tfalnt dado 
dc ij [SiifhiniTJ »|i-u- / N■• ri«r srn ck^itni►!I*■ lie m.tit i k ^Hrih/i.r. N*-« 
ikmuf i.irc iui« jftj tf - fl J 


/fjrl • r 4 V M h rt - I 
14, /f.ii ■ jt\ cr ■ - 2 

IS fin r „ i ll /It P l/r, ti 


on 



17- /fxl — c™ JT, It - IT II. /H11 - wrn j:, a •* #/j 

It. |!a| - |/y«. ,t ') M- fIM • I . ,1 I 


23 . [kiiiui-MH' i|lic fa ^cuc i 4 lc<btb d ejemrin 3 repm 1 jtili 
jm (Mi j ickfa i 


22. ikFiniio'rr *n*c fa -iti i ! nNcrfliLfa cn cl epejCJsm 3 h. represent* 

%CK l (UTJ hdj I 


71. CkllUiVMii- ij,lit: fa *<nc titHclUcii en tE CJCKKUt U irprfunL, 

sc rib % p;irj Itnlii l 


74 . rknmeorc <|uc h wtK f^Cenida w cl cjervicid IJ icptv^nu 

ennh i p;n,i Iml.i i. 


Uj* En ncih' tMUnmiJil pjni tr^pjci-dif fa funfii'in ^mn fe iHia k 
ne Je pmciwi^ ii^prevf d rudan dc fflHmttgcrK u 


IS- , I - . 


76. 


I 


B- 


(2 + .ti* 


it + n* 

M. .1 - i- 


1*-JI UiiIic« i.i -.I'm: ik' M^liiunni|vc panHit fit hi i.iM.i I p.ir. 

fibtener lu ^enc tk Mils.'liLiiiin para Ij Iuiillihs lI.lJj 


5-^7 EiHucfUff l» de M^fauiin para /I n lumodo b iknm 
Li.wi Lk Ij ^nc dc M jyfagfm (Suponca qw /tkfk: un tloJmtllo 
cn wnc dc (httehcm Nn dcmucstiE qnc ff.i.d ‘ u | tkcenflirtc 
Umhicn cl rudnt avtCwmId cun fa cnnvefjMrncia. 


W, /i I *• ^cn ft i 
%\r nil - C'+f 3 ' 

33 . nil* 1 rl 

Jl 


30 r .ri.ii - Lrosdm : 

n r /iii ■ , - 

/[ It “ L l.hH 'I 

1? 


/IjI - - --- U. flu “ —- 

\ * *■ c- s 2 + j 

fl.il icn I [^ri.cr Ti-nr/ir: uliLice sen■ l i| u^Ji 


sell i 


u. rui - ' 


.v ^ 0 
id ,t - 0 


& D«™>ne fa ^t-FFc tic Macfawid dc ? imcdunic 

nkkMkM. t, xu ndiitik Oiboje / > iwimcnn 

prHiraufiiMPs ik favkw fit I.i, rtiitnu pjntiljj , 

rc^pcklif j fa it,ifCr^|HHhlcncia CdIic (uliqoin^ i f 1 


|Sy/f.il » m( t 1 f 
41 , /i ll - re 1 


40 . /tu , . t,-- 

42, /Ml - Mil I i- i : - 


43 . Mciliunle In sfik lIc Min fauiin patg r’ cdtufa > nDI CiW^ i rl 
Fins iIcl inuilfi 
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Qr 


141 


41. millet I* *r» r Miuliiuriii para mo i ,i tin Jr uslcuht wn V 
fjgcp t'llra^ ilfcmwlrs. 


tort 


61. v - 


^ U«nchlW*i ll|UA«pi)^ir | \ f - 

I* b rent ,k Macfcurfe fMla 

'CH T 




II- t “ r + ln(l - It 


65 - Mi t 4huk Ij «Mnuik 9 j vrK 


ItiE'fnriJ 1 /i J + ' tumo uiia ncri£ dc pixcocjte. 

{b| Use I* pmle (“I pern tit imqr 1/^1, r conevin s ir*> 
^fbndlri 


<TL-\ IlIJMU'S 


lnl Sf-ir^r 

1 — 1 .11 nf 


j;.$| Evald* b iiiiepul iiMfefiiikU iiripii una inii‘ infinite 
4J. j i awU'l 




; pi* .t “ I ( p* (■ 

#t. |*— 50 - | fittuiau 1 )rfjf 


il-J* lda *nfi jMfn likciKT un. %j]nf jpnmmjdti tie la ink- 
■rti JeftniJj cwn Jj l-^.iltjIijJ indbdi 


ji. f i cos!.v L \d* |in. - iliviiiialfis 

St ^[ao li't + «n|A^»|rfjt (dncifikcinulHi 

Ji | \ | + jt 1 ill j | H?rpif | < 5 x 10 *) 

Ja 

Si I iV’sli (| error | < O.Otil) 


iHJ Medajntf lji i^.iluc el I (milt 


IS- lim 


x - un b 


St I tm 


I L’UK .9 


i HI | + t “ 1' ' 


» l.*l 


^ i 


i + ll* 


■ 'slice la «rie Jcl cjrinpln I 2 fttl piifii eviiluur 


lim 


Ian i - i 


^ tifmic 4 x alt tplrt on el ejctisplft 4 de Ih vt^idn 4.4 iitili/jui- 
^1* Kgkdt 1'llmpiuil ires v^ccv f.f. iull m£[chJo preliert^ 


N 1 iiIkt h nTlrtpIlLwi''- »i» Amite Je fartev Jc pamdm 

Un [KMndirt tl^ itaw** tllfermlr* 4 c cn !•* 

* MitJaurfm puu l mIj iuncrin 




* Ctni 


W , ■ 1 


M. 2 


65, £ 


f ll‘e 




+ ||? 


** i 4 ’ 




,, . ^ 27 hi 

91. I + — +■ TT + - 

2i a 4i 


+ - i - 


h. “EHi.ita;* . 




31 


W. DeillUOilJif I it iLcMjttNil il;i J (II: lii v N if pura n - J, ev deuir, dr- 
mueMre ijw \| | f "'9.0 | - \f |uri | t ti\ ■ J, un lal uui 


|#.H ll| ' ~\X ~ rff f* 4 T 4 Jjt - a - J 

tl 


TO. UM DcnLiK-MK" k|uc U Eiinciiin pip 


,. . If M»-0 


rhi cs tfual j b Jc M.n Imih 

ffl [tn Dihujc lit funetfla del iikimKj i y d»menle s-ttctimpiina- 
niirnCti vcilm ild ori^irn 


71. Use I OS fWVts MjluieHtcs pant dcnmslrar 1 1 7j, 

(akScu g{xf - i:-.4/ r )jr. DenVt! Md srrie para beimurfaf sue 




l + a 


- I <•: I < l 


thi Sen A(.a 1 1 + .it \et.v) i Jemuestre sue ft w u 
(et Lv-Jo/i .1 tpie jfUt = f i + 1 ■' 


72 . Eh el eic io 53 lie l.t s\i.'wii US -' x e dcffu>^T%> s u e ij I'* 11 !? 4 
(Lid de Ij elip>e l if nrn il. ' fr i' m ^ d'-'ivle *i ' * ^ 


L»4tf| * Vl -I' WlU't 

JA 


JiHhJf e - v'f ’ 11 rh ,a eWWUneM* 1 ^ b cJlp ^ 
Evpanila (i *wl4i|tij>Jc* if"* 1 ^ wpffiLI * S ^ f l frMilmfc 
Jetdatteu. 4 ii Je b*«idn T l lNlJ 


ne en (Hitenebs dc In CMcnincWad < [ “ mHn " r 



































* 


: 1 i V. 



At *••«**** 

A** 


*1**, 

fc v XV™ .■/ >v 

http://libreria-universitaria.blogspot.com 




H' 


T 4 | CHrlTULO II mcesiowtsv ilRIIV UNfiNIt^ 



tHOtECTO OE 

uw UMITE ESCURRlDIZO 


LAiOHATCrMO 

liule iwipyctlii o biihic La fwiicirtn 


■rfrlOiin laid sell A> 

^ areseiiEarvfuft *1 “ ujtlaiiliifcSen t? 


1* t JR|| |L -V 4 U tlll«nu jJ^hnUBDf»ni|WElli.iAnill fJIJ ^iki.ir MilpjIJ.Is = UM.ilCil:JITiii 

y iWMWl lenei / wfl limit ciunthi I *«l p 

t, |?« d CAS pn a ditopr/eCftb dc i * <» . F'attN* iene* ; iihi IhiipIc i - ft* 

Enknk eudrui livit . Hal («* b repl* dc I'Hotplal. si^ndn d CAS pan* hdbr I i. 
vaJit L k'l mMKHdnr j cl dettCHdudH ,.<Jwc dCttlrttruV* , C Llamas apliuicmn^ ik Lu 
rejoin A? Hlm^lcii) tc iHjim' 1 

4, a-AHhie Uni .. u eon wviilIji del CAS | i.iPih cm-nnii.if to i.aniidad *siriirnrnM dc [ifmiim ■ 
In wric Jr Liyhii del lUiincrador y cl ileiHimiiudni lUiilwc cl esunandn ■ <.ji M.i| I, • 

grip n rri MiillwilinEkaj- 

i I luliLi? d tnhkiimlii [finite l-h kii (.'AS para Lidcubi dnectomcnte: Km. . , i ■. i « l.j nu-, ,.i 
para- Jt + |l* Mdemas dgehrjki* CflmptU4K‘ini»1o uBih^iin cl mdixlodd pruhlenu 5 fuf 4 
cateabr limited i 

fi. I:ii \HU de to* re^HKMas 3 II^ pn^knus, 4 * !*, c.i plica kr* T<rttih*±r* dt tos 

prablMut i y 2’ 1 



r:coacci6n 

COMO PESO/BR.tO NEWTOM LA SERlE BINOMIAL 


i>t FHOYECTO 



til Li'inriiui ite Mm min i. que jvopwekipij el deMiimdlmk H rr ■ 6J' fc ya lo tonOi.'1'iJI to-. llsisidtMk 
tbiri 1 ."* fflUchsi* mjtN^hiIM.^ skqisc nacicla NtWlnrt, eti especial putt d cikso di <=mle cl o;- hhiiIl- * 
c* un enlcfii pi-wjliw. Eiib 1*65. euamlo Ncwiun bento 22 aAu*. ikscufrri* por primer j vtt cl Aim 
lln lIc to *erk infinite (d + hi' euando toun exponent rtKciiHiorio. pcattiwo ik^ann' V>: 
blltr 1 Ml* Jc rsuMsniieilinv. ptf£1 I^K pblllCi ^ \ [rriPjiiPri,, Ji iim k CjCflipU^ dc iP^rti ^ cn M r - 

dc fecit* I ^ 4k jumt* dc I6?6, tiiu 4 |llt uWa ^C libnw rpiurdw pJtcrfl. huc Cm j Men". 

Okkntvrg;. «rmtsn. dc U fci-inJ ^ . par* i|Uc lii mtHDilkra a Leilnif <'u- • 

4sjc CHAr'diX Ic |»egunMP a Nc^tcwi coow habu lIch u^l-iup hitHmiulo Nc-ail^ r, - 

bus uni ttjSMldn cjH.l ta eprUr^a puMrtttrf, del 24 Jr ikiuMc Je 1*76. cm la Hud r vph. .i l ■ 
de flctiLllct la manciacismollcgd j LW-uhmniKiiii* incdbnlc um mb mu> indftccta t 
im-EMipiimki la^iii‘.iL\ Kijn |jh tunas i i| si JHbi l fiui a n - U. 1.2. \ 4 S 
ciie> ilc colcul.ir ‘.i rt cs p,is Al it6M:rvL*r puLnmch ^ ;d inleq^iUif. Nc^mm foe l iipJL^ dc .ulsvin.i- 
liui rirsfmL^iiS'- dc vnUwi iFiipanesde rr. Pnr Ilp Uinly m* Jin ciicvlUl dc ipk- |1 i.hI i4i nhkner I in 
nuK respuesbn rj(prcminilr»U - jrY ' comm imn sciie mliniiii 

I'^l nh.i iiii Ciuayn sidifL- d dt scMbrirnicnm .k: Nc^lun Inicie d^iSLlircl cnuintiJ' 1 vie ■ ■ 
^Hmminl ni Jj inh.iuho ilr Newlon i v lmm; r f pi ■ :■ -i 1 -1 ,*•.*.•. i-si h puL'im 25? A-. \ 3| ».i ' y ■ :i i • 
dc (211 S- iplntnc put qud h ^cTsiOfi de Newnm C'h Cif14i^il£nit al lenremj 1 7 dc U p,icifki ' J L 
Lucjjn Ir.i l.i ffttifietji fhHHrinr Jr: Newton ijMiiitJ *k |41 is p-icm.t -St 1 -: dc \1\>^ ttpl|ii|ur '■ "■ 
paTrnne^ s|ue dCKUbrhl Ncwttbq ftf h\ are^ hapi la^ iw s i f x' ■ YW*ttc u»nM- 
fh^lu k alkiilai el Visa bfejo las cvn^ ffUMn s OHihi %Limprtslk> >u te^ue<i Pjm ft^ 1 
rtl ci|tlii|iic cfrnHieslindeitdinmicfliH llciwoti a lai *ene^ hiikmualc^ \ ^ libfW' jr 
Ldwjuk Ills |5| li mticricn rnmcnuims Jr ^m.u dc Ncwmn 

*■ r 11 I^.UNb. Ily II, , r N../»rrJrTi?rfo- f , r 4 irfjd- N4icv^ Ymi. Sntnpa A'rrl.s. 

I W. PI 1 1W IK7 

?, I.-Ivi I um l > Icicim Cii.y, cjk . Hi, Hnt,v. kr..rh.vn,rm-i l I .«Jio 

Win Mtllnh I'lfv. |DHV 

J. Vnn.i Km/. \ Unhttr j'f Vrrtfji'Hfiuj.. Am lAmnAavitiNir. IStafenArVb«te±HMmeiOailwir l®*® 5 

jr ■»■ 1 4Mi 

I. It I Smut .--.I 1 ^..im-K.,4 m if.jjj,, , IMrfJs , UtM, jsikt. INnkidiiTci, X I MnWimV™ 
WMtjf Mr,,, iwi 
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»CC|6t* 1 l.l I APUGAQONiS DE LOS POLINOMiOi 0£ fAIFLOK 741 


J J.J I 



r. i i 
Ut) 

t**. 


sr j_ __ 

* fl.2 

,r 10 

l*)30OQO 

K 

i 

!fi f75fKMl 

f.J2l4Tit 


f Hi iin i 






1 22 1 -Vi * 

KIj(M$)37 


APUCACIONES D ELOS POLINOMIOS DE TAYLOR 


t "" P "' Je i T li “ : ™ !sde •“ POlinwmna de Ttaylor. Prtmcro 
iniM..n |»,i, (1 , v |,„ ..' ’’ l “"’'"" l K ' v ' J l ‘ r " <“ rampuiKuin In 

... ir 1 : :" 1 s* ra “ neMm * im **•*<> 

cMri de - T -, , ' „ T* J" “ S1 “ l e " <? Icllltivnlud, uplin. nidiu- 

im.vi.iii Ot JJ “ V ' “ cl * u " » <» “"*• 


- 1 MAC|6 ^ DE PUNCIONES ME D IANTE POLlNQMIQS 
Supongu que f[x) e.s igual a hi suma du su &erie de Taylur cn a: 


r'w 


/l.i} 


A—■ ■ rt! 


u - d»r 


En b 


sftarido 11 (0 sc prcscnto la uoiacion fjx) para fa M iljftliiM mrm pguvial de <*u sc- 
nc > sc It Jlamo poliitoimo de rr-^simu gradu de Tayh»r de/ cji a. Am, 


F’ll l! 


«r 


/UO + ^ 7 ~ U - a} + U - £|) J + 


If 


If 


rw , 

*' + + —— (.1 - 1 if 


ill 


Pucslu qLie / CS lii ... de mi sent tie Taylor, sabe que 7 s J cttando w 

CMC njtHio T. sc [HKde lis.h cuirut am apn ruination de J. ft .rJ T.n) 

Observe que d pnlmomm de primer gradn dc Taylor 


f y tie 


TA i1 /{aJ + /'(tf)(.t mi 


CS |t> mKmo que hi lincalt/acion de f cn n que cmlkIh) cn hi scclkw V hi Side Iambi en 
que Ti ) su deli", mi.! pencil Uvt mismov sjlores cn a que f \ i En gcncial, puede ik- 
mostrar que las ikmatbs de / en .j umcticniaFi con las de / hasta la> demada- de oidcn 
n. inclusive UtMse cjcrcicm 3Jii 

Con cl fin de ilusUiir cstiis ideas. Veil Ulta vei mas las era heat de \ * y >u' pri- 

■Tiet’os polinomios tie las lor. ouino sc ilusiran cn In fig Lira I. La cullca de 1 es la lan- 
genle a y = i r ‘ cn 10, 11; cum laneente cn la mejor apn>ximtit#i lincaj a i eervi de (0. 
Ijl L;t grtilica de Ti cn la panlliola e I + r v + x : / 2 . y la grdtiea tie f cs hi eurva eiibo 
ca y = I + -V + x l /2 + v'/h, que e» un a juste mds ccrcants u 1u npt ei|Hinendal 

y = *?' que T T:l pnJir.in- jii^uiciltc dc Taylor T A serta una apixunnaddn ine.nn, y n^f 

succsivaiiicriie. 

Lew valniesdu III labia pinpoieioriiiii Lina ilemosntieion imintTkasIc laennsergnieiiuJc los 
polinomiosdc TitylnT/t) a la function y = ClumhIli i hi cons-eijwdi .cn nmy ni- 
pula, pent en hi nli ■ i $ es nn |hho mas I l- rii ■ ■ IV heebn, Cfitic itniN lea's esie i dc 11 l-s un 

pned mas kltlil f lit converge Jtlas ilCspacht IliKia f 

CuamltH Hi, . pidinomi" de las lot / p.iia apn'siniai una l ii ni ton f, dchc pregnnfar- 

h 1 ( LfLit- tar btieiia l-- i in a a|Hosmi;K ion 1 . (Inc Ian grainli’ ijim u ^|iic sea « enn ohjclsi dc 
que akantr min ptetisuin i|css k ada ’ J\iia icsjHmdCT cstt* pfTgurtlas. c% ncvcsano qm i sa 
mine cl salo) JibcuM'i del IlMtllH' 


|« B hf| | fl l» “ '■ 


mm* ml< 
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{« CAPITULO I I SUCESlONES* SERIES I MHNITAS 

Ha) IK* roAndos posible* P^» « ,imnr cl Jt ’ ! cmn 

, Sl Ciin gna calcubdor* quc trace grfifcas o una eomptitwJor.*, la pui'ifc u ^, 


!* 


para ilihujUf jtf.UI | v de alii cstimw c> error, 

!. Si sucodc quc la seric » ulteniimic. puedc aplicar cl lorenia dc esitroacUSn d c i a 
scrie slicntunic, 

3, In todnx Ins cast* pucde tipliuir la dcsiguoldad tic Taylor (TcorCma I 1,10.9), c | 

’ caul mtnbbct i|ue si | 1 r '( 1 11 [X>r io UinlO 


M 




• t 


□ EJEHPLO I 

|a> Obienga Uflii BfJrtXimaeidn do la I’uncidn /it I = v r por mcdln del poljnomiude 
Taylor dc grain 2 en o = 8, 

lb) (> yiu ; lan PKaeia es esta uprniLimacitVn cuandn 7 =- r x 97 


\ 


VDLUtlON 

OH 


f{x) »■ 1/x ~ s'* 

/'i 0 - U ’ 31 

/-(Tl = !?.t 1/1 

En csliis terming*, el polinomm dc Tn; lur dc segundo grado cs 


/(8) ~ 2 
rm = 
rm - - ru 


1 


0 

FIOUI 


T?{x) =/(H] + “p- Lv - 8) + - HI 5 


= 2 + nl-r - 3) - ^( t - S) 1 

La jpmxiiiut kiei Jcscada cs 

& TAxi = 2 + ‘ U - 81 - - 8* 


(by Ln seric dc Taylor no cs altcmanlc euando .v < 8 r dc modn que no puedc uplitar d 
icuremn dc cMiiHLLcmn dc la serie uheri unite en este cjemplo. Pem si puedc usar hi desi- 
gualdud ile Tsiy lur eon « = 2 y n N: 


dondr I f“l'H *. M Cnmo t ■ 7, lienc v - 7* v deesa nuncra 


rm 


JO I 


27 x 




10 I 

27 * -JW- « 002l 


I’nr tn tiiiuo, [nnsde hiicui M 1MH12I Asimisnm, 7 • t 1 0, dc iiuilIo tpie 
■ I ' H • I y 1 1 81 ■ || JcNpufrt In dc si g unkind dc liiy lor dn 

0.1 K121 U002I 

AM ill • 1 I OOOfM 

31 fi 

lih ciHh tCriMiMov, %i 7 j i * u, |,i Apr 05 . 11 rUh.iun en cl incinti fa> iki dilierc en 
dc U (HriM del Viilof real 



















ij 



f 

p 

rjEui* J 

a otfi'? 



OGUM 3 


i* 
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^CCCjON II. ft AKFCAOONES DE LOS POLINQMiQi, 


DF iMmjf rfi 


CM*. m J£*l\ U '" !Urj 2 * ¥* >* **««* *.-<•*> T.4 .1 


r*ToT“^n ss ™ * *- *■ ia •*- •» - ^ ***«■ * 

= |#- TM\ 

A partir du la pnitiia 

|ftW| < 0.0003 

cuuncto 7 • , 9. Am, In eMimocidn de error mcdianlc mil.*!,,* grf|i„ H c , lir . _ 

lnejor 1“ «*>*• * taw ■ portir de b detipurld* de Taylor.« Me «*.. 

S3 EJEMPL0 2 

Cuk j.Cliul cs. d emir muxtiim pmihlc til utili/ai Hu yptttxim^t'ion 

** ** 
sen .t =» x - — + — 

3! 5* 

LuaiHlo -0,3 *5 x « 0.3? I “nine csla apfOXimacida pn calculi sen ir«im m-is cifi» 
deeiirralcs. 

!b> <,P;ira que valorem de i cmu apron macinn no diliere cn thus Jc OlKMIW del * a tor 
real? 

satucitiu 

(a) Observe que la sene de Muclmirin 

x 3 x 5 x 7 

sen X - A - — + -- - — 4- * * * 

3! 5! 7! 

cs alicmaniL > para lottos Ins vultures nooerodc r s y loti lerminos mh^mvlis detutTii en lu¬ 
ma no ponque | .t | * L de imufit que puedc usur cl Icoccma dc estimation de la *eric 
ahemanie. El emir en la apreuimacinn de sen r por medio dc Ins tres (crnitnos dc su 
serie de Mackiiinri « ciiuiidn nimho 

l*F 


7! 


5040 


Si —0.3 ^ ,r M 3, par In bnlo | r| ** <1.3* dc modbquc cl envirev prqncno qwe 

10.3)* 


VU0 


4.3 X 10 * 


Para talculiir u ii f. vi pnincm convierta a radiants. 



Pm csin, eon scis ctfras devmiulnifc 'rii I - v ' * <l -ll ' ,, f.’ 
rh* El rrnt «ri inrnut fir fiMPUKW si 

Lit ■ 03 X 1005 
5040 


0 ^117*31 lf*i 










* / 


^ 4 P 
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riJ HAPlTUlO I I !Utt-VlONEIT««llMN*INlIAi 


At n-Milvfr In ik-Ni.uu:(ltliitt .V eflcunJrnr x 

l^p < (j.252 n bien. i\ < 10.252}' ' -MI 

t>e fiKuki ijuc la thuJa w> dHtaren ih.i% lie li IKKMI5 ciuadn i 0.K2 


fc j uj j En rfcifcjte 11.1011 l( «mtwawi 
cn farrm fntilca k« **•!*»* ifc' k« jfiroxi- 
nwJofHn At kri pok»riiKH Aj 1-tykw 


.q m ,< suuaJc si return- ■> la dwljpmfrbrf de Thylor para resolver cl cjcmplo 21 Pucmi, 

qm:*/' r '< 4 -J cos x. Iie«f I / '< v) | ' I y tie cs» mwem 

i«*)h " i • r 

Dc e 54 e roodo llegaitH* a la mi*m* c&iimacHin ijinr cun el teorenu ik b cstinuuiin ^ ^ 
sefie oftenumr 

•Qiw lisiy i'tmicspcctEJii Iips niuii m-Iskh gr-iikift? hn la liyum -I M‘ ihJMi.i l.i ^Ciilita de 


4.3 X III * 



fiCUli 4 


JIWHKNn 



0 

FICUKA 5 


jflnt 0 | I sen j U Lx* + ,!„4') 1 


y observe que | A&J | O ■ 10 1 cuaixlu M ' 0.3. Es la mi^ma e^lirtuttin ijik ■.* 
luwi cn el ejcniplu 2. Eo el ea*n del iixjwi <h| quierc tfJU 0.00005, de mod*< 
dihija lanln y =■ (ftjUl j como v 0.00005 en la figura 3- Si coliiea el cursor en el pir, 
to de imeravtion Jercebo. verts que b dcMgiiahbd sc crumple cmulilui |.i | ■-: 0jH 2 Uni 
ve/ mils llepi a b mistna cMimacirin que obtuvn un la solucidn del cjcmplo 2. 

Si m: imbicra pedidn que apniitimaru sen 7™ * eu lug^r de M?n I _1 en el ejemplu M-. 
hria stdu finuknte utih/.ir In* poltnomios de Taylor cn n = ir/3 lets lugar dc a 
pnrquc m in iiiepiro aprirtiiitatnmrs de sen t para xi.tlt»rc?*i de « tea.ni" a - } (IK.-,, 
que 72 e* eeppuko a fiU , n deeir. sr/3 rail raises, y b* dcriwada* de m:pi i brile* A; 
cafcubr cn fr/5. 

Ui iiLUjn^ rmi££tra pnSfkan tie Ian aprca^iiTiHL^ \wm\ de \m p»FincHmie^- de M neb urn 


= r 


Ux) = x 



r,U)-x-|j- 

7 U» “X 



7! 


a ki curva senci, Puede *' t r tjiit lu jdidu fi sl i nei enw nMj \) es iiriLi hue ull ihijl i- 

li mu i i m uii irtlervalo mis', y rsuis j.tL inde. 


MGUBA4 



t e«kubd*jrai y e^mpuladocfc aplkan d tifH> <k- dilcuki hcCltu cn Nk cjcmpl' 11 
y 2. I*<rf iji'nipb, cuiikIu ijMcJ previuna b lee la vjpi ^ c' dc mi caknlui1^^ o tnen. euaff 
di« uii pm^nHivador dc cnmpnlaiduvits; utili/u un.i Mibnilmn cn el ca^n de una funeiitodn 
]fHpm>Mii'iriea n c^pimcntial ts dr Hes^eLen mm luis itsaquiti^s se rain da una apie^un- 1 
cinii pi iN mini ini. C’nti ireem'in-saH el ixdmmnia r\ mus de Taylor l|ih- lu skki mLHhiival 11 
de (pickI n epic el emw sl 1 ehtieiule im* LiisifnrmiiiKTEte en eihIo el suiervali^ 

APLrCACIONES EN LA flSfCA _ __^ 

I . i^hIumipiih^ di' lay Ini lainlm-u se u^in lchi min ha htvikrnrm ru In 1 1 ml a Clin ei'K 1 " 1 
(k drtcmk*i imn miiMjjrih. lift iKirns mmi|O iTsi. mi a iivumb qm fimeii'Mi eimsiikT-imb H|1 * 1 ' 
■ ^ H|1 " di b '' U Hninn i i di- sii wtnr dt I.ivIth I n -nkm^ ImIsiIh.ik, Ihk liMi m^ iimii uii pelHS 1 ' 




















* Ll &n» Slipp y te bl Bgm I «la gra ft: J dc 
j iflwser, y j rapac*#™ A de wurtr 
ftonesr-iior e*i lare’iaHvifkMiespeoJ'l 14 
: ufta il 'i i:. ii ■ Ira In fimnan uSJtla piir,i ft 
Ip i "usa rl&va neWIgiwwa CuundO i> as imr 
-r lure Li ■.*■(«mini de ta Illt. las 

Z^lfdS Hlf> JtlHUtTt&fift 



fl«6|A y 


# * 




<V* 

A\* 




« 


r * .r 
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tEcciOht mi M'LiCAcrnNF^ n>c lospolinomiqsdi tan.or 



m 


mm dr I ay Int rant wia apMutm^ nin de b hnicion la dcMguj]d > »| tie Taylm st ptmle 
usir pi mi nictlii l,i exLiciitud ifc l.i aproMimit nm. I.n cl ejcmplo M^uirnlc, te mutMta unit 
Kftanem cn In cuhI cm cl idea sc uwi ca fa rcLmviLl.ul csjh\ a ■ l 


Vi ffE MKo J tin Li leorin ik Eirwlem itc Li rcLkliviibil especial. la tiiju de nn objetti 
4 uc ^ tfemlaza tun sclocidad i cs 


W = 


ffii 

7 i T^P 


dunde m. cs Lj niu mi ikl tibjcin t uando cmj cn itpnso y » cv l.i \ekKtdad de la \w I j over- 
pta ciiictitn del nhit'ii i Cs Li dhlctvik ia entre mi tiicrpia lolnl j >li cnci^fncn rtpow 


A' = Mir ' 


ia I iJcimicsLre tpn; tmmto r ft limy pctpn Pi.i tiunp.ir.nLi con r, esu ftpc>i(Ki pin A 
concueldiL mn l.i fmcsclibka tic Newton: A m^r. 

(Ipj ApliLjiLc la dt Hipiuldad tic Taylor para cslimar la (Mcrcntiti cn fttm> apFesiiiis-t para 
A" cuamlii | e | ^ 100 m/s. 


mmtn 

(a) MedianEc las aimionct chubs para A y rrr ohtienc 

.j 


A' = mo 3 - ifirtf' “ 


ww 


= /Hat' 


'('-?) 


yfl - r 7 t' ; 

l/I 

- I 


mcc 


Con i -r/t ‘, la toie dc Mjtlaunn. para (1 + jrl o mas factl de caJcuhir 40c una 
sent binomial con A -}. (Observe que 111 - I porcine i r 0.) I*«r lo umo 


blM.,.Idtlti!,.. 

Jta J ■ 

“ 1 - U + l x ~ - i* J + "■ 

.[/ | r y •* 5 * K 

A^-^l +i7y 4 ? - + -- + 

J \ »■ s f t 5 * , \ 

"^"Uh 7 T 7 ") 


■)-] 


Si r c% unit ho mas pequena qiK (\ por to lanlo itidos los i£m\nm despnts del prime* 
fa S on nniy psquuncis cuando sc les compura con d primer term nut. Si los omne. nb- 


lienc 


A nw J |-| % ) s 'fftaP 


{hl si » e J /r f . fix) = Mb*' |H + rl ,f| “ H >' « es un piiimcru ml que 
| /*{.(> j • W. cn(noc» aptien Id tlc^i^tiald*! tk Taylot pant esenbn 


M . 


T,ene n 1 ) i«W ! (I + ‘ y sabt q«e | r 1 M»> «* >■ ^ ™" Vl ^ 


in^i- 


iHfcll' 


blh.1 


, ) 


J(( p’/r’l’ 3 4(1 




{ Ml 


1 / 


K 
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1 14 CAPlTULO >< MJC l WOMIt V StWEi tNFINlTM 


Asf. con r - i * i&mfK 


1 * 4*1 


JL_ Ha d < < 4 - 17 x 10 

2 Jut Jill A * * f 




lie minJuque Ciumd,. | »\ - H® m/*. la nu»)iniiml del error al u^i brtpf«*An ■*«, 
r<irJ |;, energy cin^Ura r»CU4Hh> mucfco (4.2 « . •»■ 


gjlou ^orweplps tmnhicn v aplieuii vn el i-ampo do la dpiiej. La liguni H o. u<ij 
u>ci(3n <.lc Optics. 4a etl. iL I agene lledil, KcHdiiip. MA Adduon-Wcstiy, 2002. p m 
Rcprcsenin una ondhule la Inenie pimUml S qiic se cntuerrtni urta intcrfnz nsfinui (le i.ij,,, 
R ccnirado en C. n rnyo SA »e ncl'rtictrt luieru f J 


figuia > 

Rcftwridn crt urui kMcrfrx c^ffco 



deduce lii ccuacinn 


I 



• E* mouiAkc 44 dnnhd«l 

tll*l IT i#l ' 


Jondc y n : son indict i tie rcfncofo y f . f . i y > F m>ti las dksrancus lAdicadfii c* lj 
figurj &_ Dr acnerdn con la Icy <k- los tmw upliodi cm las iriimpdt^ u V u ^ 
lienc 

T - v> r +"«i ( T+ ft)- - Mfe 4- ffjctss * 

f, - JWT1Z m 2 f 2/?[> - cm 4 

Qimn cs urn |hh:li ci impin'ail<.i Ir-ih;ij:m loci hi L-ivilacinii I. Gauftv CF1 IH4L, la ‘'MHp ll|k ‘ 
lisiiulIo hi apmximiiL L i[>n IiiilmI uos i f> I pm a wIiiiy* |Ki|iicnPMfc ([\Mk»fim»uili? ■' ll ' ! " 
cl pdiunmlo de l^iykir tic jjmdn L.i I'm lu Emiln la cnmk'irin '■l 1 i ran-sKoikiuk cm h Mjaii^* 111 
ecuEidtm intis sendllli. t|m’ hi- Ic pule <k-mn\Lmi cn d rjctcicio 34tii I 

«l ( Wf HJ ~ Jfi 

Jip ft 

1 ;< Iftrtfii riptieti reutllitinlc r Cowne u jft r <iuwu ti dt prnm* itrrkn. > * 

hii vydld In hfrniniii'iilii tr^Hik ii hiiMm fUkm k'nl^. 

I Iran mria mii^ la ^ ^hh-ih 1 aS .ipnivuiMr i-J* pnr mcdki dr jwttiMwiilff df ' Jt| 
|p*c (li- praiki 1 lijiir i' d mtukki> ijliC d ik 1 Taykn tk criiiln -k l^ tfcl 1 

|nv rayirt pau |ik S cpaIcv isfr no i.in |k , ijiii i nit, tkar, t)kic pdpc-nn l.i 






















wia 


>/. 


* * 


. “4 m m 


\% « 


w * 
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CCCftiH ■ 1.11 APUCfcCIONEJ DE L0S PGl IMQhio* D( TATLOt 



tn 


11 iii 4 )rtin*k 4 fisian,. til . L 

1B * fkh I* 1 ™ la Txm d ejCrekH “ UlbP " ' r ^ UVilr «■ 


*** 


P- 15; 


ft, + 1^ 

J ™ J, 




ia 


Cff i 

1C? 


j#s 

tf* 


r 

r* 


L "i2™ *%«'“ re S u| lun , e M mnoee ^ ^ 

* T ^’ : ' '* ,n ^ n,rt "*«pl«»i on ... 
' " f> > 17 > cn ci PR^evlo de uplk:*. J( .n tic b jUpina 757 


IMI EJERCICIOS 


fr t ,*> isciKPinf k* poliaottui>f tic Tat ktr ha.AU tic pntkt 6 pam 
/i* 1 ” «* * ccmraOa cn * - 0 |Jihije/y «ios pt»lint> 
niiL^ cn mu oiLsniil |i.jjil.el I .t 

lb> Etelur / y csuw potinomiiw cn v u/-J, v/2 y it. 
ifi Kvphque cdmo Ins polirtcnmas ,Je Tuyk.tr cornermen 

cn f til . 

P* 1 W> Enoicntnr to polinomto tic 'layto KiinI* ,1c pnidn $ para 
/til* !/je omtvada to a - I Dibuie / y cstos poHno- 

iiui" cn ims mum* pomilj 
hiEwM(/v ttiot palimnniitNcii , « 0*1 y |,5. 

,< 1 1- xpJiquc cdwt I os poiinornii^ tie Taj lor tiinventit 
cn /Ijrl. 

^ Ml Determine loi poEinrnnto dc Taylor T.ln p.tr.i la fundon f 
cn el nunwnu u. Dibuje/y T„ cji Ij niiMiia |timi;iilo, 

x m -\fx. u = 2 
*. fixi - i * c T , a = t> 

X /(*! - c,k^ & = -/2 
X fl. ■ - ^ ten e, - 0 
l. f*a - stun j, <i*0 


r 


I 


S/W - !#*^ ii - 0 

/fri On 'ji. « - I 


' ' ^ “ Httema ilpbr;imi uiniput.n mrr.il |ui.i enmntrar li»t 
:■ <>n«m,r n ,ir Tj\ k(f J. tfm icnlro cn n [t.iia » i, 3. 4. 5. Luceo 
kl^pt fv/n prJtftntnww y/n la misnu poftfallii 

H. flat « Cfll t a - */4 

fr n - ^ V f" r j n - f} 


i^n 

J “ I ntiwfliiK. Mff vakrr apmuMiMdr. .V 1 .. 1 .. un poljinnuiode 

T *|ftar iffll sr*lij ji en H f,F,iiwfn #, 

h * * U dmiujtinjmij. * Tayfor ertime In e** ,,r 1,1 'i 1 '"' 1 

f< t} _ .ypMuJp , r ui rn ti H nrrititln d* 4 t» 


^ it l <• ompruehc el r«uJr*6o del mcit.Mhi meduuuc b eof,,;* 

W Kj i J 

13 a /(fll " ^ « = 4 u FI E 2 h *1 ' .1 r 

H-- /("T) ^ .1 ii = I, ^ ™= 2. 0.9 r \ 

is, /'{j’l - \ II* I, rt - 3. O ft t ,r< 1 2 

H. a - 4 , D + , jji} 

IJ* * nt i . ft * 01 it =■ 2. - 0.2 , - 0,2 

^ /IaI * to 1 1 * Irt. A»-i, n - 3, o 5 -a * ® ] js 
W. fMl - t l , a = 0. n *- 3. II *i x « l>| 

20. /(j) - jf Jti c, a — I, rt * J. 0.5 «)« 1.5 

21. /f.rl - a ?en .t, n = 0, tj * J, l<x«l 

22. /t.ti - senh 2 .t, a — it, u — 5, - I - rt | 


23. Medianlc b iTthimiai:ion del cjtKICIO 5 cttimc cot SO enn atn- 
cn dfm> Jmmiln. 

21- McriiiUtie l.t irtlimmatum del cjcickm lAeuilIH wAjS COn 
ctlko ulnt deticralet 

2X Aph,|ue l.t dctij-uaMid de TayJof pjfJ dflcrminJI el nurncm 
ilc leniimos de l.t tene lie M.u l.iurnt p.tr.t ■ ' «|tie *c L lebe uvtr 

pniM cMimnre" 1 dc tal manera ipic nndilicra tic o.iWOOl del 
valor real 

26. , CuAiilm (cnnmns ,ie la serje ,ic Vlatleurm p.,rn Ini 1 * u 
ncccsaciut para c^limar In I 4 citn tuell dc previtirtn ' 

^ ?M1 Yplmuc cl tURflU ik MiniKinn tk L htW Alfemarte la de 
Mj'itjltljil ik TavliH paractnmar kit tikmtV i paia hhtuik'i la 
ox i mint ti,n JjJ.l ft eratli y C'i.i Jenin.’ tlcl cmi f'&WrvtA* 
CiirttpriK'hc grahtamcnic tu nespite*ij 

2T ( w - it i , — 1 1 emir I ■ 0 011 

ft 

71 . taw a • I 1 4- + ~ llcmwl 1 0 . 005.1 

2 24 
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D)‘ Supunf.i 11 iv 


f '<JI 


<-l f«'. 

! uj - h 


y la sene ilr Ta ytor de / lkhi cantm en I tim verge fl/m pni J 
kwla i en el intervali* *le omerfonciji l^immtre jue el |*dJ 

cbiEvifo de I.liIlw Jt qmnEn yradq apnniflii /|5) eon ento me* 

KVaOQUGQ 


3 L \ ri vchieiilii sc dcsptani a miii veldcidnd (If -^0 m/s y ji him 

acefefrvirifl dr 2 ril/s : ... dado McdllfUc ull |ici|iPHfc- 

Fnki tie TjtUn de serutldO y radii, CfUilOe 4 UC UllJlD *c Jc^pl-t/ata 
d auft minvil en d Si^uictilc teyundlV < Sena la/LinaHc uEJhrai 
cite pterin mi 11.1 para estkiur M disionrij mamda durmc d 

minuEii vh|iLiit-ii[L b ? 


11, 1 4 i rcstM-mdad pde un cumlinjuf cs cl reciprivo de In condtK 
tnulhl y 'v imde cn ™**i*fri t+ion^TncErm t f Lj nrvivim- 
,LhJ ik un iul-I^I dado di-pL 1 ndr de Ij IcikpenlLlfl de amerdo 
cm lit Kiuei^n 


Jonde i c% la impcizXm cn C Hay taftbv qLKr dan li.^v Vila* 
re> de u Mlamado coeficirtac dc icmpcraiuraJ y iki resisli- 
sidud ,l 2m 1 1 |>;tr:i varies mclillcs. Exc-epki :i krmpcr:i|Liras 
muy bajjv hi refiiiiividad Varia easi en IbrillJl lineal v<iti l.i 
rernfmlurj. por tn gjik tfv dunlin apniviniar la c*prevkm pan 
mcdianir *u pcdinomio de Taylor de pnmtfo q refund" 

iLFJlk^ CT1 | " 20. 

i.l! Encucntre expreKkura punicKliis apwmiiii/itHtes iineufcv 
y ctwMUcis. 

I ki Pot b ^ rettere d enfant, h& latibv dafl a * 0.OOVJ/ C 
> P “ I "■ y 10 4 Q -m. Pibajc la rcvivm idad del Ci'fak- 

y lax ipfLixinrudiin^ lineals y cuadr;ilic 4 L> |> :i ra -250 

e ^ n ioo6*h 

■ - * -i H 1Jlii v ifwiw dc / b Aprercimatruiii lineal vpiicucniu 
con U eiprcvliki ^poncncial dc tal man«ra ^ no dirierj, 
in: Jd vikw rtri ' 

IX r n dspiii!. dCLirico consult cii tltss carpal clectritas dc i$ml 
majinilLhd > ML'iisK opucMov Si las Carlas mm 4/ S y |i, fc y uiu 
■J: -taru d efbf,, cn tal l ct camp- k d^trko £' en el pun - 

Ij Fiptird cx 


F (f> + d 1 ) 2 

A1 cipamlir c^ej ei prc^i-ifi para A como wk en pntcnciiH ik 
li fj derhu-Mfc <|ue fe< apf<iuniAdamcnic prupnrii pun.1l a 
I ruiinrki P rsii akj«b del iliflitn 


Mr (A) Dfdi/ea U et nat km i pun la /iptii.41 dc Oiukk .1 pwitir lit In 

^r K i, i->11 I .-iirri-Piimjirid-, 11 eri l.i n 1 m mn / iih ilpnnlr 
vu l^fuli Tm • 111 If M de rlc fWIMhJF 

'^1 iXmnrxttt 1JUT \t <4K 4 ft rreiltpld^klii pt*¥ Ml poJirkrtnki 
k layUw dr hefeff I'lwlfi rn l« cciilh h‘tr\ ?, en ml t umi b 
•emcil'ifi | »e rr^i^h-rnin rn l;i e L ii;n mu 1 (Wu unn i^Hkw 


de tcrcer inxfcn. unlive jm di>> prtmor 

tenninii^ dc la m=hi- Nnomial 4 \ * Apliqiir Ejr 

bien ^ *■ ten 4 | 

3 S, Si Eina ondn dc njiua lI< Im^itud X h- despl^iAi vein nna i,ek., 
dad p u irav^s dc un izverpo tie i^ta. de pmfundidzLd d c^i,., , 
l.i f'lgurj. juir lo tanki 
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i.tnh 


2 Trd 


4 .M Si d auikt ^ pnd’Liiidu. LlL'imiL'Mrc 1 ^ sT/. ^Irl 

lb i Si el ayua poco piiluntb. jpiiqucJ^i wic de 

pani unh pafii dcmnsifar t|uc r • xint. i \%f, eu 4 ^uji r ,, 
pmfundji. |;i veltKEilzid dc Linn mid.i liende H windcf >vji 
dicnler dv Iei km^ittid iIl: hi mmlLii. 
fel Medinmcet icorcma de cstimufii'm dc l i Mfin- aJicrnanic 
de—e%tfc i|ne si L Mid. entonoti l.i etKintacidn 1 ^ 

ei ejt^cia «krnm> de 0 0 
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36. HI periodd de m p^ndulo cem luii^jcnd L 41 K subtiende an 
|£yki mj\imi' U vnfi fa vertical e% 

r-4,£r 

\ t, .In v I - It- sen 

ikinde A * wnl ft. I y g e% la avelcocidn JehiJ^ a b giatedaC 
Fn cl ejeait-Hi Jd dc la m:vchhi ” sc aproxiiTHs csii intccr j! 
LisanJn la re^ln de Simpwn 

Iui DesiiTMlIeel iiiEe^cincb cniihi una hcric hlnimiutl y usl- d :■. 
SkHado del ejtrticki 46 de la secciun 7 I piira dcnKMtrir uac 
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UW1I1 v:ilifcdos termini 
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4ki Obwnv ijue hm!os Los reittuiHK dc I.l %cde iSi-xpiies del I 1 ” 
miCFM lieiicn i L^filLienHH ifiic kuiI ctlHUlo nun, [10 | \|ilii |Ui 4 
c^rL 1 hccliii jxiLrji CfiiMpniiir ctia sene emi iin.i sene ecLunfii's- 1 
\ ikNuiestiv que 
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4i Meduiriii- lav •Ir iyu.ikKadcs dd incivi. On c^Ume fl 

pdrTndciik un [NihlkiLi 1 . kb I ImiM |0 ^ 

vi wr le unTipani ctm la eilkOAt'kki F » , . . 

L’S %f ft . li ■ -F 1 

















V- * 

/ -- Am 

r ,fc * * > v% . w 


*« o v 
<■.««« 

HOYfCTQ £>(, AfUtAClfiN *ALIAC®H PROVENIENTE DEXAI EETliUAl 


\ * " 

http://libreria-universitaria.blogspot.com 



g un kT-^* 1 *«* *" ^ akittnlCttnV> k ( 
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ftllUhk! fl) kTA'T’M ll Vim Jfun 4r tl Thtt-j 

"j! Si # <* H r*ba4e b Vm > 1- e* I* i-npiud & i* Hmif 
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t - to scvii/n ti 

^ Mi-iU.mn* l|<1 pnlttwmin iJv TtaryDor ikmucvire ( |ik- 
L- SL* 
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)L l t him|UIV hi* CiWlfcWl Jllihl* pill l,|s ftlrrmjliis e» Jus in 
j >hi pan un. ioutwent ljuc mule inn kmdc km 

. - 11 Mill- viiRhr I .ill link 1.1 Ticrru U 370 km, 



j|. U-mucktri: ,jae f y f tfenen Li muiTU> >kit' -i. 


Ufllfft 


nt 


m li KjnT,i el 


It. 


I it Ij ^iLiiWk >1 M ulitm. el metrsii dc Vnum [un «n 

V4I1# ■pfokiiiindii ik una rs*/ j dr lit emaeifo fi t| — (>, y a 
|wiifileumApniuim* k«i-micta* 1 . ntMmu Aponditi^u^niri • M . 
t**W« l I+ 1 .* , .dcndc 
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1. - 


tU 1 


Apliiliu k dt^iyimiiiiid tie "ni^iur mn n In i.ji t 

|wim dartralrar mi« m /Tri wkte on wo MctykIw t <|ut curmc 

m •■> \p.x)\ r. u ly'mj K p»uuni» - - t. 

f*lf III l.-IM 1 11 


l - r “ f \ K 


*■ " t “ 


l.lMin|njcre deuir Mne vj .1, ev euttfla sun tl-.ilu- ij*s irruk-. 
ecu 1 . 1 I caul i„ 0 cxacta «hi alrcikd^t «k. U L nr,i 
decimate* Mai cuLtwiKftiC. 11 cJ ciri«f fit b rUfiA if i*i *,u uiu. 
nujvhik ll> * In Laniocl fflu cn U cijfu * * I 

cvnuntipfliwbH.lf 2fclE0 ; " | 


V??jt ft TO L»f 

AKICACIOM 


RADlAClON PROVENtENTt DE LAi ESTRELLAS 



Cuakftlicr nh|Clo CIT 11 IV IWilhKimlrs CtNMiln X tfilliffltii [!|1 I rn 7*1 iH'vm i-s isn vMniu • 11 ■• .1I11 ■'■■ 
iihLi !□ r;sLEi:n.hini L |UC k lk|M Pftf ejempln. liihi mipcrkcic ncjtrj lliulc it umi i'tividud fRimlr v. ... 

pCtflIChn ;i^ll|CJMCti II I'.irCil Ill'll. .ill" ... - s LlJk . . .-Jim . ctiil. i nil ..|C uicS|''* 

nc£». IikIumi 1st fiiilNh mo i|ue Ilcua lid Sul Cviu cck.i lie ier raduiciiio *lr ms viiequ. ni'rf" 

Lik Icy dc Kovldgh- Il'ilUi. prnpuLivlj J lines del sjgltk Vl\. espfes.i l,i iknocLuJ ik Uiwrjtiii dv r.i 
JijviHHi de tueqm oeiin^dc lunpjtud ik isfnJj X etkmiv 


/U> - 
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Julkk A *e muk cn mclfm. la Icmpcrjlun cn klwiitv lK>y i « la iiwivtanlE ik- NlP- 
nunn La k} (k kajkiph'Je,iOs toKuenb »:i¥i l» medkw kwa c ipemnentulL^ fwt kmplw4c* Je 
isfkda lateav. pern no *u,:cdc lumwWi™ k«n«MHiB de vioda VkWta*- JLj ky ptiJirf miic 
— LI eiMihJvk Jk ill pcKk Iitv cipcTimcofto iiith JfflWtpuJi' q uc flAI — <L| J Me hcvhi* 
r«it»e el mmttkTC ik I iMnttwf* uiOmvdrtu, 

t'n IVilCI Mas F’lamrk flkimlrt un mejof Ittnkln. Ique eomstr ahof* e«mi> In -V 1‘ivnwk a. 
jkii.i la nJiacuVii ik werpo r 

KttAh'A 

“ (1 *.. _ j 


iji lEllli A %c mtik . . . 1 c- In wiii]Knmirjicn kclvins. j 


;■ 1 'niisi.iotc ile Pliiotk r..fi2fk2 l lk " 1 •' 
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1 omtinuic ilf Hohfliiniin I ASCT 1 ’ HI 1 k 
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2. 1 ’%* im pfillnutilid dt TjUuj para derrm^nir (|ur, eii t\ tJ'H 1 de bn^itlHkv iU- im.jj 
t,n M v tii Ivy ik Planck da jpMAinudwrKiik W rnkmo* valorem ^ur U I tv dc 
Rflyldph-Jeafn 

ffi Ip UitiiijF I dt iMuielifo can amba^ \eytk eft uiiu miNinai panlnlln y uunieiite iobee |fi» *.| m , 

dr* v Im dircrcncijit Lke 1 • J 7<MI K tfe lenipernlura del S*ili rQuirt 
nitiros 4. l.i mu dad iiiuv Limvenpr nlr dc kkiurrimtlM 1 * t pim Ml ink 

4 . I'm" J.i jji.iIh.-i del .pidlik'riM ^ [Up .a ciliinair cl taluf dc A pafa rl ujjI ft A k cs nn in.n;, rh 

nfjiiii la ley 4c Plafwlh 

t-' J 5, Imcinpije titan* la stji'ilj dr / tramhia Luanda / uru. iI.Eijke Ej lc> 4c I j i,vfrLj ] r , <r 
Hollar, dtbuje fparj la% estreJba Btelelgeuie r t 3 4lJl> K u Amrtn IT ft 4tl0 K «> Spraij 
i T - 9 2Q0 K k a.vf CMP para el Snl ;,Cu4S e* r.k vumuum «Jc la radiaiiciri h rial rmiink l--. 
detir td iirc-4i bojo lu curvak c«n P Apriyc*c cn Lk ^rifka* j eifkEiLjuc pur qnr a Striu ^ i c 
tiilUMtHUTlri eMielhi &/.u\ V ii SeEdjtcinc l- > 1 11 k 1 1 thru c^tfella rriju 


^ I I ftEPASO __ 

IfmtOR BF CfllCEfTOi 

1- uk , Que c^ uikik mkc44b cnnvcrgtfiue? 

1 h |< 0“^ ** mu M.Tie e^^r^ence 1 

(ci ,.Oikf ik^nitkjk I kin . , .. *i B = 3'; 1 
id^ ( Qw^ Mgnifka i;., ■ _i? 

2 - I j I l Out f% una MiceuiAn aeatada' 1 

l Li^ uvEskb B 

" ■ O* res^evio a uru tweetidn Uhl kiihiEiifi-j 

juHii i? 

L <ji , g^t* uru me pwmftik*?^ qU e eimuiiutcttt« 

L imerfffine' Cikal e*su suffla' 

1 hi| ,’Oue iiit-k ^<nc ^En que ckeuiutuiclM e'h tnii- 
wpenie? 

4. Sufk.npj c|L|f ,1 i y u tfSh Li flodslma mui^ pakciul tie l.i \q. 

ne i Q »e e* Nm tr.’ 1 rj Qu« es I Em. ., 

5. i aut^ ur in iiMkcnlc 

« j i f'Y'iicha df |n dHri^tnuj 
'bl Pruc+kt ile bntcfrpl 
Pruefr* pnr eipfnpar^kiii 
,d# P'* wmpbriKtfm en ct llmile 

fci Pruett tk la lerwr allrmum? 

Hr K^ffs dr nifli|tarm:ki^n 
f I) Pwefca de |« raft? 

<■ ipri.i ifrif ih'Miltiiijrrienlf tism’epjjeiirp^ 
fbj p f >!K fiurilr |Jmi iHTa-ede dieha w>rkf'-' 

11 *■ ■ ^ *• WM ^rrir ti mdidrHialmcnte vwm-tft&tfa * 

/, i. Vi iith .rrrf r rJc .ii iHTWffli ti*fl Ifl jVUfhfl llf l.i 

fHittii miry ' 


iHj Si mu hcric es eonvergeiute sejdn la pmeh.k pnr eiim|iiira 
t'irthk fl L^mg L-^iim.i u suma" 1 

w Si unu sene es toiiver^ente ^un la pmtba dc l.i ^ric 
allcmnikic, 4 ednvti e^ikma ssk sumik 1 

t. ink linnha Li liKmi.i general dc mu wnc de potctKiai 
<bk , 0m- r^ rl tadiq dc ^^ejpcncia dt ufli ^ne Jc permit 
ki-p ^ Q«ee^ cl irklrr^.ilci de Ctinhe^ncia J|? iieij %cnc Jr 

piHCMii’ 

f. Sfckpnfi^j t |k*e /111 e^ Fa suma de una seric dr i->'n 

da>dc umut-rpi-nvij ^ 

m i mun denv.i / iKil es.el mdai dc enn^vrifcncia dr l.i 
sene pura f"> 

ib i {l C LkriHk in lepra f , h ^C u 4i c^el nuliode eisrikeruunekik dr l.i 
«fie punk i H 

Ifl. laj l^triiu unu ft presto pjra cl pnImLiEkkii^ ,|i- Livlnr dr 
fl^inkq smln de f L^numb en a 
ibf IiH nha una e^rvhin para |j ^n c dc T ai ^ 4,, r ktlM b 
enu 

k I I- Wfiki unMtZQnsHm |wn Ii wrw 4c M^ Lkunn ile i 

nU t f iktm ik-rflivwit t|iie fid h ipual a l.i ^knu .1* sir 
de Tayku ‘ 

ick EktUin.it hi deiljiualdnd dc %lrn 

Tl. } SLIlh;! Ifl m.'||h- 1 If Mul I.LLIIIM ^ el irikCMi.liu Ji ^ 11 ll\VIj!i‘IkL !>■ 

... iinu dr 1,1 k kknticwcs Nipuitalf ^ 

toVU d iUi r* fr) kcm 

«> ^ {*» tan V 

11 I 1 ItlM rl Li ..rm’ hlHWkUl lie 11 i i k ■ , 1 iU* b 

d tm luh dr ■L-nkuijrrni u dr r4a iciw" 
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I, S) Jim ft* " ft eft tjl eaw 2 «* es ccHKxgcfite 

t u iff* i.. I » ' ' tfN rtW¥emenic- 

1 S-i lim en ^m^ovut.iiLifci liniq i ■ *^7 ■ f i ^ /., 

I Sp 1 p ft' => ciwrciftfllif. Lh’>pUL l »i 1 t -j - 2 ) fc cs cimvcrjcmc 
S, Si I P.ft c* L-nn>rr^ciilc. eft Malinin 2 uf-b>'e* convergonk, 
4 Si - • 1 ilisuj-v vtiiimln i iV |*ir kuanto diverge cnunck) 


i- 10. 
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iiwnjf - I H 
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Jl* Si i n. e* tiner (fCitW. luepo 1 j u.| cs illkfljirnlt 
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VECTORES Y LA 
GEOMETRlA DEL ESPACIO 
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t'lruin fcprescfiinciuttes numinVH!*. Ins |iuiitUN ( -1.3. Sjyf.t M sc dihu^ 

CM In MgUm Cl- 






fi^URI s 


hgum* 



til tJrtt^iano R < R ■ P { 11 , y. ;| i. y. E K} e% el cocij unlade 3 j- icr- 

an*, mlcnatUs ik numem. rvakv \ >c dcmHn por - Sc ha dado mu v^tfre^p-tfidenuj ur ■ * 
iinu- l' mrc Ins puntfts Pen el espacio y La icfciav ordemda-s iff, Ik * i trn Sc defic■ : ■ 
nu sMetmi coiM-denndo reti:inj;»lar tridimensional Observe que, ct\ icrmin^ 
coord emidas* el primer oclantc se puede dcscnbii am u dl tronfunlo dc purlin 

l i ii h" drIkJilu h Mill posiliVnS. 

Ki1 jrcLHncEnsL analilicEL bidimtnsitJiuil. la emltai dc uikl eaiacion cn \ S \ es una kisru 
cn U Bn gemnelrfp analitiea tridimensional. una ccuadon en v. s _ represent uik ■..* 
peifiat ca R 1 , 

Q EjtMPLO I ,Ow Mipcrikics cn R ‘ csUn rcpft^nladas par las aicuicviIca ecm* Mr 
iaj * “ 3 ibi y - 5 

lOiatiOh 

<lli l a cCiisHJttm : = 3 reprehend el coiijunlo [i.i, v, rl | : = J}„ que es el conjonlu dc !" 
dns 1 ej 3 i pantos. eii ?.' cuya coortienadti . iis * Bsi.c e* cl plartu horizontal que cs pm..-' 
U> Lit pLuifi n y esiii Ires unidades iimhn dc cl cm no cil la figure 7un 



f lOUtA ? | iM S «n plann fpi H I In if - mi | ilium vu W lei y 5. IHIU llik'ii i L il H 

(b| I -i ci. ii,i« 1 -mi . 5 re|?fieseiiiiid i o||}iiiiio ilr \m pi mitts en H k cuya mMnicn-id- 1 1 

i If I * d |i|,mi • 1 frill, al sfipf |A fMf n If li| >1 pl.nnt i; \ cvlsi ciiun illlidrtdfs J h i |tn 
dla dc el uflnten hi U$ur m \ 7tln 




























" i 



t* 


X 


rrcun«4 

El I'tJJh ' 1 1 


X* ; 
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V\ 


*><<*** 

5ECCIOH 11.1 SlVTEMA! COOHDEMADOSTftlOlMSNilO^nn 


T*T 


..... p- Uil * ^ co,i,t, " n - ** lcl *J l-I . ... 

ZZZll . T ^"* R'. pc . 

” ' '■"" lm n I""* representor una li™ m R- ,i t Ml «, (MniMb 

)duiK + Ms)i»rMl la h^ura 7ft»j j ic). 

f*"” 1 ; t 1 !* T t,,n ' , * n ' e - ’ _ * «l««nli un pbna |»r.l«1., .1 

En b ti'un. S foV "" 1 . * . .**“*““> P'»"" S«»Wb 4ptaM w. 

dcnadiK ‘f’ 4 * * Un “ t,Ja WW 1 * ** r.BTtun nwdranw In net plums tour* 

1 f P " ra ’ y " “ w |ri “° JC> »** _0 M P |on " Xi«* ni«n..s .1 - «. 


li CJEMPLO 5 I Icserihu V bOKjucje la supcriicic cn R 1 rcprcscniuiln |»>r In cuiw urn i . 

imuiWN U ccmcirin rcpiescnuid uinjun. . nxtos In pu.uu cr, S' «,>». ownjw.utas 

x y y son iguaEcs. es deeir. |(a, r.;) | .t E R,: £ R}. fete e,v un plum vertical uoc inter* 
sec* til piano it en In I nca y * t. r - II La pore** tfc pfc.no que yaee cn d r n„,r 
olIuhic « bosquejp en la Hgun. R. 


La lnfinub I ami liar p.na b dislanda enire di*. pantos cn tin plant. sc cMicndc L-vilmrii- 
ie a la sieu ionic formula tin Liu icitMnn.il 


V 


3 

a 


V 


I 

B 

1 


FORMULA DE (HETAfKlA EN TRES DIMENSION!* La dislanrio |r.P; tnln Ins puntov 
AUi. Vi, ri! y jP 2 Li>. yj. -i] es 

I / J I /*.- 1 - vt.v t r,) : + 6 ":-y, I- 





3*- J 1 


FI«UU 4 


Purl v« porque cm a lomuiM vs eiurta. sc cihistmye una euja reeianituLirviimu cn Iji It- 
eura 9 . dunde P y /' wn vdniccs opiicsius, y las cans de la cajju sun puniltfhs a lo* 
pianos ciXHdcnadnv. Si II i . \,, :d y ttixi. v_. :i) son k» vertices de l.i cap indtuih s cn 
la ligura. entunves 


| PiA \ * I Xi - Jf* | I AB | = | y: - v, | | m I - I - 


Dcbtin a l|uc fos Uilbt^ulns P M* y I\.\H rectangulos. Jus iplkawiM^ del i^ 1 ™ 
de Pildforas Jail 

inAP-lMp + tAhf 


Al ci.n.h.i>i.r l'sI.i*.cii..»l .him ., sc .ihiieiu* 



i/’.y I' | m|’ + M#r + l»nP 

- |.i) - *.|' * In - r> l‘ + I s1 "I 

* (l| ” JfiP 1 + |lTj " .I'll * 

I'nf lii litnNl, | | “ + ^ ” V| ^ + ® 























T*i 
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< 4 * 


CjtHPLO 1 Lb iImjix-ib del punu. 112. t ?». 1 ! |W**» <?» L 351 

jp^| * ,/(( - 2) ; + (-3 +■ ))' + <5 " " -/[ + 4 •+ 4 - 3 

I'J LfEHPk-0 4 F I.iIIl 1 un.L ctii.u hhi ilf 11 11 .* odcni vcnl fiiilio r y ccnlm f 0), L. It 
10 ! Jr 16H I ’nr ilt-lmivuifl, 1.111,1 CiltTU *.'1 iTiHljulltl* ill: llxl-ON Ins pUFtllis ^’1 1.1 I euya 

ubctj,U ndr i'bi < Vdase tipira 10) Am. V nisi w*re b «*#«» si y «*■' m /'f , , VI 

cleior jI cuadiado mrtbes Lidos, «ticne PC 1 r o him 

ix-kf + iy kY + i: — tf — r 



FIGUM 10 


Vak la pciia rcccmbrd ie*utbxta del cjempln 4, 

ECUACltiftl DE UNA ESFERA 11na cCLlilm lit lIc mm eslerti con ttmlrn i </i *, .'i i 
riuliii res 

ix-Vf + U *I J + (; - nr = r 

En (Hflkoliir. si el ceairoes cl nnpcM O. entunecs una ecuacirin dr la rslrrj rs 

c *■ y + r 1 ■ r 


a 

L * 
M 

M 

u 

l ( 


1 i 

t 


i 

k 



I! 


EJEMPLO 5 Muesli? que jr + v : f j 4 4 i f>v 4 2 r + 6 = 0 cs la cctiuritin dc uruir- 
lem. y delermiw su centra y nidio. 

M'H .innh Sc puetlc rcchcribir h ccuucinn dudu cii l;i forma Jl una etimi’iim tic iliui c^lsra 
si m! cnnipleUiii los cuadnidos: 

(r + 4.i + 4K i v 1 - to + + fr : 4 2i + = -fr 4 4 + V * I 

(i + ;i r + i* - j» : +■ i- 4 n : = n 

\[ O impart Na KtiMcmii ecm bjtiniu cvLintbir, SO \<! quo cs I.ilmi.u urn sic uni c Nor¬ 
ton centra e 2. ?. 11 y riidis» ^ \ 2 

EfFMKO 6 j.UiiiL 1 togidn on I-V osNi rL'pi’csonkuLi por Ins siguiemes dL^i^iujiIilpKli^ 1 

I ^ 4 y J 4 r --4 - ^ (i 

5 fl| Ij r IDl I Jth ou a I J.idcs 

I - 4 r + r- ^ J 


M 

trim 

I> 

I 

t 

19. 


II. 


'n? pik'ilcn rcowribif Liifiiu 


11 


1 <5 s/.r? + y» 4 


ill Mi nr lii tpic m'iipl'V'iiUIii Ins |i 11 nl ■■ is I i i I- niya LlisItiHk'Ul dfstL- rl nnj>cn l's I 1111 ^ |h 
iihtiO-h I % ,i In smiin 2 Pt-lii -sr llviw <Lliilh[iM qin O. pm IlhIlIHIh |i»v pillli 11 ' 
.■h|pn ip ilrl>.i|iii d I i 1 1 fiLnid r \\ \*-i, 1:m Jt'hk^ikiiliiililcs Ij i|U0 t.in’ 

in s-ohlrj llt^ piffle ' + s ! \ i < i " J y doUlMfi lie U* *i*l*rGl H 

I . II lmu(lll'^* Mg ri MIL 1 hit.I Oil 111 11L 1 H I II 1 I 
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SFCC.OW !J, ( ^TtMA5COOftDtNA OOWB | (JlMt ^ SiONAL|4 


111 riER CICIOS 

1* SupK'np.i *i»e cmputfa end witfen, w nuicvc u k, kjrg^tUcl ck 
, miiii flHAim-M J umiLidcs m l,i Uirctcirin p,* mva y , 

*r mime hncia Jihajo umi dis^mcjq de .1 jCmMes sn n 

l.n cnorildtadiu dr su pnsidita? 

1 IW|i.r|clei |W»Kl. 5.2). I4 b fl. - \) t ( 2 , 4, h) y 11, - I, 21 en 

'in n Jo (Wi|iirtli> dc rffs 

1 ' Cu*i Jc M* pumas M6. 2, 3k | -ik y m 3, st 

uu* pnnim .i] piano c? ,Uw (Hi.>.** fft c f ptaw ; 

k .t'ujks tj- piwearmnf. Jvl , 1 'imo ri. S, , :1 , | S1S |lU[hh 

n i; v i. ■ llihttptr unacaja nxtunguhr am cl onycn y 12. 3. 
OMKi vdYtkc^ LipiiL'xiii^ y run Mis ranis pjmildi, ., |,, % p^iiuEH 

u H -| dL-H.li.il "> l]ldk|iu- I US mllrt’s lJl* III |jL|, | II., Ilf | u InnpiiuJ 

,|i; h lIilh:> iii.iI lie Lt cujii. 

s. DcvcnK? y h>M|UcJe Id sujKrlu ic cn W rrpiramadi par U 

aiUkhin i ♦ v = 2, 


11,1 M ^ ,rc ^ If repKKffld urw e^cn, y tfe^nmnc 

*» re*ltK‘ y radio 

IS. r + y« t J , h¥ + 4 S _ i- M 

IS. j ' M' t r + tti - ft, + I* f p |> 

17* lv 4 2i ; + 2r - Si + 24^ * | 

54 4i + 4t * 4Sr - St +■ lf,i | 


It. I ill {lent lit qiK cl puma mcdnuJd -rmem,. dc revlj tic 

11, j t la Pdt.s };. :.,tcv 



Vi + 

31 *i + -i \ 

l 2 " 

2 

‘ 2 } 


*■ < J' - 0«e rtprewma la eaijciim i 4 cn R / 4 Qutf n y e aW 
ea * 1 tluMrr bospieyA. 

•*°, !>f represenut la reunion i } cn P '. gue mpresewi 
r ^ 1 - Qw lepnscnti el f w dc ticuurnincs i = 1;= 5 ' tin 
"Ujs fMlohni.%. ik'sL'hKi el cmutimiu dc |itmtu^ 11, y, ;) ui 

.|«L’ i .1 y r = 5. IliJsirc enn an tn^tjucjpv 

'-1 Halle Lii lun^iludes Je levs I a Jos del Lrijinp.t,iki t } QR. ,.Ei* an 

UkrtiCtihi ifcUn^ulo ' ,-,'Es uii Lntin^nlo isuvll’Il’V 1 

7- PI|. -3, -3) t Qil, 0 r h. mu:* II 

l P'2. -1.0k (.«■*- I. II, rt!4. -s, 41 


t. ffctenwtK 'i pantos ywenen nna linca tecta. 

'4p 4r2, 4, >|. -2). 01. 3. 31 

,hl '*<», 5.51. JE(I.-3,4|, M3,4. 2) 

11. 1 1 .-— niuri! i.i ilisi.inL td dc r.3, 7. 5) u iadfi uno dc lo 

•ifitante, 

■'at FJ (tljm, jtt Iht LI platio y; 

t * l-l pLuv> t; 111]* LI rjc i 

EJcjr v ifi El eje; 

Ik Hillr Dti4 ertuckifl dc la edfn tint ccfwi» 1 1. -I. 3> y radio 

5. iCafl ei ty iHcncccKHi de ««u elfin con cl 

pMtm c? 

*1 FHLwcnrte wa rcuaortn dc la evfera f*i» tettltn 12. - 6 41 y 
tadin <i r i ■ ,i,. ij (rilcrvL-iiLjnr am cjhIh mm dc Iasi plsrnos 

cnimknMlm 

■L H ll|r >11 . - II, H U.fl ill Id ■■•.flT.I |ll* I 1 * 1 >! pi If d 1-11111° 

l4 ’ V Ij y tifiie rfnun(3, W 

uni ctiuLM’iti (Jc li «fer* ip* P* w f 1 1 f* 1 ?™ V 

f *t 11 ccMru ci 11. 2. )}. 


iln l.thuefilrc l3\ Idapcpiln ilc Lk mcdi.iri.o 'Id tniniuloaifi 
vfrikcs.4il , 3. 3i. Ht -2.0. 5» > i u. I . 

M. i ihienyj um ccu.icMn dc unj csfci.i ,i mi, ■ Jc J,jnxtn». 
iieue punlas [entmuln i2. t, i\ > |4. V |n r 

? I . I ■ huh'iHfc las cctiiie ituK’s de las e%ferus am t‘entn * * 2. - 3. fr : U|i jc 
l«nn uit l'I |‘Iuno xy. (hi d plimn v . tu el pl.iiiM- i: 

27. Hidli* iih,i ceunciiin dc Li cslertt iiniv yrncnlc can cvntru 
l-V 4. 'M (JlieCsLi contenida CA cl primL-f iM.mic 


? J -)2 Dcscntu cn palahr^s [a rcjiHm Je - rcpicscniida la 
ecu a. Km i" Jcm j’ual Jad. 


73. v - -4 74. t - 10 

7S. i 3 2* v * « 

27. I) ’ ' : A 2^ I 


M. i J t- v ' i r 3 

5T; ^ + r « 9 


30. i : 

It. l ' k ■ >2r 


-34 liH'td%i Ins jJcstcujiI Jado pttjkxTlfeif Li repmfl 
(a fcpi'm ertire el pljini i; > ^1 plam> retinal" 

(■ I ei limlrc sriHdtupic estil e o debaju & 1 V **" 1: 

si line n pm encim del diM,o del pl-HH' tlM1 L 

ori(EPll y i iicli^ k 2, 

I „mitt,„»■ ilr ... 'I*"’ Bv 

i™> ij.- mJii.s r j ffcenutiW •* w"* ' "• 

i .. ,t> i. „. j.-ui Jt‘ 1 jJm> 2 irtilradi cn 

| ,t 'J'lllkl'^ll'l.l >.M|%TI"r '■I'II' 1-1 '*1 111 

rJoriini 












, <** * s ' * 
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CAFITULO 12 VICTOREST LA GEOHtTftJA QtL EiPAClO 


37. I j- Ptcura mm au un.i lrm\j I en rl cvp^ hi s i jnj H® J 

L ijw U puifu HNi ik |, cn el plj^i 1 u <Iji 



iulahov. kn fHmtiM CD JL; CMta rfvoctimenir ddupi. 

4k |ut puffin* rn i.i.f 

UP thllr Ja* cMWlkmdli Jr! punk! P b (fifera 7. 
ibs l^iKslkr m el du#fanu k* pttx A* y C i 4 , ^ 
f ,awu4 fd-uwi n, piano yz y el plan-* cr, ftspcct 

30 . i hfniikw bn punter T tAle^ que U i±N4ukui dr f j i, 

r*. <b i% vtf 1 <?% r,i d i m aria Je /* 4i At 6. 2, 2 ji Mur -ire ^ Ur tfl 
conJurfUt tic i.ilc* puntOA es aria e&fera y defcrmiiw mi . . i- . 
y radio. 

39. I IblL'W^il Ullil t'CLIILLkin lIL’I (.imjLinllMk lOtl'm im pul|III ,^j 

ill Mjiriu-s il<- ln> punlm .41 - L .5. 3 1 j WOi, 2. J i f j ailu. i 

CtHljMIlkK 

0&. l-.MiUL-nlrL 1 cl vntunttn tleE MTilnlit que C^Cti JrrHlu dr !.i . •■. i - 
t' + *" *- r ^ 4? - 2y ■+ 4r + 5 
y jr + + r - 4 



VECTORES 



flGUfrA, 1 

VecjoKa epilvilnti^ 


Los cientificosempleiin el lemnrm Yi'cltir pwra iiulicar unacandclad ip. op, un deypla/amki: 

<* vdocidad o ftam) que mugmlLid y direction, Un vector sc represent por . . ..in 

mediante hum fleehsi o un segmefiiodt 1 recta dirigtdo. La longitud de b Ikdiu irjn." «■ 
magpitud del vector y ki lleclki -L f mrii;i uu hi direction del vector, Un vl-lmi «.■ ik-m^p 
medin de uny Ivii.i eu rtegriia fvhi everifrcfidp una Hedia snhrc hi IclM ir'i 

P<ir cjemplo, MiponiM qur nita parlicMb m: niueve u lo largo de un >v.i;i 3 iL-iiti ■ i, n:>, 
punio^l al ptinki F_l veclar <le dr^jljtrum lento con-^pniKhcmr. mn^rado l n U ■ 

TlL I, ticiw pimto Jfiirirtl \ I la Cola] y d jirmln terminal B \ ta puntai j e^lo *>c n-.! . 
ciibkodo v = Aft Ofiserve qm? el vcchu u ; C'/> iicnc la misma long ifud y l.i mhiiu : 
rtx’dofi que \ aun euaihk> e^t.i en dircicnic piiMi-uin. Sc dice que u . i --u] cquiiahnlo 
fofgpales) j se escribe n % H vector cero. dcnutailo l>. lime longiuhl n I 
wretor sio dircccion qedfka 


COMeiNACION OE VECTORES 

pp # 

Supongaquc una (lanicula ^e nmt^ c de t a lim que su ^'eetor de dcspla,/.inienii- . 
hmmices l a pariitdta tumlna de direccii'm \ nuicvc dc /i a ('. con vclMi de ■« r 

imuiLto flr uomii L'ri 1.1 III 1 Hi a 2 I I cliMo vSHlkhinadn <le evu^ di-hpla/aimcilli 1 - ^ i M ■' 
piuli'cyh sl 1 lift Kiovkln de I a ( U vi-einr ds- de^plii/amiento rewiSumie \t se lliuiu l.i' ■ 
rpr^ i If .-Uf y fit ' y -se i^tTilv 



AC 1/i H jN< : 

I ii uciH’ral, hi secnipir/a uni weioit-h n y i. primerose imicv'c .i % lIc nKHloquc ^ |l ‘■ , ' 
In l i unenhi hi piling ik u \ m l defirif li uima de u y v ennm vifuc 

__ _ __ _ -~~i 

DFFPHICIOH 0E SUHA VIOOCIAL S.I ft \ v mhi Vnltifcs udocjilo^ ile Hiiklti qn* r 
l |*mlo Kin \■ 1 1 «h ^ h fC ■"ii - I punfiT rcnmikfl tie u enliMkV’. la Miniii «i ■ s v h '■ 
i ci for -hi (kiiiIh- mil iA J- ir al |uimo leimirml *k' % 


H0U»i? 

























■ \ -fc 

*1 "V * 
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sec CION I l.f «r TOM . 


TF| 


..« ikittn «a la «gun 3. Sr puolr vet fa uuc r,i„ * 

■immm a seve^ v.- Hama Icy Hr I Irian j>idi» 




M6URA3 l^y rkhrhinnuhi FlGUM 4 Ley del pwaklopumo 

F ‘ 11 1:1 hi!llTa ■' SK cmpfe/n etui Iuk inismos vectors u y v cmno cn Iji ligury 3 . v 
“ ,buj ™ <>Erj 0l P’ ; ' dc v aHl ^ 1111 p«nio initial que u. Al ennipki.ii el pwiklo|l*ntt, 
m- se 4 tit Li > % v + m E*tn 4 la turn forma dc construLr la suiny: Si sc colucim up 
dc modo qoe tin pie ten cn d niiMun pun to. cntniraes u 4 - \ y uec a to largo dc In diacunal 
del panikltiftamn con u \ v ctnng ladnv (Esto se llama ley de l parattfognUBO i 

□ CJEMfLO 1 l)ibu)c b Htiitia dc |o\ \ ethnics it ) h rihhiradns en h Ityura 5 

!& LL i{ ''-' 1 Pnntem se irailadft li y m? coloca *u cola cn la puma dc a. Benicado cuiil.ido dc 
diKijar una copia dc h que dene la misrro Ininmud y diiwc^n Lucco \c dihuj.i d vnrlnf 
a * h (tcinc ii|Ufa fnai| I’tiipc/ardn cn el puntu initial dc a \ Ecmnnand'i cr el punin 
terminal dc la copia dc h 

Dc murtiTw allcmnliva. sc podna cnlncar h para que cmpicce dond*.' cnimen/a a y 

const run - a + It nicdinnic la Icy del parulelngramo como en ]ii ti^um ficFo 


TEC 


EnVuvjl HI it muHiri 


ro<"0 hifioarufl 111 ley#j. del IningiHc 
- d junteaptfig vj < .ot miorci 


*' * 


FIGURA 6 



1:0 



■hi 


E» phihle multipliur un vecior pur un ntiniero real c. iEn es« uuilcMn -e llama .it mi* 
mera real c un esnlar p.ir.i dl*tm£tnrk»dc un veciorl. Por cjempV * ik-sca 1% mtj cl 
mivoio tectur que l + l, tjne iictK b mbmi direction que v, pero licuc cl dnNe de lare- 
En ecneraJ. mu Hip! tea tin vector pc* 1111 cscjIllf como siuue. 




H*m* 1 

' 4, -*tTP*n* fa * 


OEFINICtCN PE MULTIPUCACldll ESCAIAR Si 1 cs Utl escatnr > s cs urt vccroi.cn 
twites el mulUpIo escaliir 1 v t-N d vector cnya longitud es 1 multiplicado |ii'r In 
Eon^iitid ilavy Cuyo difeccibn es M nitsniLi 4111 c v si c > 0 y en optie^i 11 ' '• *' ' 

Si t IJ u v P, enttmees rv 0 


l -Li ddiinciiin 1 .' 1 It!'■ 11.1 cn In lij^nm 7 Sc vc 411 c |os nrtmrn^ Imuuni;in n’tiH' 

faciore«dc ntnlii .14111, c^ii i s l.i .. If 411c sc tlanicn chiIwC' Ohtfi'v tjtie os t ’s, 

vCCtores no t cm --ihl piiralrlns \i mn milltiplos cscii]iiie% cnltc ■'i I ' l paitn hIm* d 
_ T K ( - | ft licnc In nmmn lunpitud qnc V. pem apnM.i cn la d 11 feet«‘n I’inic'ia Sc c a- 

nia cl nt-£Hli*«i ile > 

F’rpf 111 dtfcft in ui it %■ ill' flii^ Its IipIO SC 


II « II I * I 



















Til (IIJ C API TULO 12 '/ECTQItlST 


f IGU-R4 A 

Tra/o *k u * 





a 

a ia Vf p t ) 



m ■ '* a,> 


MGUM II 


IFIGURJA 17 

ftepvewic* NPinri dd vet i^r # 1 2) 


!*■ f i* ^ * 


r% # 
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LA GIOHI r A<A DlL EifACsIO 


Am nuwlc«w*f®r u v»i* U.hoHP"™" d * » v > wm* 
1( ., it „ [liW L , (cv Jd paralekjfnuw**,™» en la h»*t* Xial. IV mancns Jlemuii*, rs ..... 

v , | U U, d vl’L'Kw II ' ■ cuaml«> m: Mima a*. «*• « M 111 * ■* !'■ c» m ._ 

lniu ,* t . .. b lifiura K< hn« «»*■»• de la ** '^"fiuln 






Ihl 





EJEMPLO 2 Si u y 1l son los vcdtu'ts nuntruJi^ cil la ii^uwt dibasic u 2h 

MlliCItil Mrimtrm h- dihuja cl Vector -It quc upimta cn b dixcccbii opLit^u a l> l-s ,-| 
hit di- tsiqso Sc vnl'.h-'ji con su cola ell l.i puma tic a y luegn w osa la lc> <k I thars-uli. 
f>aniLlihuiLii .Li f I 2h) coimi cn la Ugura IN 



NGUM 9 MGURft 10 


COMPONENTJES 

Piira ciifiim propositos es mejor itiinklticir im sisiema coanJcrkailu > truiar 4 l*- icvt-T^ 
alfcbraiconicnic Si sc cotoca el puiim iniciul Jc un vcckw a cn el nriccn ik un 
Kitilcn .iik»TCtztjngular T cmoncct cl pouti* icrmirhil dc a licne toonkrudj* dc la forma - 
n-j o hi i,. I * * iK b cual dependc dc m d dc ciKTfdtfi&lat cs de dm ■ 1 tre ^ .hiticn'T*- 

ncs I vease tigum 11}. Estas ntJOnJciiada^ Ham an h*. conipuncnlts Jc u \ ^ CMnhe 

a - (fill. Cl a) a 3 “ (|7u A;, th} 

Sc cinpU-u in nniiicion a-*) parn d pur imLiuulu que sc rolicrc ci un vector |mim nowfr 
fundirIn con ct par ordenado tih,n ; ) qnc sc rdicrc a un puntn cn d pluntv 

Ptireicmpla bs vectored mnstmdiisen la Hcssra 12 son bs equivaknic^ a'l sector rl|F 
~ (3, 2) uiyn punto lernunal es FP* 2) \.o que ueiien en cvuririvi c^ que d piint^ Efitn -11 ' 
mil *kan/a dc^k cl punio itiicmI meiliaiiie un dcspki/.imicPRtn dc ire' iuikU^- j 
la dcrechii y tbs hacia amha, Sc piictlc ctniiMrktjr a vetturv'- j. .mihuli ^ 
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In i 


" 1 W' "to 41 1 '*t ■ <*■' * *' 1 ' s 


4ri, + b lt U; 
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•- n U 


SECCIOH 13.3 VICTOR^ 


III 


rtprcMtinatinutN dc on mtw algclnaK a* a = \ t 2> La Rptrumvinn (Wlkular np del 

-* w Uuni-t cl [Hnifiiiti del punlo P 

II* ,,L ' ^ dimcmiuncv d ku^r a n>‘ = a : , n) « d vector dr pwfctin del pun 

. ! Pfe> 13ft Out ul re ttutlquicr utra fcprCscnUKitifi AB dc ft.domic 

C * n ' 1 1 r * 1 1 y fl (uni rnim.il ci H|i;. v;. :; i I - nomecs k debt" tener 

Ti + a, = ij. i> + tit * ,.y * a y. p*ir k> lanto. a, — i ; 

«i = : — Aif, m? tuein c) sipmmiii ic iadu. 


Ii,rl Vj 


y i >' 


■ l^iidewi. Ins plains Al in, v ih :>> y W.i ; , ;v r . r>j, el vector a con ntpivsmiu 
cion A/* es 


u fa'i - ,vi. V: y,. r = - -<) 


□ EjEMPLO 3 hiicucnlrt cl vector rcprchtnladn [utr el se^meni" dc recia dinyklii l i> n 
punlo initial Al2, 41 y punUi icmnaal fit - 2. L t i. 


HJIUCION [\ ir (I L cl Vector eonc\ptnulk-ine a Ail 

a ( 2-2. S -I-3U — 4} — {-4, 4 r ,l> 


La mupnilud o Itmuilud del vector V ts la lungiEud dc tuiiUpncia dc mjs icptrudiaeio- 
nes, > sc denou pm el jv| o || v f|. AI usar la formula dc dt Lancia p.iu t jtailui Ij 

lonciLud dc ua ^egmcnlo f>/' ^ uhlicitcn la> siguicnlcs formulas. 


La lone 11 ml del veelnr hid until samial n = W tt : ) cs 


| u | y-i j f+r/| 

La longitud del vector lridiintn\i<mul a = { 111 , oj, rtj) e* 

Ul 


v iJ j + it ] + H 


(.Como ve vunmn algcbraicarnenie kis vcctorts? En la figura 14 vc muestn n«c -1 
a = (du tfj)i y b * (bi. h*), entnneev la kima « A + b = {at + bi, «a + porlo nw- 
no^ paia cl taso domic la*- c-itnp-mcHies ^>n posiio^s, En olra\ p.ilahras. fn?r,i uumr 
xectorts ui^hrov m %r vumcw *i» compoti^ntrs. Dc nmnem smnlar. ^ 

, r . . wtrx, Dc las imngu liK m mi lares dc la licura 11^ ^e wqUC las 

^ dc r a son nil y can. A si nue multiplier un vector par 1 in Mvibr o bhWnu 


ICN 


f ^ ( rWI/ioiieW^' t** 1 * t'M' 


SI a = <iti. ft ) y I* <th. l> ), entoiiees 

u + k - + J?,. «j +■ k?) « " * 

, || (l Vlt t t <1.!^ 

Dc liuneni Mitiiliit pnra mlVRs en trv\ diinerisioiies, 

<«.. (I,.«,) + ft;, *J - (O. + «> + h ’- >“ + *'* 

<0,. ».> <frl. *J - (»l * l’> "- ~ *" “ " * J 

tlf< Hi) “ (<^1. (Vj. 1 tf i) 


frl) 


<> 
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11 * CAIMTULO 11 VfCrORKY LA GlOnC 1 AIA OEL FSFACtO 


rj EjfMfLO ^ Si h j 0. 'Mh f -2. 1. 5). cflcuentre « y lm vrcioro 
4 + h, m t». *.b \ Jn + 5b 

iDUKitih | ii | v *t' + O' + 3 1 = v'2S S 

a + h (4.0.3) M-l 1.5) 

(4 + f- 2). 0 + 1. 3 + 5) = <2.1,8) 

u - Ji <4,Gy 3) (-2.1.5) 

= (4 - (-2M1- |,3 - 5) = (6. -t.-2> 

3h 3<-2, 1,5) <31 2). 3111.315)1 t -6.3. 15 j 

2a+5h 2(4.0,3) + 5(-2, J. 5) 

- <8.0. h) + ( - 111. 5. 25 > = < -2. 5. 3) ) 


Sr civiuii li miiliiiiHc V cl conjll(iK‘ Jr los vct-mif. cri thi<> JinlciiMHim^ ; u« l d 
junmdc Iik vec torts eii ties dimcn>it>nt‘v fJe m:mera mas yjcnml. ttespmS >r iwccra 
ri considcrar ci cunjimiL* 1 „ Jc In* imores n-dimcnsiimik' t n sector 'i-diimcntiiifuic* 
turn »-jJj wnleiunla: 


■ as vn-pe; an II Ilnnanuorc %n empHj.in 

, I- . 1,11 .n.'ias c.ininliiili!'. ,le I.n.i m.Kii- i 

i'” P WLMla. ft? Bjencid lai tornnoranrcs d* 
-.IilWWBStClutii^llKWi 

p - ip,_p..p,./«u.pv|vS 

nor .' ^renCsf fcpt [xncins des^is inflrndtijn 
rfil-rimns r^Hiei. Jo) p.]ij liacfir un ptiduCEft 
ptnie Mr ixnv&tt&m *n iuatfO dirrWnsrdtH^ 
i. ct se treter* m r«fti«vi 

«s snmcrw tm wponenq@& «3« 

- ; no «p e ■, la egartg repine^rta 

riflfnpc 


n <<ii,fi.'.rf») 


doftdc Hi. a* . a, mimem* rcak-. tjftie w." I Liman ta* compnncnfcs dc a I .,1 nimu * L 

nuiSripliLjt itvn ew.nlnr sc de linen cn lermwm do ccH¥ipt'ancrrtc% M»ln pam |m < -- ^ h 
IT = X 


PROflEDADES BE VECTORED Si si. h. y e sort vectfircrs cn I', y » > rf son c^alm-v 
cflldfWo 


!* h + b - h 4- n 
& j + U = a 
Sr t in + bi « a 4 < b 
7. br4a 


2 . si + ih + cl U + hi 4 c 
1 u + |-a^ = P 

6, U + rf|a = 4 tl# 

3. I n n 


Esus *Khv pre^lwkkiL^ ite vector >e pu^kn ccxnpmbjf la L hlnk’nlc \A w.1 srn liiffj 

gcnnwlnca u aJg^bniicn Ptir cjeitlpkv la propienJatl ! w: punk ver fa lipma -t it-' «|iP- 
vjilcnte .i ki ky del punilclogranub y* eoiiio si^iie pnu el cjiso n ," 1 



a + b <i/l. d ) 4 (h i.frd (iii + fr.-4?« + ^ i 

— 4 4ri it, Ii*.* + fi-) frj) 1 (rit, ri ; ■ 

= U 4 LI 

V punk wr p-n qiK- hi prupkflild 2 lb ley ■Mvumva^c* citfria i^n.n k li^ 
lb v, .Hplicjir Ih kn ^Irl itumpLilu vnrili^ vtos | ] i^cUn /X* vii- olmeiie u'4 »1 
pnini'Ui n ■ l> >. . .an i.lt h[jiu-y c i« jiI . .lira nl veL'Enr h i 

Dm v1 1 ififtfc cn ^ I'negJin ntt pnpcf c^pccinl, Senn 

i-u.ao) j-<fti.o) k» < 0 , 0 . 1 ) 


fiCUl* 14 
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72 -T 1 J *l\ K Ttaw k»*,,«,l | vanunun 


fFGURA 17 

iVvinres Ivwf cM^hjnr en l y V', 


Jfj 



III 11 — ■ 



J 



(1 

(Lilt 

g 


i .11 


:* 



» 




*• » = j I -a |**r It 

*«Mi I I 


Si il - 1, IJ I, i/<, rt ■), ciltonccs <«*: pucdb iiMTlhif 

a (d„0 lt 4li> - (tfi.O.fJ) +■ (0. «l> + <0*0.ii > 

= ui<l.(l r ll) + *1,4(1. 1.0) + ri*<0.G* I j 

- a *■ 4i] i + fi-j + <i,k 

^ Cua * c l ,, ' cr Vector en 1 ‘, >e ftueik c^presar cn icrniLno* Je li^ veciiim l»a w inlander 
i* j y k. Pur cjcfnpJo, 

< 1 . - l - 2 j + 6 k 

JJc muncra MtiuFtLr. til ilus tliiiuntionc^ se |>Ltu 4 .le cscribir 

J a — = oil + o; j 

V*asc cn Ij liguru |S lu interpret uciiVn gcom&rica de las ccujcinnd* 1 \ 2 5 compva- ton 
la figur-a 17. 

E|EMPL 0 5 Si a = i + 2 j Jkyb“ 4 f + 7 k. exprtM? cl vector 2 a + 3 b in terminus. 
dcLjyk. 

3e fniplcan l;h jinfwd.hk'v I. 2* 5, 6y ^ Jc lus vectored pua nhltrncr 

2a + 3b - 2ii + 2J - 3kl + Jl4i 7ki 

- 21 + Jj - Ofc +■ I2i + 21k = 141 + 4j + |?k 


Lin vector uniiarin es im vector enyii longitudes I Pur ejempln, IJ j k «tn veetotv* 
[iriiaridh Kn general. si a - II. i , iiiiiiiL , e<i el vccioi unituriu que licit? I.* imxiiii JiriWiim 
t|uc a es 

l n 

“ 7 » = T 

i 1 • a 

A fin dc tTwnpit 4 HM i’Mu. um i I- ii| F iiioihi^ u * n y < c' nil CH'alar jfcnitivo, .im 
gnf ii ut'ric la nmrtli iJili'u d'li gin- n Tamhiki, 
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CAPITULO II vtCTOfltJI LA GfONfmA (SW£«0 




ijEHUO * L'ltawnme Cl vector tinrtnnu en la dirvixtnn <$d \e&,w >1 j ^ 
tQulutin M VWILW d*k» ncrw Imijriintl 

121 - j - 2k| - ^/F+TTMn^F - ^ “ 3 

HM. juir In tvuwtfii 4. c| vcL'lur imitiiriu cun Ja miinia dircodAn vs 


' r2i j ik\ i - ' j - k 


J 



APLIC AC I ON E S _ __ _ J 

\jn vctii>rc> mhi tittle* cn itaidii^ uApeclm de imeae ij^enjens bn cl captiulu | ; , f ^ I 
r& K i\nm de Menhir In vcluLklnd > J;t uCtfefBt H&n lIc ofcjctos t|iic h: laiUL^in ctl d * ; , I 
Ai\ui mt cvutiiiL.iii fuerza*. 

t in Hier/u jstf represents irtedltmlc un veetur purque liene una in^ntiud i rntcUul^ :n I 
lihms u iil'w'IumsJ > ima direct: inn. Si mihn- nn uhjelci ueluan tana*. Intr/.i. L Uitrt* 
ivMillLintt' t|tie exjKTimm La cl nhjelo es hi suiihi uxiuriLil de esias Inui/.i 

IjEMPlO 7 l iris (wss de 3(.KI Ih Lud^a dc dn* nlnmhres cornu rmtcMra eri In iicnu !<j 

DdfiHrinc Ilis IcnsinttCS IfueivuM 1 \ 1' cji ambuss alamlm-. y sli^ ms^iutud^ 

bOLUCiiJi! Sc expraa primem T, y T en lenmnn^ de ^u^ixmipunciilc^ h*n i^ikii 
cal tk la hfTuta 2 \ ) sc ¥C tjue 

J T, = — I T| I cut SCF i + T, I sen 50 j 


flOUM U 



f-JCURA Jti 


i'J T: = I T- 1 CPS 312* i +■ | T ; j sen 32" j 

1-m ncKiillEtnlc T, + T< tie Is** tenhmncK tinalrLirrcsla cl puso VI y s p<H‘ In taiim, se ik lv [iii!-:r 

T, + T -h = lOOj 

Asf, 

| I | evs 50 s + | T, i c<» M H + ( 1 yn W + | T : I j I 0 nj 

At ipualar t imiponenle*. y i ihticiic 

- T l cos 511 t | TrjcosJr = II 

|T,|HrnSfI +■ |T | stcti 32° = UK) 

AI despeiair I' | dc Ja prrmtra de u n i, i s ecnacionc'. ) vLiscicuti cn l,i ^’eutHh. ^ 
nblkne 

|T. i lien 5ff + sen 32° Irtl 

t'tss ^ 2 

As|i. Ins ma^nrlikk;^ tie ^ lensmnc^ ^.in 


IT, 


IT, | 


urn 


mii in 1 i .hi 12 cm 


«5/4 |h 


1 1 ! iih 

AM 33* 


h-MM Ih 


AI '.ii .in ii ir rsfim ■..ili'iL". co im, v tilNiPii^n vctiiiies de lensiMii 
I iVflyl ■ i ^sii5l * M4iij 



■ 65 WI] 


'>i 

** 

K 





























SECCPQN 11,1 VfCTOUfJ, mi 



http://libreria-universitaria.blogspot.com 




TTI 


E Jf R C I CIOS _ 

I. , I ^ LiinUiLKle. sim i ciimes ,i l M i | x(1 | lL . UL , 

M l | [ cmlit ik." Ill* l»k-lH lie (calm 
ihi I ii tion elite eu mii no. 

u 1 I lie . . lend l| L ‘ HnuMtui II rialln.v 

I ,i [Nihl.UlUM Ji"l IMItlld, 

l | I'liil if* *■ fHotnirr cnlie el pnntu « 7J y cl vwttir <4 1} ‘ 

lltiilifr am urt ■ 

A Vxntnc KOTO tjiiwks end panic* f an* imovlraki 




I. | : .H-nlw umJj Cunabi rumon dc UMorti Cuinii im solo irouir. 
u» p 5 + flff <til + F5 

IO ’ FS' (dp fl.V + JP + 



L t * ■pic lue dc Jj y s-nipledi p.irn Jitmiar Jos m- 

lairtilc* Wftns. 

i*l> ■ * * i hi u - ¥ 

fc> f * " J. wfr + u 



^ CoptelnitiKltKts ilc Ii figuni y iitifiL'elos |>urn dihujur I os si- 
jrvJieWfi vkiotcs 

♦ b <h| u - ti 

f{J ^* fd| !h 

* b in in - i* 



^ nn iifLlof jt ton hi fppfr seinm. iriu iIihIj> |Nir i l l seji- 

fta-b (VtRKir. >1// Mihuir 4/i y In rr|iPrMTihiLMHl «<|hiwi- 

^ (fi cl oriiirn 

*Q h, Mr 2. f I i Af I. 1*. BdiM 


M 1. 

I i ft*2.2) 


10. 

4(2. 

II. 


Il.j Mo x 11 

ml. X -h 


12. 

IN. 

a 

2J, 

/IN. 2. h 

13-TA l uetteinre la lum., d e j„ s v , 
Ullk^lUt; 

■|_[i jfc’N lJ.mJl i". 

e t lustre peonWtri - 

|J * (- 1. j>. 

<0. -2) 


it. 

<2 


IX 

(5.71 

IS. Hi. L 

(0, II, -3> 


14. 

i-\ 

.a 

2). 

(«. 4. a> 

17-20 1 * ikncnlre a + (j. 2a + 

'b. 

I" J 

D 

hi 



27i « » 0. - 

I2h h-( ]. 






19. ji .J| < 

J, It = i - 2J 







>0. n 14 2 

J - -Ik, h = - 

21 

j 





H n 21 

J j + J k. It = 

2j 

- It 






7S “ ?J 1 un ***** uniLino ijuc lenyj b rniouj ditnenci *|lk d 
seek* iknlik 


*»< -3i + 7J 22, (- 4 , 2 . 4 ) 

73. HI i + <lk 


24. Dctermiiw im vector i|uc tenge b misiiiiidircu.u'wi nue 

{ 2. -I. JKfo Here tontmul fi 

15. Sis w mtUCHlni elt cl primer Cmdt»lle > htm.! un .nculu 
if 1 Sim d C)f s pMsiliio j ! v — J. .kieiflHM i (It ifoima Je 

cvyuneriei 

24- Si nii rtifri pla un hakv pur h mot ei*i lliu [iirfA) ilc 5(1 S qdi* 
cnl.i ,i mi .iti^uEo de 34 jmha dr Ij tm t i jmi iijJ . eiv, ijcrillv Lv 

l 1 irllfHHlrilEf. !h‘r I ,'i HlC.i I V VCftimJ dc 14 lUCfAl 

27. Un Miiinss :il tie cftmpo Lm/u nn hdun mn .irtpulo de devrcton 
ilc dll y mu vcltutitbd Jc 60 ft/s I neiiL’iilrv1,is ci'inpunentes 
tairi/mltoJ y verticil I tid vector vclodLbd 

I iKMcnlre l.i m.iymliiJ de In lurrm reslilliinlc ■■ rl .uiculu 
i|Ml Il iprpi;i i unc! c|e r posilivci, 



1 1 


■ >*« \ 

OtiN 

/tit 

0 

l 


20. l i in u'liiliiil h k- un vcclin ilc velik idilil «' I Uiruil ru^n/c: Supon 
fj i|iii- im ViL'illn M'phi iIcmIi 1 In ifin'L imu W .i un* i.ifwJiv 
lie 50 k irdi 1 1 h. nedlkii S^IL- In (hie. - (4P (Ir*ik- lu ^ 
rl 1 ic-rnn Cl 15 .1 mlie ill* Indlirt'-Nil 1 1 11 1 Jtri ^ 

























■- w 


w - 
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c APi rui o u yfeTOftES? la G£Owmtf a del espaoo 




Ull crt b ititci,n hwi NfH> 1 4 fji&.i npidf/ dc jjle irapuJkv 

fn Jirc • i'hr luu/h 1-1 ■ ttw up h del 

jt*m o b dufv^ w*#i 4c Id wMjJLmic dc lo* W dMB 4c *ckn;i 
dad del jmiki \ cl itcnlii Li nqmdrz abscixm dd my$A a e* 
b frujHHtuI 4c U rt >-i 111 jn k Jiit inriirtiv cl cutwj sefiJbdcfii V b 
nipiiUv dhM<Piiii> del aviinl 


Ml Ditnije kr\ Wlucc^ii '3-3 . ti 2 ! f 

rhi MUL--tie full matin dc un timtjLh:i-* quc h,\ 

/ MJt quc c hi 4 ih 

(cl I Vd hMAfucjij fufa rMififtaJ ItH i. jIi M rs 4k i y j 
I ill Lnoicnlic lu* values metm dr I s F 


3L L . . . s, jmiflu .ii >k jc cii b s uliii-iu die un Iwa* a 3 mill:K/h 

El fouvu h’ mueve ill nitric a win ickxridW dc 22 mUliVh Ei>- 
k. i k'Jilfc lii r.quLkv > l.i diiLVOim tie In mujel 1C Spec E it 41 In super¬ 
fine del ii|nia 

JJ C’ueritos i.k- 3 ill \ 5 m Lk* liMijcnnd L’SiiLfi aiutlas a imncdvcD:! dr 
citjIuj ■ Li t . |il ihIilS.i Mihre iinn pb/a principal. La drcoracii'm 
Eirih- Kin. I m.L^i 4 l j $ k^j | , 1 *, c ucrdjis. MiiL L tj4j> n dislintus aJlii- 
ns, kifiiuii jik^nKi-. ik l 7 *- \ 41 1 l'lrei In lii sri vn-nl.fcl fliiLiicnEiL- 
b EtiiMk'irl cil c iiiin jljldkc \ In iiijciueikT dc Lidj icniitirt. 


-—- 4CP 

52* 

Sm Sm 

★ 

23. I n trrHkdtrorsUi aliujci cnLre Jus piisies separudns 3 in Lj li¬ 
ne j edn kiiiM.iiiEe iceiMi > i pl'iil- unucomhai mendicant? Cuan- 

d. « cue I i min .mi liiimed iL erm mia llliiSii dc II, H ii h 

miliul 4c b I mum. cl |innrn iikhUo lufa H cm Delcttniiu: J.i i^n- 
sirits oi endu muejlI del (endedem 

Ij. rcnH,|i«ri r cn t^d.i I’Mlerno dc lii rildcfla time irruFpnilud 
25 S ,..C‘luI cs el pe^ndc lla cwkna? 



35, fuvM. nuc 1 n lufcK- untfmun ijiic iciin pardek^ y l,i | ariL -., 

I an criiEc ,i Ii j. .j j* ib > i m cl punlit < 2.4 k 

M, u I m IM-MIJP Id-. ■. .'4 RIITV umEiJFNr, que pafildUb j Ju |frac.i 

-jriv^nlr .1 I « 4 urva . 2 -.in I efl d juinin tirf 6 , I i 

I hi Cm tttflAn lr* VNtom umniririKi L|tiL- sciin |K'i|M.-m Inn hires j 
b 11'nr n linircnfie 

■ F i i- <? U > lit- i 1 ,i 41 i v lihn ^ccEntes L-n pune*, |iU y 

i h i lulrrt difiirit^lklnef) r#/fi r 11 

37. 1 ii * -id I-. .-rip i I nrt tfi.mguln LlrErmiim- 

4# ^ zk' ¥ f A 

B i f purn • ■ * ■ .! fi-*« 'nil# ile rctl-d lit 4|ue eti4 .ii 

3.-* !. k !■ • irk • - E- -CH ■ 1.1 tie A \m* /J4 1+ OH 

- ■ 

rt /If mne Ifr Sfttr f m Ip 


40. Syfhm^ que m > Ii mUi vcdlHEs nn nufu 4 uc m ■ ^ |L _ 

V I 1 e?^ ril;ilL)UICf sL'vhir cn cl plainitk-Li-mnikiM|n p.., u 
iM^iniirntu ^ojrrtrico p 4 ra mristraf qne c ^ |ili L ':I.- n ^,i. 
inur ill + ih p^CSdaljircs npvupiuJos .v j jp hn 

jirguuitrilri fhir vneiiiode cimipnuenics. 

41 Sir \, v. : J y r, (i' Q . drvuriba cl eL^njuninde | u 

pitrvtos i.y k i. Eal que | r r l 

42. Si r - (.i. v . r. - ; • dearth!cl L .t 

lipik tissjMjnitn ks, i i Lai que r r - r r - ,|., 

43. Bn la li^um lf> >c tb ima dams&Kiiin ga wnrima ±k ■. *v . 

P'<ClSj 4 2 ik Iih. s lvIb nr- l r w las r«»-mi>"ncnlr ^ p_n-«i kUir . ■ 
4icirH^r^i0n hljrelraioi dc csic hcctio jujrj cl t.tn.j n - J 

44. Ek-mucvic err lurm,i Jl^chnnca la pmpuubd ^ lLl- Ii - 

pji.i c| caw n - .v De$pu£> u\c tn:lni:uh>s scpncianh- - i-.--. !. 
uriii dcniM^Lr.jL iiin gconwiricJ. 

WX] Uie V 9 CUXVH para ilcmusi/ar que U lino qnc inn* lot (HffltM 
liWiims ik J tl 4 p^ hidip^ ule un Iriiiilpuku pnr.iJel.i _■ | i l i. -» J 
iiciM.- J.i rnii.rd dc 'iu kmciELuJ. 

44 . Supiin^ai|uc Imlres pbn^cEKirdcnadk^ pti^ccn i 
un ra>o hmiinmo dadp por el vectiw a \u\ a u «r 
fMnthrnK cun cl pbrup xz T oimiks mih?sirj cn | lt n^nra ! ^ 
ik tfur cl jingnk'p dc incaikn^^i fs i^u.il .il -r;-. :.' - d« . 
flcsnki |ur j niiisir.ir que b dtfcccMPn del ravn rcElrutl .,■ 
ij .-ua . ij . rkJujECj qiK- ik%F*«rs k *n 
i r ii l' i l i k 1 i i [nw kiv ire* C^ficjni> mniu^Lmenfc pafwri.lK dl.irr- tin 
yorrsiikiinte rv paraktiv 3 | iayo ink ial i U cicniitti c^-fu... 
lev r%tjJi 3 SMiitkii^if\ cmp 3 car*>n etile pnncipi-' junm lh^k r.is■ - 
lasu’l \ ijii.i ci«nPi^nFjLiiPn dc c&p^jra csqumaJi^ ■ ■’■■!■. ■■ I 
|piii.L L.iknlur dc mi.iiil-iu limy precis a In JiMniK’iJ tk In iic'T. 

Ill l-IRIMlk 
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5ECCION U.3 PfiOOUCTO PUKlfO m 


12.3 PftODUCTO PUN TO 


U ** * IO v «*0rc» > muluplicado un vector por un escaltf. 

intidad util ' 1 r. m ^1 P " 1 1 C n,1,, * Jph,L;,r ** dc modti 40c vti ptndiKlo scj uny 

otr!; 1 ;** ucvd ***** r«* **,*». 
1 ■' L P^ducin craie * H Ut ‘ « anuli/a en la asuknf*: seed 6a. 


[T] DEFJNIOON Sj a (rti, (t.. d ) y h 
pumo de 11 y h cs el mJinem n ♦ h datlu 


( ^i' 1 *?* h f. emoticcs el prinlmiit 
por 


11 ‘ h ti \h\ i ti,bj -j- ifjy. 


Asi. para hollar dpnnhicto punk, de n y I) sc mult ipl icon las component correspond 

| JC|l1t, ' k - I'l . . e\ li 1 1 tcciur Hs un nunicn. real, cs dixir, un cieaJur, 

I or Cslii ra/otLcl prodtictn |*UUo SC ILim.i a uxlts producto cvealar u> produUn Interior 1 
Aunque b dehnieiort | seda pura .ectori-v tridimeiteaunaks cl product*. puffin de scckv 
rt ‘" t 1 d im e ns ion ales >c define de un iiinJn similar: 


= 0|A, + a^t>? 

H EjEMPLO I 

<2 T 4> * (3. 1) =3<3i + 4{-l) -2 

(- 1.7,4) ■ (6.2. !) - (-IM6) + 7(21 + M-l) - 6 

11 + 2j - 3kf ■ f 2| k| 1(0.1 + 2121 + I-3M - 1 ) = 7 

El products pun to nliedcce ■ nuchas dt 1 las byes i|ue se cumplen purs prndttLios iirdina 
nos Je niiineros reales. lislas se expresau en el siguiente teorcifui. 


IT PROPIE DACES DEL PflOOUtTO PtlMTO Si a, t> . c son vectors CD 1 \ r es un 

e scalar. eninnoc* 

l- a - a = | a j : 1, a * b — b ' a 

X a ♦ ih t cl = a ■ b + :* ’ c 4. (cal L l> — c( a * bl ™ a 4 ii h 1 

S, 0 - a = 0 


hsias proptodadesscdemucstmn latilrnenie por mediodc bdcfinicidn I I’orcjempla 
uljui e start Uw demoslTOcioiics tic lav propiedudes I y 3: 

1. a ■ a = (t\ + T 1 11 i 

3, ii * (h + cj T - (ttu. rfi.di) * (^i + Oifo + + ft) 

U,f h\ t nl +■ iitU*- > < I +■ + <■'! 

* rt> P + rj |«’i f 11-A- > f< ;< - 4 + 

- 4 «■/»; + + f«lCl + + 4,lf 


i*h » **r 


l'III' 


| .. clrmt^Mm:k)fir« *k l«v dt-tnav pfmpietbtles sc dejan emu.. i b K^ K 

'a.,.... .;•.. 

iftl j llkl Wenirr « y h w « define «oiw»*l mifUlo emti bv n pn 
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lia C AFlTULO I J VeCTORtif LA TODMilHlft DEL t Sf ACIO 




FiGusri 1 


ertc!Hiriycii^Lknitli:U it it. Enimas paluhras. iiesclingula cmn? lot. 
tot* Ui- reel it OA y OH cn til fiyurn I. Note que si a ; h son vectored parulcli i. L , ilt ' h 

0“ 111 ik 

los risiiiiv i 1 ii ip I i'i i ii t.i Tor unit, i del siguicnic tcurenii cornu ladtfinhiAn rfc| tir 
puma. 


3 TEOREMA Si 1* vs cl dngulo vntre Ids vcctOrts a > h. ententes 

a - b i a i ! b [ CDs ti 


OiHCimuph Si ve .iJ'Ill-.i I.i Icy ilc bis cuseooN j| rriiingulo OAB en b fijura I . 

lienc 


SI I '« P = I CM f + | i *B | J - 2 i OA 11 OB cos a 


(Observe que la ley dt |os com? nos aiin sc aplica cn caws limitc cuando ft u <t - 
n it ip b l) i Pen* | OA a j. | OB ! = ; b y | Ali \ = | u b I. de modo que L 
C(?uny inn -I m.- con* iebe cn 


SI [■ - b|* = |*f + It I 1 -2|«||b|cose 

AJ iisiir t;r. prupiedadcs I. 2 > 3 del products pun to. se puetic revserihir cl Indu i^quicrdo 
iL* c viii miuLiun cumu simile: 

I* - b !*’ » ta - b) * fa - bJ 

= a ■ a - a - b b'a + h- h 
= l*l J -a ‘ b + jb| f 

I’m In l lleiic. 1 i, la ccLinckta 5 da 

| a f ; - 2a ■ h + [bp =» | u |* + | b) 1 - 2 |a| | b | cos « 

^ ”2a ■ h = —2 1 aj | bj! cos ft 

a Men. J» ■ b - | a j f b | cos ft 

EjEHPLO 1 Si Ins vcciurcs a y b ticiKo longitudes 4 y ft. v cl nnguln enfre dies cs tt ; 
encucntre a ■ b 

WMm Conel icoreina . 1 . v; Merit 


a - b = a|[bfcos(jr/3> = 4 -6 - i = 12 
I.j itiraiLil.t del levtcniii 1 pemnrv hallar tanihivn ct an^uln cm tv dm vcctorr* 


6 t0fl0lL * fl| 0 Si ft vs d dingulu cnire (os. veciuns no miJov a * h enionrfs 

a - h 


CHS if 


a fi 


t'd EjtMPio ) u rename d Angulo cnire lus itxlofcs a = <2, 2. I ) y b <5. 1 2* 

■ '■* l hmb) ijut 

Jul-^/JT. FTP* I y Ibl - jy + l-.rt- 4 V - * 






























* * .* 
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&EC£i6n 11.1 MOtiUCTO PijNra HU rn 


>' pU^t»(|Ui‘ 


» * b 2 l 5 i 1 ( Ji + 1 | n 2i 2 


« Hern?, dtr| cnfnbnn ft. 


cns ft —-—- « —= 

I a | 1 h 1 3vH 

Am i|uc 1! uiljulti anile a j ft cs 

'(m) " lj “ ,uS4 ‘’ 

Lm vccftifcs 1111 milm a > I>m- Ihirnnn perpendiculars u ortuamula *i d unimliicrttrc 
eJlos cv ft jt ’2 I^iIohecs cl teoieiriii 3 da 


n h* :i li | end tt/ 2 l = 0 

y a la imersa m a h - 0. cMcnces ms fl = 0, par to taniu. ft = ir/2 El vectot 0 es c«i- 
MtkTtuJn perpendicular a k* wtnrc*. Fn consauencia. >c iknc d sijMiicnk- incft <J> • fwa 
Jctcmun.ir si tins YcUnres mki onogonate*. 


_Z2 a ) h \on ortugnnales $t > stilo a J h = 0 



u - b 'i 



u ■ h ft 



fSfiUtA 2 


Q 13 ^'.'al | ] um 

*r w r F *-k5n A 11 npjr , J[ 


SJEMPL 0 1 Mucsiie i|uc 2 i + 2 j k es perpendicular $1 5 I Jj + Ik 
UWJCitl* Puesio tun- 

(2I + 2J k> ■ m - 4J + 2kl = 2jjj$) + 2f-4) + < l)(2) IJ 
cstos vociorcs son perpciidicultirc* |wr 

fJthidn a que Cm ft ■ 0 m II ■ it < tt/ 2 v ct* ft < f) si ir/2 ft ' ” *e ic qiie ft ■ 

h cs pmiftui para ft " 2 > negative* pam ft > tr 2 Se pttede eonsiderar a * h emu. 
medida dd grwfto nl que it v b ajmnian ert la niisma direceiiVti FI pmjucio purity a 1 k 
e* [K»ilivo sins b jpuntaii en l.i misma direction gonont. 0 o snn perpend mill arcs t 
negative m .Lpuniaii cn direcd ernes npoesJa* gentralmtitie ivcjsc ;> lin cl easn 

extrema Jondc a > H Lipunun cn MKUAKtnc la misma diRCCi^n.«iww fi 1 h - 1(1 ^ Uf 
cos ft = ly 

h ■ b = ja b 

Si a y h apnntnn en cjiactamciilc iHreociwies opuesias* cmniKes *y p^f l ,N ljn|1 '- cw 

ft =■ - t y « - h -|n |*l|. 



Angulos y cosenos directores 

f jm dnguliH dlnclnru dc lilt VMtOT 11 ililcrenie dc cem win lus dniwilm «* ^ ^ Ht11 

el intcwlo |d, tt| 1 <fU£ a forma cod Ins ejes posilivot x, y y £ (vdasc In Up* 1 
etnemis ile Nm dopuhn, iliiculmw, a. cos ^ y ens r. m‘ ll.itn .* 11 ow.mii* 1 
rnrr* lie mi vo r..r n Si ^ cmptal el Ldrojftrio enn i cn lugai de l». rrf ’ 1, '' Nl 

11 ■ i rr» 



f 

i. 


5 ? 




s. 





fi tu«* 1 


■ f i,i ( i -p |m 1 »k- scr directnmenit’ dr In ngitra i 1 
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CAmULO ll vECTOftESY LA GEOMETRIA DEL EiPAClO 

tx- iniawmi similar, sc licnc utmbiin 


DP c0 * fi = '\Z\ 


f * i- 


cos y = 


zi ■ 

i«l 


AI devur ;il euadrudo Ills exprcsioniLS de las ecuac tones 8 y C A v miiiulf. su *c q Ut . 

pfo] COs'ff + CtlS'jS + COJCy = I 

Sc puedcn usnr tambidn las ccuarioncs K y 9 para escribir 

a <ai, w:* dj = (| a | cos <x, | a | cos j8. : a cos y> 

= 10 i{cos <r. cos fi cos y) 

Por lo Lkiiiio r 


H£ 


-—- a = (i ;os ra t cos cos y) 

| a 


la cual dice que los cosenos diree lores dc a soil las coii'ipGrtCrties del vector umumocn |a 
direction de a. 

LjEHPLO 5 Encnentre los a lie u los dc dirceckin del vector a = 1 t. 2. _v. 

SOLULION Pncsioquc a| “ v l 2 + 2* + 3" — y 14 7 (as ecuactones Hy 9 dan 



PRQTECCIONE5 

En la ligura 4 sc mm 1 si ran las represcnuidones / J <j /'A 1 Je dos veciorcs a > h con el «ijy 
nn> pun to initial P. Si S cs d pic de III perpendicular de R a la linen que coaiicnc -i fV 
entonecs cl vector con representation PS sc llama vector prnycccmii de h vibre li > * 
dcnoia por pmy u b Pticdc pensarki corno una somhrn dc l> 


LiJ3 j* i - H I ^ .x I 12 if ft. rt,\ir.\rfi tfl/flbtJ 

-t J 4 re Kjcp ^n.ir .1 H / li. 

FFGURA 4 

Kroycefinnes der vet 




pni\ u l» 


l.ii pniywdriri cscnliir dc b sobre a ULnimdji lailibicii la etMiiponcnU" de h a 1,1 f "' 
dr m sc del i lie cm mi In ma^rnlad dc la pmyeecion vecloruil. que is d miincro b! 
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SECClON 11,1 PRODUCT*} PlJtJTO till 7 iJ 

fcinikk ft ^ el Jitfultk centre u 1 h I Vrav Li tipm.i 51. EsUi ^ dcnulJi |m* tump, h Ohscr- 
vt t|i« saliva s, f /2 « u U wiwtfn 


n-h |n|lh|uo» W 1 |a|(|h|cn* »l 

muctiru que el pmducia puttlo tic a y h se [weile interprets owm l.i ImipiiLiJ tie j mwlti- 
plikinl,. |HU 144 proyecckm escaUik to sabre a. Putao que 


h I it 


a ■ h 



' ll 


l;< LiiiiijTi mcnlc de b a In larjiti dt n se imIlmiIji Unnando el prndiiLln pimio dc ti tun cl vcc- 
l*n uuiluriu cn In i!iictvi»n dc n. I.sUis uk-ns regimen ennm \iynv, 


Praycticitin uscalar dc ti Hike « nimp, b =- 

a 

FVnyeocit'wi vectorial de It Mihrc n prnv, h = 

1 - - 

Observe que la provecd^ri rational es la prayeedan cscalur iiiiiltiplicariu pre c\ veelor uni 
twin en lit direction dc □ . 


rb j 9 * ■ 1* 

"w"J h 


S3 e|£mP10 i Halle la pmyeccidn cellar y la pioyeccidn vectorial dc li <1. U 2) 
sabre e *• 3. I}- 

totVI ■ ■ H PkmtD que ' a | - V f - 21* + V + 1 2 - V 14. U ptojftcafa «4Ml*r & * «■» 

ii « 





comp, b 


a ■ h 


4 THh - 311 t + H2> 

v '14 


I ji pmyectunn 
direction ilc a: 


|u l v 14 

ion Vtdorinl c* «iu pn>)wiH<» «cjlar imiliiplitada P*wcl vecinr unirunoen In 


3 u J_ = / l J_\ 

!"”*■ h * 717 fa? f4 » \ 1' M’ 14 / 


Sr&»* ■» 

w . . . 

Q t nUioccv ikt wem* 3 . * 

_ w - |r||ot*» |? ^ 

li 
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744 (ill C AfijT ULO II V£CT0ftE£¥ lA GEOMETPlA DELESPACId 




xv 

II 


FIGUftA 7 


Am, cl Uifcijn hocho por unii iucr/j ccmMimic F d prodycto ptinio t* |l + dnnde t) : 
itelar ik ifc^pla/ramknflu. 

CjiHPLO 7 Un cttfnio cr. idatk una disumda dc HHI in a lo larpo dc uni traymnck he. 
n/iiiH.il pur urn* lucr/a consume dc 7i i N la niaoija del L-anilo *c imtnticne a un 
itc 35 sL»hrc UthnriflHitaL. 

^OLUtiON Si K y D son lo* un; tores dc liwnrji y dcspliizamientu, cumu sc iluMrit un I.l fin U . 
ni 7. cnlortteN d truhajo hccho cs 

H = F + D ] K | Pi cos « 

= 1 70)( low cos 35 - 5734 N-m “ 5734 J 

EJIMPLO B Una fuer/si esia dada par un vector ¥ 3i + 4j + 5k y mitcvt unj paau\.tij a 
dd pumu Pt2, I. OJ al punio tH4. fk 2l. fincucntrc cl trahajo tec ho. 

UHLh iCfH I-1 vcclor dc dtesplaiatiiieriiu cs I> PQ - <2. 5. 2). usi que por la ccujmin 12. 

UI Habit |o lltvlin CS 

U’ = F ■ l> <3. 4, 5> ■ < 2 . 5, 2> 

= 6 + 20 4 10 = 36 

Si la iiiiidad ifc luncilud CS> metres > la itugintud dc la fucr/a sc milk en newton^ tnitifl- 
cl> cl I rah-ijo heetiu e s 1 6 joules 



EJERCICIOS 


1. . Cy^lcv Jc I .is Mguienlcs csprrsioncs son ^i^nifit Lili- 
vav? H Cualcs circccn dc seiUidk>7 Exptiqut 
Ui <a ■ b| ' { th I ia ■ tine 

(cl a -b ■ cl I si - *b + cl 

«l« 4 l+C lf| r«i p (b + cf 


2 . r-.cjLUfhlric Cl pi" dus u■ ptinlo dc dos -i mis Innjjiludcs 

i-rn fr \ \ d inirulu cnlrc dlos e* jf /4 

3HQ fEnuticnlre u - h 

J. a 2. It 5, 12> 

l ■- 13), b- <0 7, (_2> 

S. * '41.. h (6, -J.-8> 

I, * t. 2 4. *4 6 ^ -I, 5ty 

7. i Mj k b 5i - 

8.1. 4J II b 21 + 4J + 6k 

t. « |i rl ^n^ul'M nirr Jl jr ll €'S 

10. J ' b v fs 1-1 *ripuh- Fnlfi* ■ y b >■ ■' 



11-11 Si u cv un vector unitariii. encuemre u ■ \ y u ■ « 

12. u 


I3 h ui Dcmurtlrc que i - j j - k k i ■ 

do DenmeMtc t|Ue I ■ i j | i ■ I I 

H, Urt iCIhlctWv uriihiilanlc vende n luillbUTK^^" *** 

► vli kl .is C jrKiH.LL j J- 1" en un du CafKkiEko t Libia >2 | s ' r unJ 
huinbuiitiirvt. %\ mi hot ilujr v $1 \-m mu bt^<U 

luluilm S, A Ut, h ,v V \2, I I e , ciul ^ tfl Mjin"'"- 
■Jo del | 1 IlilI|ilIo puflLo A - I*' 

15-70 l in-in-iHir i-l nii^nlo enUc los ‘I'L'iEiiiev IMinM 
i^jUtsiLiUi L-okliL h Ilk'ih 4 ..ipifc 4 \Inic IkisLiicI ■ 

14. m ' N,h>. h (vT.3> 

11. a MU. t> *> 


SF. 




* 
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SSCClOM IM PROfiuciO MJfjTO » Bf 


„ 1 I. 5>. fc-f-J.J. 3> 

ll I '4, (t, ’ I '■ ^ 

If j j + b b - t + 2J - 3k 
». * i + 2j-2lt, 


t m iHTiiri-. cunrcin*. Hama d j-ud» mas prtixinm his ires 
jP f iikis lie I in in tul" coo hrs venters 4 »dm 

it Hi,oi. aiJsfeL o-i.ji 

n. r> hm. n. fli.i-ii 


!3-J4 Orterairtc m b* wrnics dadt* snn i.m^oruilcft, paraldo&n 

a tali -1-5A7X b = <*. 
ihi • - J 4, r.>* b - (-3. 2) 
i lt■ i « 1 + 2 j + 5 k. h “ 3 | + 4 J - k 
ill ■ - 2i + 6| - 4k, ti = -31 <>J 4 fek 

R 4 - * - i-K9. 6 >. v = i 4 . - 12 , -Si 
- a • I - j + 2k. v = 3i - J + k 
is* H " Ml. b, d. r — (-’h, 0) 


75 . I -.l- iccmrcs para, decide m el iniinsuln con Venice* 

P' l. 1, - 0. "4 j v Wlb. 2 . - ^les recliingulo. 

ZL , Pjrj i|uc valme* de b sim imD^nuIn Ins vevliwc^ ■ — ft. fe. 2) 
t tt, ^ tr 

Tt. F-rtufnrrc un vector unions que e> irtopmkl a I + J e i ■+■ k. 

An tochirs. unuamts, t|ue lotnian un jnsufn Je fell" 

cm* - - 3 .4>. 

'*-11 Halle In-, coscikf* dircciorts j Iijs imp ulus diwion'i Jel 
"' ' Ot lis-. in.'iiliK dirccinre^ COCTCdns ImMii el pfiliJn m:is 
ptfuimn i 

W ' 4 h fa (1, 11) 

J 1 . 21 * i j 3 j 21 - J + 2 k 

*■ *> <kmfr' >0 


■ II 0A ,f, (■« «|,TIC JflliyllK, ittRCtllHF' N ■ It I v & W -3. cn- 

Mmittr (1 rertrr iftpln director y 

l ^** ^,| y | a ^ [MipjiunnnBi vccindateiitlc b 

*4lff H 

K " “ 0, 4 f. h - (5, U, 

11 » M h. b - to 4. if 

Vr * '■ f * Tt. b *l. J. l> 

* * ‘ I . ■ ft*, b - (5, 1. 4) 


M 4“il i*4k. b “ | *• k 
40. U 1 + i 4 k. Ii - i j 4 k 


4I.| Mu,,.,, ^ el tenor on, I, l, prey, „ „ ono((lB;l | „ „ 

<! >tf lit.Mini pmjxedofj nrlii^iiijtl „i, ht 

*2, l*wa Ins vctliires del cjcfdcm V, c.uneitrrr . h L * jluMrc jjj- 
Nii.imkt Uh voriura a. b. fm.j, .b ^ .,ei .h 

41 Si a ^ l3. 0. “ lh OhiteMn: <1 stvii h b ul ipp 0 ^, h- n 2 
4*. Suj>in.M t |uc nvb mi Helmut rui ntUtn 

l ii l , Hjjii t(ie virnuiwaikiji conpia b n wiip k a ■ 

1 bl ,,Hn t|uf criirunsuutciitt pni>* b |My fc a ’ 

4S. KiKuenttt d (rabajo n^lizado p*rf una tnei/ji (■ Kt - fn j + iik 

..eve un obtoto Jcl . . . IS}, ki ,,| pumu ib. 12 , :m 

a lit l.irpir ttf linn Intua rL’tiy I n tiisl.iiit j;i se ninlv cii melnis 
y Li luer/ji en new inns. 

4fe. I In ciiiin .ii Jl- rL'molL|ue arramrj un *HU> ,1 hi \ar ^>dc un carrn. 
mi 1^1 k.»Jena iivnu un anpjkt i|c CuA d cmi»> bt<HN 
sum cn la L.tilcnj dde 1 SWl S ,ClLinftlMK i F >« rah/iJi. 
{hi el camion jI Linnkl mile I Lilfemctn^ 

47. Un trrneii Cs jalatlm pitr unj cuenLi . 1 1>. Ijrpn tk- un -cnJtAs m- 
vcladLi. I iflij tucr/adc 311 libfas tjuc .uiiu .1 an iinuufitde -ui 
sidin' Ii hririffltnliil mueve al trineii K(1 ptes Fjhrucnlied tnitvi- 
jn 1 L -i 11 /.ilIi i |>t| hi fnerjEj. 

48. I 'ii (site nacepii ul surctm ayuJa lEl l lmi viculn i|iic vupla en b 
tl I reven in S.1M' ‘ cjimi ina^mluii dc JIK1 lihffis | ni uciUtl’ d Ira- 
ki|ii irah/inln purel s ienfo cuimki cl Me m- mwvc I’tlpics. 

44. l sc iin.i pmyevekin CSc'alar piM limsiiar L|uc b ihsi.incu dc un 
pnnin f* 11 ., v. / j la linc,i 111 + hi + 1 0« 

|cl.li + fe'r * i I 

^ 4J" 4- b 

I 'vc csi, 1 Ei'irninhi psirt ImlLii hH.ltm.mcni del jmrtli'' > j la 

lineal 4.V + 5 = 0. 

50. Si r <.t. T. :> H ii (rti, itjnf. t > b ' K b-. b ,'. ilrmucstrr 

ijuc la SCUftCkSti VcfCun:il ir UU ■ ll* ~ W • 0 tepwanla nna 
c sIl'i.i y ilil'.' mi ini' mi Li’ntfii ■■ i.ubn 

51. t iKurnlic cl tinpnki Httt Utla diKJ!QHt df fclr1 1 iibi's um A' 

sus jtnsl .11 

52. I lit lie nlrc d .in mill 1 enitv vnj ilujjiiijl •b" un cnN* s no itij- 

1,'hii.iI ili' im.i dc mis Caras 

J2. t ... . dr men, (Till. eslA cslrucinilMl.i enn li^ cuami 

Ulnmns ill' lliJr^CH'1 cii luv . . . ilc mi h-tim-iki- ICj-iiI.m > d 

illiHllii lie CJirltnnn en cl ccnlnnile H ^ ■' cs 

..lit | h. 11 la ..H II. i”p d ;mi:iili' cnlrc 

Lit liti.-Jin i,iil- linen nl dlinnii dr ' .... ll ^ 

ilf hlilnljtenii Mnrsirc iftir d 4n|tMlnde cnlasi- CS ipniiiniada- 
inrtttr Nfi t j Sip^rmi ut Mne sctiio s ik4 Unn 
umolm |npn( 4 «% lL 0 - I 11 ^ 
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CAPlTULO n VtCtQKiS¥ (,A CilQP-HTSJA OIL ISPACtO 


Kl ft 11 Jr 11. 3, I * imnn ^ inuNra cn U tijfiuu I nlntKC^ fl 

ixm ; 31 



SV Si c a h 4 h b d 4 -nkk’ u. ft y c vl' n tm rn> nub. 

mkic^lir L|uc f Nsfta al anpuki cttifC fl >' ft 

51 nicrniK-Mu,’ la* propicitJHks 2 r 4 v 5 sJl -1 pmduUu |nnil«■ mn- 
nrma 21 

$1 Swj*m-.U L|U 0 lift Lidmilc un euadnliilcn' mkuIc itfUdJ IffiifiELid \ 
b. 1 .^ iipit^Pi■* ^tin poialdos. Ike m^nim vrcicrak* para 

n^tt.ir qi.k- b ?+tn pcrpc«lbi!jn> 


12.4 PRODUCTD CRUZ 


* 


57. u*e rl trtutnu 1 pal j drU dri/fiufttarf Mr f ^ j 

I a ■ ft « fl ft 

5 fl_ i.n ifrutfttMal itri truiniptfo pam vrt hw, c% 

I" + hi * i“l + ■>': 

< r ii | ?l* min iiih-i |KCl;k tiirv jjeomil-rrLfj de I.l ikutfUilttitL i : \ 
triUngtti^x 

ib\ Uk la iJcMfliuktod Jc Cou^y Schwar^ del Cjemcio SI ^ | 
m iktiMKirar Li dnigaaldBd dcE tn-ui^u ki 
n*e elkvhtjde que 4 - ft <a ■ ft <n - It 

pLv 14 |Hlifq£(Jj(l 3 ikl pTivJlR'In (njnllh j 
59- I J lev klcl p«k h lii£nimo rsiaftfccc tpK- 

111 * b f + ia b I 3 ” 2 1 ■ I s + 2 li 

14 j 3 k iMii 1 inlcrprciuridn penmetriefl dc l.i Icy Jr I pamldn- 

grnmo. 

4 ill Ik'niuL^fiL’ h L'y lid paralclngr,mm iVV.m. .. ,« • 

Jel rjcrek'in .W. t 

AQ_ |k-mih.-slrc 411 c m U + iy U v ^onurnf^uruik* rnc.^o U 
icclnm u j* I tlcK'Ti lcncr la nmttla kmiftimJ 


I I pmchiE-fti eruz a ■ bde dm recitum li y b, .1 ditercncm del prculucin pnnft*. «n vcc* 
un For estsi TlI/l'm 1 sc llnirui prnrtiiilo icctorinl Nme que a x Is se define saild tu-iindu a 
n h win veetores . 


fi oef-iniciqh Si a = (s 3 i,ri n > li ( 7 ft. h 2 . ft. ■,cmofKcs el prrtduchiCfW 
ik* u s ft 4.^ el v'oclotf 

a ■ ft = '’i?-/? - jj ft-, u.ft, — ci,ftL, i7.fr : ■ 


hm fHidn.il parecer una Imni.i Je dclinir un pruduehi I .j rn/wti fura la fernu 

furiiL-uLii tin la JelinkiiVn L cs que el priJiUictit l-iu/ delinidn vn c-i.l inrrnu t'wnv 
pmpacJiiiLles (iiiI l:^, eonin ne veni pmilftk. I■■■ pstrtiuLil-ir. Ht- rilosEnini i[He rl viMnr a ■ l 1 ^" 
pcrpciidkLihir a u y ft 

A On Je liLKTr In dt-linieinn 1 iim> Isk il lIc revurtliir sc u^st In niiluenVii , 1 .' driemimJ 11 - 
w - 1 11 di'U-rihijuintr dt order 2 dcOnc PiiHi.inlc 


Fm c^enipli> 


1 11 ft 


r 


in/ - Av 


2(4) I. M=I4 

D J 


I ’ii df’lrrinlnipnli 1 di- itMk-lt |n h hII- dt-luui rn In ihiiioh *lc ^ k^lv-rM11 1 liHUk 1 ^ ilc ^ppihI" " r 
dr 1 1 l 1 1 pi m < M^Jilr 
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SECCiOn 11.4 PROOUCTOCRU2 TIT 

. . w*-— 

■ +»!eni;l:. Od lad,, |, „ . ' r,l “ j'P n* P»r d tklaaninunle de ttgundn onten 

«IHwi.c M^d^V^tT' 7 ** ' “*"»“ b 1 ” *»— . 

.. . cn '"-RUIkIo tcrmifhf, pci r c j cmp | M . 


1 2 -1 

3 li i 

- 1 # 

l» 1 ,j 3 l| 

3 0 

-5 4 2 


4 2 j " -5 2 ' 

-5 4 


4} 2f6 +■ 5) + (-mu- 0) = -M 

Si ahiini nc recNcrihe la dcfinicidfl I umitda (a* dcicrminanicN dc Kfundo ocdcn v 
os HMOftN hisv: WtrilHliir i. jyU ve qtie cl pfnducn cnw de kw v«t«rs 
a rt,l + (i.j + ( * ky>» M p Ini * /> kcN 


m 


a ■ t> 


tf? til , | ti t «i . 


Hj fj; 


*■ ft- | 

l“.n vis-Ui dc 1u MaiiihiLuI rnirc lus CL’init innc^ ' \ 3, llhi (ec^iiirnciEt tMiibfi 


E 


ii X h 


j j k 

01 (I; fli 

h , fi; ft) 


AlHH|UC cl primer ren^lon del deler.mute nimMico en In ceuaeirtn 4 consta dc vecioro. 

si nl 1 ilcsarrolln comn Ni Iiu-nu im dclcraiinintic nrdirmrio por medio dc In regia dc la ccud- 
tidn scohiienc la eeumeiori .V 1 .1 iVimuiLi tiinhdlica de la ccuacidn 4 es probabiemente 
la forma nub tik i! ilc recorder y culcuhrr prodiujl&s cm/ 

a EJEMPLO f Sill ■( 1.3.4) yb (2.7. -S),enicnKcs 


u h 


i j k 

1 3 4 

2 7 -5 


3 4 

7 -5 


I I - 


J 4 

2 -5 


j 


1 3 

2 7 


1-5 KtJ + 17 6)k = -431+ 13J + H 

. j M lie Nile que a • « (t iwia ewnlqiliei nccuh * Ul 1 ' 

Si M « fJ i)« CtlUHICC* 

i j k 

n x a fli it 1 
Jfl Hi 

- <„„„ 0 , 0,11 w>' «*»>J + 

111 <)J »• Ilk ■> 


















*,U' 


* ,<»****•». *« 


7H* CAPITULD If VfCIDflO H L* GEQMFTRIA D£l f5**CI0 






Una ik la^ prep ic dnilci nm' iiiptHlIDlf* produtw cm/. ^ Jj cn ts^tn CftSf 


5 TEOREMA 0 veckw * b o nmiginal a » J b 


PEn0STMCI0J4 A lick dc drmoMJlW t|«C « ' b ' Htugonul ;i a. calcul* sll prnduclo fiuin, 
winno *iguc: 



pJ;> 


*<i 

Hi d| 


■ si ■■ b) ■ u 

Ik.- fr, 

Hi 

ft. 

j Hi + i 

i> i 

ftj 


= fTiJOjJh rTj/ljl fj ■( ti\bi Uibil + thittib: *t-h { i 



V, M I 11 4 mijcllra tflmo {jmbu 

a - fr wnfe ctfntiti b 


#*‘4it* ■■ 


ffjlX.Jk 0|/fj/|, - rilfcf) 

-0 

Uift dUtitito -vnin eI ur inuolrj quc m bl 1 Ip U. Pot In UiHo. si Ij o un«;i; -mail j 

a y b 

Si a > b icpreMrnian ith.-Ji.mk 'cgnieiiM' *k nxu di lignin* cimi cl nn him pun-, r 
cial nzomocn Id tiguro. t k. cniafkw cl kiwema 5 dice que cl [tfoducm cfW a It , 
tin iaiij dirtccion perpefldicdqr A plain p |wpf u y b KcmiIej que la dinxdt^ de a h 
dsidu per la th' hi rmttw *h t*rfin vi I us ck-dus Je >u rmno Jcrccba ^ cun^in cv* Ij Ji 
rccci6n ipor un iilgulo tk HKiJTl dc a) a li. ciUoneo \u dedo pulsar .ipunLi en la dareu m 
de a X b. 

Ahons que tietonucc la diivvcii'm ik I vcvkirtt ■ l>. In ultimo qik- *.e ncvesin p.u-i cum 
pleiar s-u descripcion geoiik'lrifd cs mi Imigihid \a - h;. Esia dcwrmina me.luak- * l ■■ 
guiemc isoromci. 


[4] TEOREMA Si Ho cl angulncntrc a y b (dc m«Jaque 0 *= H ■ irk. cnlikmx 

I a > b| — [a | j b] sen H 

I E .hOIFUCWR Dc lav JclinH:n w. del pnxHlCto mi/ ]k b kmgilud Je un cc^tnr.. < iJtfiv 
a ~ H - ■'■ u.M (tfj/p • it h i - In b^ ~ a -h I 

= iflfri 2ri;iri/p>fN 4 +■ a\h 

+ ^ - 2tfiU|6i^.T > o'z/?; 

= Edi + ti I- -rii + h l * b~, \ iiiibi + a^h- +■ a ^ * 

= S n | : | b |' in * h)* 

| II | Ik |ll bl'COS H .|TiiT cMV'l'i.-m.i ‘ » 1 

|u|'[b| J (l cos m 
Id I I bl'scn'k 

AI kirnar bs miccv vundmily' v ntiscf *.\t ijuk- ^ h'h 'h ^?n fi i^-rqiic ^■u i* 11 

fs r W 17. Ur lirikr 

■ b H* t i b ! UM ** 

l p ih 4 u|in mi u ik-kriimiJ |H !i *<Kiifkh’f hi mti1i,(iiii' vm iii.i^hiIthI y illlVvVH* 

, |hnr ik- 4k^«« l(ih u ■ h i d i *hi i|ip- o |N, i|n tnti» uIji a w > b. luv.i oncfHandn ^ kklM 
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SECtlCW FI .4 PftODl/CTO CRU/ ||j| 


Piling (Hrt- h Itjalu (k- la Mi.trm dcredi;i, y etiva lonpiiud tv a i li m:ii tt I * hceho, mi o 

"Wite ™» .u a , h 


? COROLAmo Du* cc lures no nut' i, u ) b son pankkft v y solo si 

u U I) 


DEHOSlRAClAu Dus, VKtfMttfrnulms y b whi[ kinildt* vi>^ = Qair, Ea tuiikimtr 
caw* sen W - 0, a>i quc » * b| - t! y. pur l<> lantu. a y It ft 

La wlorpreiw ion pconicirica del leuremn h se puedc u-i cy.iiniii.uhlu Ij fi ^uni 2. a 
y h represent mi mediantc segment lIc recta ■.! i ri ■> con el minnu pumu initial, e»- 
Unices dctunniiiiiii mi iwnlelujtniimi eon Iviim; il|. alim.uL h sen W y Area 

A « | a |{| h j *en 0 ) =* a * b 

\m, sc tioni: U Mgim-mc frimij de inttrptcmr la nu^niunl Jt- on prududu iru/ 


— 

L:i extensidn del producio cry/ a x fo es. tgunl al ;iren dd [wralelograaiQ dctcriin 

nndo pnr a v h 


E|{ttf*L0 1 Eneuemu tin vector |iapuidicular .A piano qiic pa^j pot lo> pnniui. /*■ I L fu 
Q(-2,5* — I]y Rll. -L IS, 

mum EL vector PQ ■ PR cs perpendicular a PQ y PR y. |*« It* tanui, vs perpend icy] ur 
,il plain i a Have* Je fc? y R. Se silk’ tic 112.2 11 que 


PQ - t-Z - ni + 15 - 4|J + <-1 - 6>fc 
PR - n - IH + (-1 - 4)j + (1 - 61k. 

c cnleula d product" era/. de estos veetores: 


. -31 "k 

-SJ 5fc 


pg * pit 


i j * 

-3 l -7 
1 ) ”5 -5 


_ ^5 _ 35 ) i - 11 5 <» i + M5 - dlk 4tii - t*J + '- Sk 

ssssiAmA es*«—* 

EHfl0 , soduiMn d *« ml" — «eni«=* «J. C -2, / 

M. I. II- 

, ,„} tw = i in I ? , 15).EldnMidelpnfale- 

| pS X wl - VRoTmhsmT? - SVE 

.. .. .. 
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St Si- npj. . 1^ts 'cinemas 5 v ft it ittsi vceuwes base csrfndar I. j y k con n 

tthtiene 


«/ 2 , * 


fxj-k jxk-l k*i = i 

jxl k fcxj=-t IXk=-j 


()hscrvr qi.iL' 


j ■ j - j i 


Hu Ash, cl product^ iw no cs soamutalivo lanihicn. 

i x Ii x jj « i x k = j 


(inrninis ijtie 

ft it ■ j « ■ j = fl 

B Adi la ley asociaitv.i piira l.i mulUplicacioti pnr locontiin no sc tampfe; csdccir. cti t tjl 

(■ ■ bl X c * ■ x (b x cl 

Sin emharpo, al^umis dft lax kyts a -mIcs del dlgcfcra se cumpkn para c) preducitJ cna 
cl Mguicmc tcitrcnw se nsgmen Jus pnipicdades dc Ins producin'! veclorialcy 


e TEOREMA Si :i. b *. c son vcclores y r es un escalar, cmonces 

I. ii X h h - :■ 

7. U ii) b rfft x lii a x |rh> 

3. a X ili + t) a h + it c 
A. (a 4 In x c u X e + b X c 
S. a • fl> x e) (n x hi -1 

k u X (b X c> (u * c111 (a-hlc 


I ■ ^l:i-s piiipioJadex w pucdcrt deniostntr si se cscnbeii lits v eel ores eil tinnillOs lie sin 
comporicmcs y se usn la definicitin dc tm prrxlucto cruz, Se J:i una dcmi'islraciim dc Li jin*- 
pn dad i y sc dcinn las denmstraciones restart (es coffin ejereieios. 

DEttOitMClfiN DE LA PROMEBAD 5 SU = <«,. *. h - <& Jt fc> v e = (c,. ft. < 0 . 

cnionccs 


7 « ■ ih < cl i - A,ej) + — An ,) ■+ fl,lA|fs - As,’,| 

- U|A,cy + «:b,i r L _ <t'_b\ I - , + a i b { i‘+ — ,i ./• (■. 

ia h, - mb; In + |f. + (d,/r. n, 

la > hi ■ c 


PROOUCTOS TRIPLES 


1 1 .. • m r ><|i«' m: prcsi'itu cn la profticiLhl s x* iVnimtuii |tntdiuii* csfld* 1 ' 

irifdr ili lox vc< mn ■ n It \ c Observe dv In ceuncnifl ** (pic piicilcescrihif el iumdin'i'*** 
ciiLif it ip It: criHiKt tin defer imiiimir 


l»0l 


a* fl! 
/i| h: in 

f’i n fl 


-ii ■ 1h H 



























http://libreria-universitaria.blogspot.com 



*! «™'» iripfc " fuc.lt vet convidemndn el 

rtvrr v * * ?**■* * 11 «•* 

del fwslclcpfpedo cx /< | u 11 ^ 15 *-tan ay h • e, cnlonrc* fo drura h 

l| lit' u tt • 1 1 p nr i„ ' | U ? '■ 1 S ! ? ^ ehc u?,; ' r J C£ * 0 i en l4j « ar titis W cn L.hn j t . 

f } or in [jHtu. d vt]]gmun dd paialdcpfpedo c* 


1 ,} v 'u||cox u\ - jit - 1 h > ml 

***• * h ‘ JcmoMfadn b Mmsub sigujcrtlc. 


ED El vahunen dd fwi&qpfeado deieminadu par lus wmr§ a. fa y c cs j a 

nitigiiiiud de \n pfinKicu* cstsiljir iripJc: 

V - | n ■ (b X c ) | 


f' ^ ' J ^ ,rTllu ^ in < 11 1 > ’* Juscufare que d vohimcn dd panrdepipedo deicmn- 

,* piK a, b > c fo 0. CMortccs lux vectorw <Mkd esiar cn d itiiiih) piano; ev Jeer. son 

c^laiwes 


L T J fjl mplo S Use el produeto csLdar triple para mostrarque Ins miores 
a ( 1 . 4 , - 7 ), b = ( 2 . - ], 4 ) y e « ( 0 P - 9 * IK) son coplajinres, 

iDLUCldH 5e nan In ceuucirin |l] psira cjiIcliIw 1 su pmduclo escsdar triple: 


a - lb X ct 


1 4 -7 

2 -I 4 

0 -V IK 


= 1 

“1 4 

-A* 

4 

- 7 

: -t 


-9 IK 

0 

1 R 


o - 9 


= um 4 ( 3 b) - 7 (— |K| = u 


J J or In iiMiin. pmr (I f i d volunten del piiriilclt'pfpcdo dcicrrniiiado |*>i h Ii y e c> tt Esin 
xipfiiricn q«e a. h y c son coplandfe* 

I 1 jHifcliKlo « lb X cl quc s 1 [Hivnlaen l.i pcopictUj fi soik'rxnluiiLi prodiKlO uvto- 
riiil lri|rte tie a. h y c, U pmpiedatl fi sc usuni |ur.i dcnvar l.i iHimela k h s ^le Kepler Je mot i- 
toienu *■ ptantturio en cl capnuln I \ So pmofatt « deja cornu cjclckio 4b 


PAH Df TORSION __ 

j.a iclvii tic ini | not I iic in 11 li /■ oninv cmi I lecnem In on fhicn. hi piinieulnr. se consult-- 
t,i nii.i i iiri/.I V ipic utiini ’fiiini 1 tin uik’ifiu i ijjulo cri mi pnnlo Un*ln l 1Mi 1,11 vwtl11 ^ 
piiMi it hi f fl'nr I'lL'iiipM, si sc apncM un |n'roo iipl u .milt 1 him Hief/n ■ 1 “'ll Uiiw ojhio 
l it la iii'iir,i I «■ |ntuliit-t no tflcdn tic jjinij 111 pur df iorsliln r iwlnhvo af "ngerii sc 
,l Hoc l * ii no rl pnHhKln mi/ *k ln> sitlmcs ik- piMictbu > fiKRl 


T T f 
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CAPfTULO II WCTOKCSv LA GtOMtTMA DEL IWACiO 



FICURJL S 


y miifc J,i icrnlenm del cucrpo i $irar respect.. ut fHigen. La directum del p..r de kir . hJ , 
in-lh, ,i d eje i!e rufoicmn. De aeuerdu dm cl tcorema 6 r h magnmnj del vector dc p lLr lJe 
has ii in l's 

| T) | r ■ F| : | r 11 F|sen fl 

dundc ti csd ringulo cnlie los veciorcs ite pu*icidn y fuerza. Observe qnc Ij hnitj 
nenlc dL' K qi« puede causar rrtttcrfn h que e* perpendicular a r. cs deiir L F sen p# [ 

magtiitud del pur dc torsidn es i£ual al Area del pnraklograain deternunAdo pot r % | 

EjEMPLO 6 Sc .iprteij Lm perno apltcandn una bicr/a dc 4U N a una Have dcfl 25 m 
irto sc niucstm cn b fignru 5. Encuentrc la imgrtitud del par dt nmmiu rcspcwhi j| cc;ur . 
ikl peroo 

SOlUCfCin |,a pHii^iiiiLid dot vector del pur tie (yrsirin es 

| r| = |r X F| 1 | r 11 F | *** ™ 10-251(40) sen 75' 

= 10 sen 75 9,66 N m 

Si ef pemo tkfK eucrda derecha, cntunecs d vector dc pur dc mrvutn i ■ 

t - |r| R *■ 9 66 fi 

ddmk n ev ufi rector untiariu con direct irin haeia la patina 


12.4 


EjEftCIClQS 


1-7 F_rv.lu-nlfe cl products cmz fi ■ b y i^slaniinu 1 hN 1 tpn* cs itTlnuu- 
naJ 1 1 y b 

1. a Ml.-2). t* - ^0_ W, 0> 
ii 1 li I. I K b-ai® 

J- I + JJ :k 6= -1+ 5k 
4-i-J t H. l>-2l -j+4k 
5 P a i j k, h li 1 j + l fk 

La I * i j * r- It. t l+t^J r k 

7 a b 1 , 2i. 3r j 


I- Si ft I 2k 6 i +i. cncuenlic a Ik Tract a. b y 
a ^ b crpfFH^ itcLnrr* que *C tiucian «i cl otipen 

VF7 f i iM-mirr cl scLl^r, no C«l ric ter m l « n*C* ihimtlo 

pPrppir i LuJr^ tlr fun -Iiji. !ov cni/. 

9 . il ^ Jj X k IQ. k X (i 2J| 

I), IJ kl * 4k If d + Jl II J| 


IS. FJlf-* i .iiiia ript- .SiHI- i lemlit.ih^ Si in*, csplkfue p^H t|u< 

Fa 1 1 1 rrii.ii ii vr■ ib^^ -^i nn Vn ri»r n mi rwllttf 

Hi a - 16 ^ f p a x «fet - rk 

lc a - ih rp Ptlk I*# ■ III ■ * 

• o a • h - ir - dJ III (■ ' M ■ f * dl 


14-15 F netiemrc|u < vh deitrmiite si o - i cmj dmpii*- n.^u 
U pap mu it bauia aFueta dc ifsU. 

14. 




J6. I.n lit hpurit nuHTMra tm cccmr :i t?» fl pl.m.. il ^ nn m \ w ^ 

cn In diroedrin dc k Sus langiludc^ '•l-mi 'n, } v h 

l.il line lie nlrc a - 14 

dip l“sc la rcjfb dc la mam> dcTccll.i jVTTa dc^ iJn ■* * l |% 
rwn\c% ilc a b nm pQSiliva>. Ittfatad* t' H 





17, Hp n ■ I. I " ? h M. I . ?). enrutfrtre a ■ h v b a 

lfts.il 0,1 h f u.ulyt (I. (t. J' 

a 1h i l - la bl C 

17, I m uenlrr di^ Lftimo mdUrim rtWfWlIt 1 J't 1 1 
il>4.H 
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ja, ^ wiCMlC* tmtlarkto orti^onuk^ a i + j + ,, 

:(+ k 

\tiiMH' 4* 1 * ' fl * ' • p» Liui^uirt vwhir u en V 

fl vli mrtri: t|Uf li ' 0 pari lode* fc*, wlur?\ h > h m V 

jj. peWftCJUC la pf'ipiettjJ I del IttMema fc 

II, IVmUC'tie la pntpicdad 2 dd leurcmj & 

jj, OrnUN^itf U rn'i'H'JuJ 3 del tnjroirui rt. 

21 . penHHwm - l-i proptadad J del teoremu 8. 

37 , Knh-ufimr d "tJi del pqmletogniiiincon vertices Ai -2 I ■ 
jnU4>.('i4»2) v t>[ 2, ll 

it fcrwuerttie el .trej del piinildognmb ton vertices Ki 1,2 lq 

til. 1 ,#‘i. MU.it, My m, 7. 3k 

Jf-E ■.jiEneucnrre UII vn.tuf ncTLiyLiiid] noccro ,il piano que pasj 
U- F«»^ f* L* > ff -} I In determine d area det triJn^uki P(Jfl 

». P\ 1.0,01, t*0. 2, Ilf. «BK 0, 

* re 1.51. L*-1.3.41, ZH3.tt.6t 
31. /vi -;.0i. (£4.1.-21. /H5, 3. 11 
J2. /' I, 3, l!, (Jttl, 3, 2P. *14. 3. — ] I 


J n. H. iiln- l l 1 ■ »lll11IL'11 del p.iftilclepipedu dcterrtiinaLln jmi 

a. h\ c 

13- J - <6.3, 0. ll- <0,|.2), e = (4. —2.5) 

lit-Hi- i, b - I - J + It C - - i + I + It 


Hjlkd ^ilnnicn ikl pikralelcpEpetlu am arisias jjvatcnic^ 
PQ.Fft} PS 

K. p : o, - 11 , yf 4 t. n>. m r - i n, SC, - 12 j 

**S.n|j, <?l 1.2,51. #15,1,-11. S0.4.:» 

17. j- > prothurEo l-^.iLii triple para verificar que It* vhSWB « 
1 ■ tj k % U i v w 5i + 9} - J It son wpli- 

am 

■' ■ purlin i>* tv .i|,ir it ipic pjiM detertiiifiJir st lo^ JP IJlUos 
Ml 2. H *n I, m, m, 2,0) y £0.6, -4) eMn en el 

pl.lMri i 

r ft l.|| , J|- hn i,Jrl.i r . rmpciliftkl p*Pr UH fW P**' -|llLl l”L H l/.l 

toHtmm m ifunim hi eje del pedal ^ * 1 H1 . . 

U rn,, ,-riu.ii | rH par ik rWvnkl respO-tO J f* 



SECClON 1 14 PP.DtIUC TO f Ru* HI* 7f | 

40. IkEcTmirKr b nugniliid del par ik trmMb ffeqiecla j /* tl fc 
4|>Jh:a unj luer/4 de ifr 3h cewno ^ mucMFla 



41. Uni Have ik 3tl cm dr bigu yuee n In br^j LkJ epe i pusirjvo 
y h«i j*;t.i un pertioen cl oj-ieen Sc .iphca u rid lucr/a cn la diKc- 
u ^pv (0. 3. -4> y a9 Una I dc la Have. Hntucnlrr La Rutgnilud ik 
la fucr/a necttttia [Will ^umirusirjr |(Nj \m Je P i*r dc hwswui 
4l ivrim 

^ 1 Y i J ^ u un kccMf nin hHiptud t c|tw cmpic/j cn cl 

ori^cn j yin cn d piano ty, t.ihuciTtic Ici^ vilmci nudmo > 
minium dt L longiTud del w^lor u s H tn c|uc dmcccmfl 
jpuniii u < v? 

43, tai Sea P un punm fucTa Je b limra /. t|nc ii.o.i [un 1> punim 

y ft. MucK.[rc qitc la tJlMalku *t de^dc cl puriln P .1 fa 
linen Lt\ 



dnndc n = Qfi y h = QP 

fb) Use b fdrmulii del ineisn mi piim h.ill.u !>■.Ii -c.ijv^ i.i dd 
1 hi 11 in Hi, 1 , 1 1 a In Ifnea que pj^.i par <.>m 6 > 

JHf-i.4,7), 

44. 1 ji Sta p un pun to fucrj del piano que p,«vj p»n pu.ntu* 
Q m H y S. Muesmr qt*e Lj di^una.i fZde^Je P jI pijnn c' 

^ N M HI ,l*j 

ft 1 H 

LlnnJc ■ ~QR,b~QSyC-QP 
m>> Use la formula del ineivn tai pars halier 1.1 Jni.m. u 
destlc el punt oPQ, U4l ll ptano que P" r [nx 
puiiioh (JC1,0. tt>, m2, ill V '‘(0. f>. ’1 

43. Itamucstre que (a bt >t tu + if 2tn I’ 1 

44, IJctnnc^trL' b |mipied:iil t>dcl recft-nu S. o -1cm. 

ia K I’ll x c| = ni ’ dh I**' Ml ' 

47. ( sc el cjm ino pam ikmudrar que 

n x (h X el I h * (C X ai + < * h ' 11 

44, tJemucslreqne 

|| - f t* ' *' 

<* In ■ if 4i t> ,| t» < il 

44. Suponjrj que « *• o . 

»«.,.«*<»»«I’*-" * 
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TM CAPirULQ 11 VIC TORES 7 LA C.tGHETRIA DEL tVPACID 


Si 1 1 h et lIi'iJuic i^uc li i r 

H I &i * h a 1 * c > a k h ■ ■ tfi ikiliKtf i|u k 
b »■? 

5A. Si v j v. Min vvclMV^ ill*■ mpkinaivM m>1U 

¥j x ¥] v> ^ ti 

i * i\r X If, 1 1 | ‘ (* * tl i 


i veer...JO Cit f l esikHlio Jc b criMal n ntiiy 

Vi*< mrcs ik la hmi rr % - « * 4 *.% dunk c *la h , 

cnlpnX iWman tin par* un cfisial VcLfrifrs exrj llA 

dc m line u Mini tni l’ii idimnm d* k k i k fnrman el frn, „ 

Vr; m tpmcifl 

i ;il MliGfvm? quir k US pcipcnJnCLllal a ^ hi r r 
ihi \W-irc que k + i 1 para j I. 2 . * 

ml Hermit-sire qw k. - ik k 

% i 1 i % % 1 1 


KptOTiCTO PAPA UN 
bESCUMlMIENTO 



GEGMC rRI A DE UN TETR A E DftQ _ 

Un [l’Ii.h'iIfhi $± un vtdidocim Luarm vmik.es F. y, W v V } k-Uiicasi- 4 .;ii 4 l^ inakijukik lmih<i^ 

murvlrj cn la li^ura. 

1. Sean * \ vctiorei am ruii^itudcs i-li.iIl-^ a bh k las can*. i.puetiai . :.. 

vdrliw*, P, Qt N y Si rcspixljvitri'wmt. y rfwttfCkirtes perpendicular a to earns mptabm y 
que apunbn hadu uhiCRi. Dcmiiesti? que 

i l + v s + * + v* ■ ft 

2. Hi luliimen I de un icirjcJrn-4m Lin [ecdu ile la iliManeid ik un lertice a la eaij . 

muliiplicadii (kir el mu Ju la turn 

1,11 kncuennc UIKL 1 b'mruiki pm.i I Vitlurncn ilf ini Mraulna eil k i minus Je I.i . . . 

Jc >ns viEniees y, /? y .v. 

itn LnoKfine cl vdumcn dd reiuodroeuM^ vertices >**n J 1 * I 1, I k 01. 2, *1. ! 

> 513. -!. 21 

3. Supcuiga que cl Lei i acJru Jc I:l li^ii n aiicne lmii veil tee lii nee i. insular illMr i n 

in-h inpuLos fin S "ii in lingulas resist i Sean ,1, li > t jkm% Lie I;l^ mis cards t|Lk- •..him,!. . i, 

\ ^ Oet area de b caraopucviu iPflft l*or Jik-diodel resulladp dd problem hi i ■ Je -i? 
imdik, iemueilnr que 

/> : =.1 ; + ft K : 

il'Aki eh Lina versai hi iriiJiineiismnnl del lepnimu Lie l 4 iftijj,orus. r 


12.5 ECUACIONES DE LINEAR Y PLANOS 



1 \u linen cn d plunt> i l ^ delermjnu ctiandi* se ilaii im ptiilti* suhre h\ lil'idi \ la ilir^cldm 
de tSla r su pemiitriiie m an^uhs ik indin^iiMia I a ecuatrum »k la linen punk 
cftlufbcs eim Li Inmia pnvicu-^pLlicnlc. 

he 11■ iia| (cirnuk LNi-id Iiiicll f ai d espaem iriilmieiisnuuit ^ ilelanimiii cimmL 1 < tV|ti 

.. Mi un ■ f*i it \ . .. ..i hi dir i h - I in In vlv k h i lIc / In ires > I m il“ iim^ mes la tliii vsH 'n il^ ! 1 111,1 

liriiM ikvi'ntH' cummientemmile j*n un vtiIlm li^i qpUir sva ^ un kM^i piiralel^J^ V " 1 

/m ' l i mi {Hinio .irhinariM i \ ^'an r ^ r lm VlvIlih^ i^Kidim ik T s f' ^ 

- f * J - 1 ■* -rl li 

ficncn ft pien-Nl.M. him- ■ ifFi \ tw i Si n cs d tccMr turt nr|irwntacidn /’A', o-irh." ^ 
ri vnia I full mil . In li- \ ild man ['ills' puu la snniii df vci'Um-v Ju r r„ u PevP** 
r<w|n. ji v »• m.ii u-l’Mii . |tumli- 1 .n, Inty ,m.il.n t l.I ijm- » rv \m 


m 


r r.. ■ (% 


ffftilKI f 





























* 




■ fe ■ 

* *7!' 


:» 


r o 


f 'Cl 


'**&? 
<&rf f tm 



i i 


flGUM * 


• E i ‘ 7 /* 3 mi lit UftM L del 
. 4 r^c 1T tv frl*£i«i con «1 ounEu lIjiIi < v 
'r = rtCHf quo rn tu diraartn 




jt r> 


•- j?. 


'•k ^ 
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tECCtON 13.5 fCU/VClOMES Ol LINE*.! 1 PLANO* Ml Hi 


J 


V UIU lTllllf ' t ’ fl WCtorbl ijc L i .uli v»tiir del pardmetm r Jj el VLttin Jc puvu irin 
F Ji U<Y punt, \ whfc * I'" *Hl» luliilmav. ntmrin r \ari^. La, Licicj e< lu/.nia |»C l» punt* 
ict lor r. Canhi indicd ta ftjjura Un valorc> pwiiivm dc I uinc^fHtmlcii a punitn «>- 

Imr I. que ftlin wtltie iim lada 4- /" , fiuenlMs i|iic las vilam M^Jlivot dc l airr(%puiiLk f n 
a punto* que cmjii sohtr cl otru l«|i> j c />. 

Si cl vcctnr * t|K da b dinecidn dc la lincu L \c escribe cn farm* ifc Liati|>uneniL- cu 
1 cnioncen *e Irene m (u*. lb. tvK Sc puede esmbir luinhidi 

r - ( .i, v, *) y t . (tb v„, :.,) t jm u U, tamo la ecu jc ion vcclorinl 1 1 1 *c tr aioli n m.t tn 

( l < r) “■ (A’ip + Jii r >ici + th. J5a + k) 

Dos YKloncji will i puiilcs si v Mila m la* com pane rues carre * pan die nLe\ sail ■^u.lIcs. far la 
tankK sc Iieiien Ire'* ccuaciimcs c^Jitutov 


m 


v - x lt + fir y — >„ + hi 


= r„ + *i 


JotKk l 6 R. Lslu* KiiachKK^ sc Hainan t-euariuiMS pjfiinulrii^ Jc la lino f que p-a-i 
pof cl punto /*Jl.v„, Vi, -dl J e* juuldj jI vector v = (a. if, c ■ Cada vjilur Jd pjramrtro 
r da un pun La ( i T v, : i en L 

EJEMFLO I 

Ui Emucntie unu ccundrin vcctoriul y la* eeuacione* paranwiricas para U line.i que p-'-wi 
pore! puma IS, I. ?J y es pur.iklu al veclor i + 4j - 2k 
ihi Eftcliertlffi niruN. iln-s pun las sahie la recta. 

sdluci 6 n 

(at Aquf r,i - <M, 3> ?i + J + Ak y v = i + 4j - 21c, usi q«c la ceuiitnai vecto¬ 

rial (U se convicrtc cn 

r + J + 3ki + ni + 4j - 2kl 

obiell r-lS+rtl + ll + 4 r)j + ( 3 - 2 rll( 

Las Ltuaritmcs pamwi™* 1 Ml11 

v - 5 + i j — I + 4i - = 3 - 2f 


5 y : ■= 1. p« la Lima 
- | da cl punto i J* V 31 - 


, hj U deeddn del valor dv pamneini I = l da v “ & 3 

(6. 5. 1 1 cs on P lint " Ulhn£r la ^ IK '‘ I mmcra 1 

I a j-L'ii-icii'm veeioriLtl v Ins ccvueioncs pummel rleas dc mia I men no sari inucas. -Si 

v . -I d inml- <. d iwtol.o, «> sc disc un vector.. ... cm-ucev 

hi* " t . ... 1‘or f icraplt). Vi Ml hear Jc 15. I. JI. *«>P*'l pM 10.1 tt 

«WW. Hi W-W. J* 1« IW. « en 

i « f» + j y « 5 +■ 4t : m 1 ' 

O h,cn si VC prrmimcL'c can d punto (5, 1.31 P«- « cl.(ic un «CMC |»itJcl«. 
3l + Kj J k H 3 llcjia B l» 

, - 3 + 2 r y - I + Kf - “ 1 " 4r 

En pcnctJ. v «n *hr v - «,. 0.t) - cntplcu P-u, - '^ J *+ 

P1< - 1 i i-fiHi|KC h m int «, It y t llaniim mmii-nis din 








m 



CANTUIO II t la MQfli TIM* DEL HMCtO 



pmlna U^.tf i-tuilquicr victor paraleln a i *c sc quo lew numeric etialrsqiucrii pnip^K 

Its .1 u. /i y . >e pntirmn usir Ukiiitiien .. . Liinjuntn tic miirKrm dire. mr?* p. ir t , j 

Dim Inn tiki ik deserihir una linea / c\ dmnrw d panfmelru t tk l,i% celiudsm^ j s 
imijumu lJc Elis liEt-mlesfiH tu c es 0, ns pncdc resolver cada luili tit esms cL'iinumi^ ^ 
k i |£ii;iUir ln> lesulLadus y obEencF 


m 



E*ia< ocuudoncs sc Human ecwctofie* tte /, r Observe que h-% niimtiH^ d ^ 

¥ * quc apuncecn cn hv\ ikunfniiiiicltprt^ tit- (ns txuacmne*. 3. son Iik nurircriK dir 
dc J „ ilecir. lav cpmpnncnlcs tit Ur vcdnr pumleln a Si nn.i Jl 1 las. hicraltK *l h u. 
fh ii, ht pucifc dtminnr :i/, Pi if cjcmpUi, si a 13. se putln an escnhir J.j t \, 

/ conio 

y - yn z - =& 

A tn ' — 

k C 

Hmh sijrniitui quc L yacc cn el piano YCfliial % ,% t> . 


■ £n j 4?*b 4 v cnurjb4 U :V*pa £ del 
f?etra^ 2 1 fi punta /' dende a\i& of pfianq t> 



fJGUfif, 4 


ijCnfLO 2 

I JI lirKLkiitie ta.s tcuacione* parankiik^ y (a> siittdrkra ik la recu que pasi i trat« 
de tos puntus ,U2, 4 a -31 y BlX I, I l. 
iIn ,.En quc puiuo inifcrseca esta rceia cl piano .vv? 

IQlUtlAH 

ULJ No \ 1 - da ilc vftmera explldni uu veditr paraldo a In Tinea, pem observe quc d 
vcclui ^ CttH iffiprescntaciofi .iWth pandcln a III linca y 

v “ (3 - i — I 4 I I-3J) = (L - 5 ,- 1 ) 

Asi, Ik mimeim dir^kHr^ son n - I. fp 5 y t 4. $i st mm cl punlo 1 2. 4 - *i 
tomo i *se ic quc las dcmckvw^ pmui^irica^ i2> ^tm 

j = 2 + i v ■ 4 - 5r : = -3 + 4 1 
y lu i . o.-ueli 1 it juts simciricax son 



1 


y ~ 4 z + 5 
■ 5 4 


fhi E ii llnea t ru/a c3 plami tv cuandu 13. asf quc jione r * Cl cn l.iv ctiuvn'rtcs 
■rn^imas y nhiicoc 

i ^ 2 4 ^ 

I -5 4 


1 i > ' n i|uc la liik-ji tuna a piano wen cl punio ( . '.. mJ 

i ii i'l iM inl. vl pnH’cilmiitiilLMlcI cjciiiptLi J rmicslm qtie los Miiiik'tos iltn't Mits lIl- I-i 
filjji ^ quc \>mi pur Uw .. ns Putin* Vii, :„l y / s ,l w. y,, r,» non t , iv. v, >v, >' ■ 

|«1 ill UMIIl I lit'1 CCllAL'iont's StllkilfiCiU. lit J yi i|| 


* *n v v„ _ r ‘ 

11 In Vi I'h 



■nMRVHHl 
























• ImtmrnL I t|dei £i|tiiTiplti 3. rwiflKta* 
— » l Itqif a!: mki llrtiMi ublucad^ 
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iECClQh I I S ECUACtONESOE UNF*W PIANOS 


ftT 


C ^^Lfipcion, no tic una linra cnlcfa, stmt dr s6\o 

uj, e j cicmioil^ ■** e J em P l,> * “ P^na dtscnhir cl sefirwnto E jc f«n iff 

* , , ~ *' w tM,Flho ' 11 cn ecuiciooes paramctrica* del cjemplo 1 \ ji 

. 7^''|n«.i»(2.4. IPy^wJi*,- l , ,i Asu/td^.' 

mrnm Jc rw,a * ^^rihc median.* ccuaciones portm*^ 

A » 2 4 I v - 4 - Si : 

u I* 111 la CCUiblijn VCtl-Lif'i id Cl »r i l' ^.| ilJ[) t| itfblL 1 

rli> - <2 + M - -3 + 4/) 

Etl fcncruL sc sain' de III ccuactdn 1 quc 3u c-lju^l-ujmpii vcclnriiil tic tlHit tme;i quc ip 
ptH i la pun In dull vector r„ cm III riircccidn dc uil vector vtsr t, ■ rt s» |» Imicb pa 
Sil tumhicn pnr lla (hhh.i de) r, P cmoncc* sc pucdc tumai v r r y. pnr In unin, si 
ecuucion vecrorinl e*. 

r r,. t- /(r, r..l> *= f I — i)r + rr, 

hi scpmenio dc linca de r. j Ti \c determine mcJianic cl iitfcrvdo parotTK'ifko 1 1 - * - | 


-3 + 41 || * t - I 


ll ■ t | 


I j El sefiiicnld tk Ifohr.i r, a t. w delcmnna indunh' la cimiHi veiion.il 

pH i - tl - l)r„ +■ JP| U ^ ^ I 

□ E|EMPLQ 3 IXniios.imi 1.1lil' las lineas t.> y L? con ccuaciancs paraiiidlncus 

Jt -■ I + / y =* — 2 + 3f "™ 4 - I 
x 2.t y = 3 + s :■ -3 4 4j 

son 1 metis (ililiviuss. ev deeir.. inlcrsccan j no son partkrkrv t>, f*or fo tanm. no j a- 

cen er d mtsmo pbnni 

SOLUCltih Lu> Nikas no son paraklas purque Ins vectores correspomlwnicv I. I > 
{2, l r 4> no son par.(lcl»»s.tSu^ixMii|hHwrtcsniiHinprupiiftfiiifuiU-s< Si t. > l luiMRin 
un punio dc inlcracctin, habfia s okwcs dc i y J laics qw 

I + r = 2 a 
-2 + \r = * + j 
4 - r ™ — 3 + 4.s 

[*cro si sc njfiuclvuii las tins pHitwra« ccuapiunc^ stS l'Hiicmc ^ l y ' y > l "' k ” “'’ P 
res no sali?ifaced la icivcra Miwildii. Fof In lanto. nt) hay valorem dc i v L ' 4 1 111 SJ l% A 
L r;in SimiilitSncun ante las ires ccimcioiws. A^f. /.i y no sc .. . . . 

y I, sis Ml lillCilti ohilciiah. 


film 4 


PLANO’S ___ 

Antique una linencn wp«l« vr dcicnninafir «n pmtfn y una 

.!.... .< .. rf '\ 1 &££» 

IwHM M. <»< I*.. «• “!»*»« *«"""“ ,,n . ,! „ r WML Vi 

un «««»“I pl*"" I** VKI<W , k . p,„ lt) ,u, (V I'.. > l< 

tl V. .-I .in .... «l l ,lu ™.- y ««"/" > f “*”■", . , . mil a « 

i . _,i.*u ui r . . . nil rr I VCA-'C WfWra oi t I 'll 1 '- 


















9 


»tl 


,7m \ - * - V * * 
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CAPkfUiLO II VfCTO«5> LA GTOHtTfll* OH BWOO 


ufuit-ormL a lock* vector en d piano tLuIn b.n particular. it e* nrm-on^l u r r ^ j( 
mnm. w neme 


0] 

que ve puedi; Kt-Ncribir camn 

E 



[ j eemk lull 5 it K„i Miaeidn reeiben cl nnmhrc de ccuyemn vcclciriui «ii-l plumt 
F 3 lu ;j nbflcncr in i.« emotion eseajji tie I pbrnt, sc escribe n ■: u. b m * • r 
r.. ■ ii h . «..., :,..1 Enlanccs hi tiCUAciurt vcckuUit iSi se ininsfnrmj en 


n bien, 


(a.kc) ■ Cv vii. v vtu : “nv o 


E 


iH.t “ *’«) + ” Vh! + d; - Vt “ 0 

■_____ 


L j ecuat iLin ? t-\ Ij ecuadon escalar del piano {jui- pa*a par P ■ > ion mluf 

imrhiLtl n - {*?. fcr). 



n&jfli 7 


IJIMPlO 4 Kneuentre urm eauLinn del plum* t_| Lie pusii jjh ir el pur to i J 4. I ■ o r 
veeiar normal n (2 r X 4 ! «. Determine I.is imcrvccdones can lo*. ^ \ ltn*qii£K d 
piano. 

10 L LiCaQ h Sp m: escribe u = 2. £ =* .1, r ^ 4 n ■u m 2 r \n = A y in = -I en lu c-tiuinlon 7 r 
sc ve qne mini ecuucidn dd piano ev 

2U- 2) + 31 > 4) + 41; + It =0 

o biem 2m +■ Jy + 4: =■ 13 

Pjjj hj|be tU iruerveedon eon el cfe * sc ounbleec que i = i — lien -f 

iibcicnc ^ 6. De rnanem similar, h irLEer*Liccirin eon el eje ^ es 4 y Ij imerwenin o>ri 

d eje ; e> 3. I>tu pemikle boAquebr In pore kin lM piano que yjee en el primer ■ s-in!^ 
(veuse liguni 7 1 


Al u'Lkmi los lermiuos en lu eeuLieum 7 lpiiih h;i/o en el eiempln ■!, ’-l 1 putd* \i l‘ h 
eribir Ij evum ion de un plnim eonso 


® *« + by 4- r* + d = 0 


i h in. k J kn ► hy u *- * ;„ 3 Ln VvIJJuihi K ^ llJkiTii ceundon lineiil en « v > . ' lj 

UivrfSii, w jmede ileipioslmr <|Hl- m /j ^ , no sulk it, ehlOIKCS hi e>.bk^idlk ImeJl i Sl IL T ctf ' 
seni.i un pljiiin li in vet- cor norma ! 1 ■#. i-. ■ ■ i Vense el ejereicio 7 i i 

M* Mfi t'J 1 I in. neiiiic itrwi ceLwidCin del piano qne pciMi (Ukr h% punk is Pi 1 . 3 h 21* (/h^ 
y Ph . 2, m 

■ l I II> Vft lores Ik t fo qur L nrrevpnniUM r /'(J y PA" ^ori 

■ -( 2 . 4 . 4 > b - ( 4 . L 2 ) 














*. : X - 
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C,flN 115 Kij *c<onk de LiwMr h*noj [j|p Ttt 

, H » lapnto & p4w Puc s(lt que u t 

P«d,^ ci . x i— 


= Hi + 20] + Uk 



i 



1 J k 

n y x 4 ■ 

2 -4 4 


4 ’ 1 -2 


ms,;. (>• 


ficdi* * 



hguii t 


,,J “Vi TOn iwitran iq$ pLtnu 
«rierucc^ f 





>*nu 


Con et pun in #■( 1 ,3.2) y e | w «ior 


h> bicn. 


nor ™ 1 n - ,l|1a ocuatirtn del plmtu e& 
l2U J) 4 Mr -31 + I4(z -2)^0 

G.t + I Oy + 7r = flrj 


FJWPW I• Bwmm cl pumocn cl cn..to «.* 

, - 4/. ’ - 5 + ; corta .A piano 4r + fly 2: - in 

« «"Sr* - *■ >■ >•=* •»—- - 

412 + }ft + flf~4/f - 2<5 4 |J = is 

F„stn *r umptilicn a - Iff/ ^ 2IL asi quc / = -2. Por In tanlo, cl puntodc inicntttcinn 
ocurrc cunmlocl uulur del paniiliCtro cs t = -1 Hnttuccs t = 2 + l(—2i 4 

y = — 4r — 21 S. : 5 2 = .1 y pur consigntcnlc cl nunto dc ullcrseccmn cn 

(-4, S,3K 

P^ in[W piindelos mis vcdorts nomtales son pnralclus-. Pur cjempln ins planus 
i + -V }z = 4 v 2.i + 4y fa } son |^iralel(?s porquc mis vcilom nnniiuk-\ miii 
ni e ( 1.1 -.1) y ii <2 r 4 r fO y n : 2iii, Si ilos pluntm no vhh puralekiv cniim- 
ccs it coitan cn tnu linen nvij \ el aii^uln emre bs tlos pianos %c define o nrm d annuli' jjju- 
doentre mps vceiore?. nnnnales ivcase el angulo Weti In tigum Qf 

Cl EJEHPL9 1 

fat* Encucntre cl anguki entre U>s plains t + r+ :- 1 y i 2 v * 1 : I 

ihi Ohtenga bs cctiacioneit Miiuffncas para la liiwa tic Mtert«cit>Fi l. do cmih J.>> 

pianos. 

iDLlfClON 

inf Lw vcciofes mmllilcs de esltts pbnt>s miii 

n, - <L I. !) ni= <1.“2.a> 

y. pn-r lotuDlOi m Wes cl jingiiU* enfre los pbnOA. cl ctirolarn' l2,.VfnU 


n >jh 

i ii". ft " i —tT^ 


KlI 4 H -21 + I* 11 


| n, 11 flj | VI + 1 4 I v' 1 * 4 1 '4* 

-“•■■(vkr 72 * 

ixk^k hlillaf d ptml 1 ’ 

fhi PtimeM> Mfi iwtcMi-i Mliir hi* l» ^rlU, ^ t>,c " Vf1 ^ tllfckTO A ,k iiinb^ pJjih^ 

• I'tnrJr b !*«** flOfl* ii p*"^* ,v « « cmuWcct - - cn ** , ^ ft |\-r ki 

f Mod...I- + V 'y 1 ^ 

iiiiiti', cl puriii. d IK f M y fl * v ^ 



















* * 


m ^ * 
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CAPtTULO 1 1 VECTQAfE t L* CEOWIHUA OIL £SMGO 



Aktrj ^ dbserra quc. pu**m qiw L yocc crt mrim pianos, e* peipemlicolii j i,. H ilja 
venture 1 * i>unnulffs. AM, un vector i pacakla i* /, esli dado por cl producra an/ 

* fan himki h- amnirti kt unftidtitWfiKDdn 
@6 Jisafvn! fjii iK«iiKiuiirt% si? tiK piimiv. pilM 
bos dp Ui tuehiNNl* <tti Wrtnittns bn in twtw«, 
qut pnwde wtr lormtili rami ul fKKimorro 


i j k 
t i i 

i -i 3 


51 - 2j 1 h 


v. p<»r ]< i raitii-. la* enijuimp <>iindliH> ,Il' / m.' pvedea cscnhir uiniu 

* “ I v ; 

■ *c —^ <m -— 

5 -2 -3 



hdfA I " l i l">e fc h s|Lii' uiYA ccuaeiiin linciil cn U . ;> rtpre^critfl an ptatHi \ Jm jibiktv n , .. 

r.iL‘k'% m: aLirliin an HIM lineiL SC dcdmc qill L dtt> cuMs'itmc'i IhilmL-s fiucila* n-prt . :ii ,ir 
1111 L *;i I .oh piintns \.u y\ zlqiu: sntrsl'likCik a tin ■ ^'-v + n: + Ji li > i ■ Jfi , - , 

■ if (U’Miiik cn limbos plum it y, por In Hi Mi*, el par lIc clilil m mil IiiiimIcs i■ i■ i«. ■■i i_ l m 
litiL'ii ilc bkTscmsVii de Lns pl-mm Jm rut vm pikt-.ilL’Insi. l 3 nk cjjcnipln -.'it l-I . icmpln ' h h rr - 
^ ^dio^inui la de intcrscccinrk *■ y + i =- I > < .'■ j 4 ! i_- 

eciauuuies Muit'incas, que se cncftiiitminn p.ii.i i mt f^hJe i.jri cvcntur min.t 

j ■*- i 1 v _x_ - 


que ts ik micvo un par tic ccuocioiK* ItntMes In hen a /. como h Jin«.M de mkkM,-..i.n 
de Ins pbims b 1 S/5 = y/( - 2) y v /i 21 1 z/i 3J. 1 V&i&c fig uni 131 

E j ji ^eneml, cumidn sc escrihcn his camkioncs tie urni linca en hi I ami,a dmetru.; 


■ ■ ■: M I.Qur-i 11 ., rhiitftir# Ci^iD Is linM £ <fel 
«l*f^n 'r ^«dfi oonudwiit (iKnbitn como la 
J)BM > irtteifltcidfi * Im plane* ilpikjcHilE be 
&d AOtfeCkM I^AtnCM 


■*• - _v_Vn _ _ - Aa 

il h f 

puede cotttidow a la linen coeio la Itnca de inferNOCCidn dc l ^ d.^ pbna 


r — c* 


a 



y 



r 


r, 



EJCMPLO & hncuelitre una lormulLi parn b distaiK ta de tm puma /"In. ■ . : i ,d 
«x + hy + it + ti Ol 

ItOJULIOn Sc3i \\u z,,t cujkpiier pimlO Cfi cl plum?dado y scii h cl Vector ifCfllspOwBM 

+ 

u linltinces 

Il =<1l l u V, V,> Zi - z,i 

[Jc l.i figtmi 12 ve puak vet que Li itiMtmcm dc P j] pbno ^u.d *\ vdlai 
Ahsnhilo ik In pmyecLkun menlar ilc h cl ^vetar kunnk:i1 n .j, K i • i V sr-i^c 
hi Motion 12.3. > A si. 

I *. I «n 1 i» I 

/> = |<winp ft li | 

IrJlA, 1„J 1 J?(l| k'.il 1 c-LJh “■■ I | 

» -I III III! '■■■III !!■■ --- 

+ h } 7 , 

iiiii 4 /|V| 1 r I S I li I., + /n . + * : r 


n«ia« ii 






























http://libreria-universitaria.blogspot.com 

SECCI6N 11.3 eCUACfOMESDE Lll^EASY PLANCS ||| Jd] 


l 11 ^' /*■ >i*/c ch cl pbnu 

*° *c tjcue ox., + Mm + 

CQCIM) 


. mis coordcuadas viitisfaoen la ccujimn del p| lLF i<. ■, p, 
i - m + J 0. Am', la formula para /> sc puedt cscrjhif 


tr 


* 


,, I nr, ♦ ft Vi t ->■ j ; 
v^r + b- + " 


EJEMPLO 9 I [KiL'iiin 1 In tlislLhiicini fl|llre \m pianos piiralelns IQ* + 2\ ^ ^ 

3.1 + y - - = f ( 7 

S 0 LU(i 6 n Prime ft) sc imin que toi planus son parable* (torque sus vectore* nurnwlcs 
< JO, 2, -2) y <5, I, “ l> son puruldos. Para ha liar la distancia D entre I os pianos, %e 
dice eualquicr pumn sabre tin pbno y sc calctib su distance ;jI oim piano Km parfiiu- 
lar, si se scribe y * = 0 m b cetiacmn del primer plann. sc nbtienc IOt = 5 >. por In 

liiiitci, ( 2 - 0. 01 <?s un pLiiiin eti CMC piano Pnc ta formula la dbtancia entrc I , 0 , 4 || j e| 
piano 5 .t + I = (i c\ 


1+ m - i(oi -11 j/3 

v5' + l : + I - I} : ‘ _V3 = ft 


Am que la di stand a cm re Ins planus es vV 6 . 


? ji MfLO 10 EncJ cjjcmpln .1 se mosiro que las linens 


L\\ x = I + f y = -2 + 3r 
L z ; x — 2.t y “ 3 + .i 


- = 4 - j 
I = -3 + 4< 


son ohlicuas. Encucmrc b dislant in cnirv dla* 

■■ Pliestn qui’ las dns I me as /.| y 1 ,* sun nMiCUas, sc puede considcnu que yucca 
cn dns pianos piiralelns f l \ V La diMaikia eolrc L y L 2 cs la mtMiia que 3.i diMancm 
entre Ft v P., que sc puede tabular comet cn el ejetnplo 9. Et vector normal cumuli para 
ambus plaints debe scr oilogoiuJ av, (1.3, - I) I lu dBneodda dc L,\ \ s (2,1.4' 
ib direednn dc L-.l. Asi que uti vector nurmai cs 


n 3 V| X v. 


1 j k 

13-1 

2 I 4 


13i - 6j - 5k 


Si se escribe j = 0 cn las ccunritnicx tic / ■. sc ohiicnc eJ ptiiiio (0. 3, 3) sobre Lj y. por 

It. tsmUi. ana ectiactrtn parn V l s 


lift — f>) - filr l) 31 s + 3| 0 obicn I3.i b> 5r ^ 3 0 

Si ahura « rtbMeu t m flrn Ins ccnnchntf s para L, sc mlKienc el puitlo l K 2,4) 
oKtc P Asi, la disinm in enite l , y / o la misnia que la iliMiincin 4* IK -■ 4i a 
I ti t*\ 1- *- 1 — 0 I'm la iMitiiiiila <), csta thHUincui es 





















c<{' -\ Yt 

y, 7 a \ ' - *' / * 1 * * 4 ' vk * w 
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i03 CAFlTUlQ II viCIOftEi Y LA (jfOHI T*|A DlL E3MCIO 


12,S EjERCJCPOS 


]- I VifininiL 1 -.i cmtrt enuiKHkihi ev ^nliidehMt IiiImi 

■a* I Kis \itiaw piumbbii a mhifc tawm lawn wm pamkelii^ 
ih» IX*. Uwm jvi'ivmlk'iiLuet u ikiu leuera Imca urtk fiaraJdav 
i-> Ik* pUnc^ paralekv. nun Icrcer pliirm pirikln* 

• ji Ik-* f>b^ ^pfTtJKuiMF- j bo mar plow* -ha paraJfP**' 

if I Lk*. lincM* fVkukM 3 wn plfUtn- son pjjjJcb* 

ifi livr^ piri^nJiiuLm^ j un pljM» vuti fmwkbv 

l£» fX^ ivir.kk-Ii^ i urui linen Hdi panikL* 

ifcn l>« pliikn petpeiKttailiire; o una 3faea **m pjirdck*. 

in- 3 jiI^mi -K nt curion ip* an parakhs 

1 s P IXn Imai* he tortiin <* mui panitdnn. 

)Li I it phinri ^ uim lined senium ** mio fwjjlelr*. 

2-S EmueiKK uim ecuactfui veetoriiJ > ecvadnnr* purum^tnim 
pm U Line* 

1 l-J hnej que fxiu pew fl punta 16. -5. ^ v que c» pjrakla jI 

»evH* ( l. J. -*) 

3l La 1 1 fie* que pa*a p fc r cl punio 12* 2 4. y e§ p.mkldih al 

tfcUff 31 4 2 j - k 

4, Lu rct'lo que |w*a |*ur fil puftlo TO* 14. L fa I y pLinilclj u b Ifrtea 

i - - I + 3/, >■ - S - 3l, i - 3 4 9f 

5. I -k kiUM que p;ma piv d punlt* 4 I. IP, fip v cs* perimulk .ulikr al 
pLaflu i 4 ly + 7 — 5 


U. EiVurllLlV Lin miurinnc* fWLmmdrn;uh lie Li Himm ,| Uc ^ 
jmf 12. J. Ci] que EX perpendicular ol ptuni I i «, - ;. _ ^ 
i lip J n qu^ purllox eda lfri£ai.xMta a liK pi .LIIlk i.i »’ifc 1 j, n 

17. OhchjfJ iiik.i cctMKftfl voclumaJ jwj el .M^inmin ik r^u iJr 
12 . "I.4|#(4,6, II. 

1*, l-.iiL-iKPaEe Ij> ecuadonei iwmftifcit del de n.-,- t 

de (10. 3. IJ o r5, 6. -3) 

1 ^- 2 ? [Jetermirte 'I liiita^ L, y L. mmi paralebv «iNi.yj^, ■.*■ 

COllJhn V Lilian, tlclcrniine el puntO Je OlEct^cs. ■mu 


(Hii Li: i - v - I + 9r r - 3/ 

r — I + 2,4. y “ 4 — i - i 
JO. Lp- i I + 2l. v « 3i. r * 2 - i 


Lj: n - “ 1 + j. i - 4 + j t r - I 4 .H 



T i - 2 v - ft j + 2 

Lj:_ i = 


% x F.o^LicTiirE la-*i ccuaciflvic* pannoetikii v I is cnu jt n«ne- same- 

eneju fwn U lloea 

k Ij liftf j pnt el onpco % el punto I L 2. .11 

7. Lj lincui pnr Itn punlin | K 3, 2| y f —-4, J.fll 

1* \ j Ifncii pnf Inx punu^ rfi. 3. - 3) y (2, 4. 5r 

9 r I .i linea p*rr ln^ purMCki ff). . 1J y 12, E. 

I0r I .a Slnej j>«f 0 l.fih perpendicular N I + J y I - k 

It. 1 j Umsm p 1 ^ 1 1 l.iiy par atria a Li Luca 

i 4*2* Jr-r - I 

1L S j tiflfj dr inter xn-c^m tie kw pkmw i t| + :* I y 
f * ; - H 


II, Jp La IftHft9tf pw ^4. -6, I p y i - 2d>. 1|« parnIH.i i l.i 

line ■ :|'ir pii-* par i in. EX 41 y IX L I4 j 1 

II. | , m, , ,... ;. ; .. i '■ M, I. IJ y < 2 . 5. VP ^ |jcrppinlifijlin j 

t* Ifiwa ipiiir \i -\in p*i * f V, 7, r il y 1 *> I. I? J 

fi - P - p,irr - ■ uai iwi -imrlrrL^^ para In in Ilk qi>i |^«l 4 J 

pr* cl rwn^i 1 1 X **} J «i pwakl* *1 vtt Iim {1,2. *P 

ihi f jKwtvlie Um ptwtw rfl M Ljwc li linro M4 »fthIo en rl in 
aw up infl-P ■ Na pljrtfrt tirfdcnalifl 


31-Ji LOiiHTHri’ uiij ELUJ^n'-n Je3 piarm 

23. El pi Jinn qtie p.i^.k p»nr el punlo lft r L d \ e-% per^vivd euIjj - 

( -2. I. 5) 

24. hi fdaikit p^n d piml-n Id. El. -3P y cnin h e L ti t imniidl 

j 4 2k 

25. El pLiilLk p^n d punuk (I, - I. 11 v cun %eeun nmiu.kl 

i vj k 

74. El plain* d puffl** i 2.8, I0|} papemlieuliu * la Tine-i 
I - 3 ■* L ■» uf. ; ■ 4 3 1 

7J, El pl.irh .1 paki <1 nTspefi > fW 4 >kl«> a3 pljjhi 2* - ‘ x 

24, El pliiiHipif el piinlit I |. ft, -5p y |wdet* -il pl.in. ■ 

4 + v * i + 1 0 

2^, El |diikm |nir el piiuu* H, 2, ii \ pumkii ■*I pLitNi- 

lx U 12 

M. El pluiMt'|llv i 1*11111'lit' 1,1 IIlll'ii * lid. l J. S ' ' 
pfll jlelk* 111 plullkl* 2 k 1 .lh -* K; |7 

31 . I I pIlklHi l|LH |M'-> [N i| iLkfi IHttlllU 111 . F. IP, I I. IP, IP > 1 I 1 

W. II plikrtfi 11 |n Jijn.i i-sn el tkfifefi * k* |*BH^ 12 1 f,i 

y#!l. I. 4 
























* ^ :-w 


\- i 
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i* HI ffc*' ^ F" P" ■“ ^ IK. 14* y 

t- l. ■ 1 -M 

n pljiNi gut |* avil l H,r *1 numn ILJ.Jiy comicth 4l u i ijlr ., 

L . 1 ft v - I + '*r - 2 i 

^ HI i t l uc P»* I™ pl 1™'“ ^ 0, -2 j y cumiene a U j, n * -,, 

, - 4 - Jj r y ■ ,1 * 5ftr * 7 * 4i 

* t J plJ** 11 •!« T*" ** Pu*"' 1 11, - 1.1) y Liimicw j lq lmc a 

- J- 

fl, M pl«t” F 4 ** P 1 * el I™ 1 * 1 " f“T, & IJ y ttmtiettc a \u |(aca 
,lf uMcrsCCckSn Jc plnruis a + \ - z — 2 y 
2i - y + Jr “ I 

H. j-] i|ue pssa f*or J,i lnn-.i ilc inicrsectiiln tit In* ploinih 
i :-!*?+ w ptTfvnd icularplum 

i * y - 2z « I 


3^41 I jr enSendu cn el on^en p.u.i ayudar a ira/tu el plum. 

31, It ♦ 5» + : = *0 ». \x + y + 2r . ft 

II, m Jv + 4r = ft 43. (nr + 5v - 3; ** I? 


ij-ii Fj^ul-chw el punloen el gne Ij line* coda .il piano J.wJc 
U t - > - r, y ** 2 + ft = - St; t * v + 2z — « 

«, - I + 2t. y = At. : - 2 - V; x +3ty - i + I - 0 

tt, x - * - I - 2x: 4 1 - y + Jr — 8 

U. fK.riJtf Ij Imea quc pas.i jn»r ll.0.1 1 y 14. - 2. 2 i coda ill 
pbum t ■*■ y ■+ - ■*. fi7 

A Euouc |« itumeriM tie dtreu Hm para la linea tit iiuomMs 
4e k» pluhts x + jr + - - |yi+;"8. 

* k^ufflifr el crocnn y el .mpnlti enlrc lr* plants 
i * i + : <» |J j j + 2y + 3; c I ■ 

|L il l*cierminc si Ins plant is son p.ioltkis. pcipelldiailliic' u 

Si id ud panieJih m perpend wultues ewuenti'c cl anjftilD 

*' f * 6y - Jr « J. - Jr + fr* + 7: = 0 
^ 2; * 4* - 3 j( - 12 y + ftr - I 

M ' * * r + j • |* m - v + * - r 
^ lv 1 4: * 5, jr t ftv )• 4; ' ^ 

*> - 4* - 2:. % - I + It 4 4: 

* * * if + it - i. r 4 2f - i 

^ ^ n«* ^ ilr ,n<ri 

' r ‘ ^ ^ pljtifr y dipilnrmiiiv fll aniiH^'Crtr* ^ ' 

|| 

' T * r * t - t , j + ly t la ■ I 
^ >T * t — | T In *■ * Jr - 1 


SCCCl^H IM ecU*CION« Of UNIAST klAHOi |.;| , ol 

Sr-M Rncucnbv las ocuflcicqwi 'mktru .s tk b ||nca dc interact:- 
£nin ill- Ins plains 

57. Us 2 y - 2: - L. 4a * y + .- 6 

5^ ! -' <■ J. r- 4i + }\ J! 

58. J.lKWfllt.. I t -J^ilJD [W4 11 p|JlhM.||JC LH«MJ ifc Jo. pym,^ 

gut »m A|u..Udidim JeJ.^ puai^ ll o, jj j fh 

M UiHflipjk I Ilia caut ujii para cl plumi gut ctmscn 4e Ins puni L « que 
mhi tt | u H11 slJLlItts tic Em pur . . 1 15, JJ » [-ft, y \, 

*1, Uulle linn a gtHrinn del pljiui Lon luteiu^itjiiddcl «Jc ■ L - m 

ts-rsts t it hi h tld eje > f inctnccdi m , L t C f _- 

62. tai Eoncnini el puu ta cl gut vt i>ifi 4 ii Ukm JjJus 

r = (1.1,0) + i(1. -|,2> 

>' r-<2.0,3) 4 1,1,0) 

ib: I nuivwtk- iin; 41 l'i.i; n‘i mi i ifi l pl-miigui- cjinlcnjlj c-1i- 
rectus 

*3. EjICUCfllrt liis teidciuiws ponnkirisM. Jc b Jinea gut pav.i pm 

el |^i nit i ill, I. 21 guc CS p.rr.tk’lti jI planet I I - ; 2 s per 

ptndiLul.Lr j u tinea t *>■ I * r t y I t.;» 2i. 

66. |-n%. iiviiut tat fmmacs pniamtlntas pan Id lined gne piM 
ptu tl puiiiti Hi. I, 2i guces perpendicular a la lincj < I + p. 
v - 1 - I,; - 3fymHiNKM,i lim 

65. „Cullb Je Itw uiguicnles cnuim plain »s v»n pyualclos? 
j Alfunns tie cllivs soa idcnlicns " 

(\ 4\ - 2\ + ft; - J F;. 41 - 2y - 2 r = ft 

Pi -ft . + 3> - 9r = 5 r - 2, - % - 3 

6ft. iCwilts lL’ las Sfj;uicmcs Cttatro Itttfas M»n paratelJs 1; Alpltnjv 
Jl c I lu* sun idL'itrKa.*'!. 1 

L t : x - 3 + /, v - r, : - 2 Sr 

I,;: X + I = v - 2 ™ I ‘ 

L>: js - I + f, y « 4 4 f* ; - t - t 

( ri r <2. |, -J> * 1(12, IEt| 

ft^-ftS t V la ItMiiinlu tld CjCft K po 41 cn la 12 4 |ws tL.ill.u 

|,l iJl SEalllL'! >L l.lrl l, l |1feIllN h ik 1-1 I knULI JiliKjl 

ft?. {4. I, 21: i - 1 + I. V “ 3 ll. i- 4 - Jr 

63. 10, I. J)i i 2r, v - ft 2<. •* 3+1 


I lu ienlrc fa tlHancu Jd pi mu* al pbm* d**o. 

69. it. 1. it. Jt + 2v + ft: J 

70. I ft, J, 'i. t 2* Jr H 

71-73 ... tfiilnf run (Sldinu pttlP* 

71. :» ,lv * 4 r 4 k cs t 1 1 





























* # 




Of! • Vjp 

_SI \». , /t.' A* •i*'*’* * * 
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CAP1TULO (1 VICTOflESr LA CGOMETRPA DEL E5PACIO 


72. (k -4\ ii, + 


73. Mucstiequc hi disiiiiteia cntre l»s pUnuH. pumlcf-us 
ax + ft v + it + #/, 0 y ax + by + cr + 7.- 0 os 


/> 


j Jt “ jf/j | 

v^TP+T^ 


7-L liiicucnvc Jib. cxuaiiuiK-s ds k* piano* quc .son pwtrafclos ml 
pJanti .i i 2y - Iz 1 y csdn it -dm umdadcs dc £h 

75. MucsEit t|Ltc las tineas con ecuuciones simftricas l ■■ zy 
\ - l y/2 : * son oblicuas. y enetiemre 3 j distjneia 

cm re chIiis 3 mens. 


76c Enciitifttre la dkrancia ciltre Ids Imcas-nhhcuas mm . 
piinmillnc^ .t = J 4- r. v ! + fv, z = 2r, vjr - | ^ ^ 
v “ 5 +• I&K r - -2 + <4*. 


77, Si tf. ft y r no son 0. muestrc quc Ij umariAn 

y* + 6 r v +■ cr + tf ■ (3 represent un plann y (a. ^ ( , ^ ^ 
Vgclnr normal at piano, 

SuRi'n'ncia: hupon^a que .r '■ 0 y fCc :-:.ti ha 3a ccuo^i^-,... (j 
forma 



+ ftfv - [}) + t - (z - t\y i) 


78. t>0 li n ;l lIo> 33 jrcomeEncj dc cutd l-uiiiliide 
fal jc + v + : » c 
ibl jr + v + r; = I 
4 l) vCittfl + rscn ft I 


HROrECTO DE 
LA 8 Oft ATOM Q 



TfcED DIMENSIONED EN REFt$PECTlVA 


I -Os prngramgdnrcs dc grdlie.is por compLHador:i cnfrenLan el nmmo problem y quc I- - li ■ ■,.... 
pimorcs del pasadn; cfimo rcpwscnlflr una c«cna irLdimcnsUsnal c«mo una im^cn plum un 
un plimo bidi meridional luna pantaila o un licnzu). Para ercar l;t iloxkin tic pcrspmi «.mi ..,, . 

los objetos iii.is coTcanoi so vou ^lld^ gratides que hix quo c^tan lejo^. los-olijo^s uaJm l ! ■ =.: t . 
Kin Nl menu .m i;t dc Ij tomptiudora snm proyecudtJS subrc mid I 'lLrnallj rccLun^ular lI■_■ -■.:_■ u l yn- \ 
lIl’ v i k ion iloride se locAlizj cl dj<i, ocjnurd. \i\ vuitEincn dc vision, lit pore ion del l 
A er:j ^ ixikle, c\ la region eoni.enkto pnr k>^ oujiro i>ljnos t[ue pastm pur c3 pumo dc vj-ii'^n. > t.r..: 
jri^ta dc la pan-talla. Si el objeto cn 3a escena sc extionde allti sk- cs3ci> cuuiro plan <■ 
iruncar antes dc envinr u la panialia \oi dates dc pi sole?.. I 3 i>r k> iitnio r escos pianos ?e SFrnn^n ^iinr» 
eft 1 InriHiitrtii'rtttH. 


1. SupoEi;zj tpie Id pjiualla sc rfipresema mediante un rtactattgukn en e! piano i: cor crtkc-. 
(0, ± 4[MS. £>3 Y l'0, 14fHl fi<K3i. y Id cdindni se tcdiiej cn 1 1 fKiTl. 0. 0>. Unj IfftCd t i !i j 
lid pJsu pn<r Jo', punlos I 2^0, - 2^5. I f>2 1 y iMfiO. 105. 264 ■ ;fm quc! : punkK dc he -- r 
udJ f. piir pianos dc tninc^miem<sV 

Si cl scgincnto dc Imea recorlada sc pmycrtii sobre la pantalla. iLkniiriquc et sccnucntn :. 
resDlu me. 

3^ L'sc ecuaeioncs panimiHricas para trazar lai aristas dc la panlatla. cl ^tgrncnto Jc Imejre- 
eortada y proyeccidn Id panidOa. E>cspuc ; s sumc la^ linens dc visii'in que unen^l 
pumo dc vision con -cadd estrtnib de se|mcntns. recortados para compnitwr qi ? ^ 
pnoyocci6n cs Cinreeld. 

4. Un jvU&^Mlaeon vMiue»(62l, - 147. 2061. 1563. 31. 2421.(657. - lll.HMy <:W. h ‘- 
seourcca j laeseeim. La linen L eoUd a cMe mcULn^uln. Tara haccr que el ite i-mcul. 1 
ta upaco. li n pncignimiKlor puerle iisji la rlinriruii-itm ih r hrmiS ftCttlms q»re rCiinic^c 
de nbjeiofi que CYEdn tlclras Lie olros dbjelos. ldCii[ilk|0C li« poroidfl de i. sc ilJv c -v- 


12 6 

rn iNnRns y ^iJPFftFinF^ njAnRATtrAS 




Yn si* li mm eons klemdo tins lipus fqjeciLiles de suiMrllcie^ pIlifilt-s ten In ^'s Ll1in ^ ^ 

cxIlt;^ fc fi lu scccitVn 12.1 1. Aijdf se iovestigmi outi^diix lipox de xi.ipH-i nmex. Lilindn'- > 
periu: i cn n Liadrfii Km . 

A Fin de bu-stpiejoi hi gniFica de ippu Mq^iliuie, cs mil deterridoui lax tun'Jfcs ^ 
e k'm do la MifVilk ie um pianos parnMos a Ins pin in ix ci unde 11 ados. listibS CUl s.l x “ L 
Ira/ as io seccii mes tiaimvei mi lex i de In super Fide 


















V 


1 


* 


v m 







V 



MCUli 1 

L» Mifertiut: - r es in 

. ifilkJp 1 ptiraWlw i 
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9FCCIOM 11.4 ClLINDRO? t iUPEHFrCiiS CUAOP Al> AS , 


V Cs 


wt 


CIUndrgS 


1 ? f 1 lilM * rocs ( " w Lb JiQOb (Ebnwta mmrrjirir^ 

r^idiav 3 la fine* tUb , ,j I m: p,,^ | Wl# uttH . cunj pi^ 


(t|iK wm pj 


Q EjEMPLQ I Dui^jiJc| l~ la friain 4 lJc b snpcritcie r = x : , 

4 ’r tiMaC,rtn ** 1 ' “ **’ w *** <l« *W wm v. lino *i;mn 

<|Ue Uialqulct pi.vertical ftin ftuucidii i * t paokk- jjJ pUno K( tllj1il ,, Eu 

p 1 " "' M uW "™ LLm 11,11 ,,>r> ’ As ‘ *l wc «*«* vcnitales m m twiiholus | „ | u 

igwu sc moeitra ctimo »(bran b grifl« a] tnmar J* piriMii : • **en d plami ,rr 
\ iixivcrlM c» in dm-ivii>» del eje y, I j* (rrtfiva t ?s urtEt superflde, IJunuitja rllliidr.. pu . 

, ° hl,> lu,t ' lhl ,t0 un Nn»*0 blltaihi <k ftjpiib dtsplxrud;^ ,| L - b jriasrna |unhib Vim 

lit'* £cncntl rices Lit* I ulimiro snn paialtl.is ,if cjt l 


Sc ttbswva quir la ^ihahk y Ma en la ftimion dd tilirhJru L |d ejempb r Gatos s- 
rucicrisiieo dt- imn Mipertk-ic cuvu* generatrices «*. n parole j uiumJc In* rK , t 

Si un;i de las variables i. v <• ; lulu cii 1.1 cauLnin J*- mm MLperrik.se. ennwct* b tupcrfkk 
ca un cilindriii. 




EjEMPLO l li.ltriii i I i-l| 1 i-c y huM|uc|c las superficies 

in\ x 1 + y 1 = | (in y‘ + z‘ = I 


WLUtriN 

I a 1 I*li<?Ml> que : lalla en 1;w KVKtOfli^ r ? + > ,J ' = I. ; = k rcprescnly un uiiu lit Jc u- 
dio t en cl piano : k, l:i iupcriiLit 1 : + r l cji un cillnilrn circular cuyo tjc c% cl 
ejeivease Tiguru 2), Aqui l;ss dirccirices sun lintas vcnicults. 

4 h 1 Lit csle cas» Talla v y hi sU|H:rllclc ts un ciliiulro circular cuyn eje cs el c|t .i im-.i 
ligura 3K Sc uhiitnc nl ion tar cl drculo y‘ + r* = 1, x ^ 0 cn el pluuu.v; y moverb pa- 
ralclo til l l jc t. 



m 


Kin sc 11-uiii clmi wiporiicKSk es impoitnnlc avoinver que unit .. earn* 

cm: 1 n;t uncllindm y 110 mindmiiifepeiicia. I ji in^ 11 ctlindni t ' 

, ' a ' _ a ,. _ fh 

I .inf.ir.iHilil* j ■> '.Ik ■■ I ' I I 'l ~ V~ — i. - 


■101/> I CUtttKlu 
,t : + r = I R-prV' 
cn el pi . . cs todreunfortMin wn muiduiics r + r 


suPtRF'Cies c u a D ft At 1 C a s 


v „ ..p.rtri, .mNlrtth. a l> *t 4 fc» A* on;. ««cM> * MP-*. «* 

h|c^ 1 . v y -. I n ft/uia; ni« ni«'> P^ntrtl cv 

+ l v- + Fx; + Gx + W? + + / * 0 


A v 


* Ut + < ■ + t> 11 




u •— ■*• 


-1% 





/ 

/ . 



























•0* |||| CAFlTULO II VECTORS V LA GIOMfirpUA Ml fiSPAClO 


dunk- 1, H< C. ,.j Min toWrtunlci pcro pup it.ivbtuin y ivttCtfa ^ pgede Ik** ( uf 

ik l-Ls Jii'h lufm.h 

4 c H* + f : * / = Cl o Hien Ax’ + B) +■ fr = 0 
J as mj|h-i Hzws ctiLitlr4[ic,i-' «mi las MtimrapiirStis en lies dinwiriioncs ik km sccciuiics 1 : M | I 

ttis l-ii d |M liiii ■ tVia*c hi Mrcdrin 1(1.5 part tin repaui ik las sect: trews cofiicas ■ 


tjfcMFLo | Use trj/a't p.ir,i hi^ucjar la supertkic oudnitica cun <xu*can 



SOI mLiKih A! siistiiuir: t), ms cncuenini quc In iia/u d plant* .i v us i ■ y , (| 

sl- rccimivc L-nhin Lina llluckhi dc Lira elipL l : n general la, ica/a lu'ri/untal cn d pi^ 
r = 4. c* 



^ + f" l ’T r = * 

que cs unmilipsc, ssempre «p$ X" < 4 h ikeir* -2 < fr < 2. 
I> niimcm similar* J as tra/iut vertical's son Eamhiin clips? > 


V + t 1 * 3 * mk 


•2 p 

X 1 + - I->' * X 

4 9 


tsi j £ H 


(si-3 k Vi 


MW I* I 

I j flipuPFite r + J- + j I 


lln tii iifura J m: ilysiru anm> oni dibujar im/a> sc mdka ki luma Jl- L ■ .[v. r. a 

S? llama dipsnide porque idcbn mis ira/as ^»n dipsos Observe qw c-' ^mk-tiWa^ r,-^. 
to j LJiSa plane cooidenadik esta es una reflexion eld hecho deque >u lvujcuhi lien- qw ter 
srilo eon poLeneias pares de y y 


EJEHPLO 4 Use ira/a.s para btwqucjur In superficic : 4t : + v 

WUKtfw Si se escribe Jr - 0. sc uhiicnc r = v\ ik vtkmSci que el piano a la ^F r 

fide L-n ona parabola Si ■< cun be t - k tuna cirataiote kse obnene - \ - 4% - ! '■ 

M^rulku que M « coda a L jsrark^Cd wxioncs enn cuatqutcr pU"" P- 1T - fci ^ n jl f i:: ' 
sc nbticne uiili paribola que ahre liauia aniha, Hl- nuncra similar, m 4 ki tra---'' 

- ■! l ' i k \ i j lll 1 C:h ik nUevn una parabokt i|iic ahru hacia arnha Si c;<iibc - J H ' 

obiicivn las iru/si-v hori/mualcw 4r + v (, qiir recctfiocen loiiio 1111 a 1'aiiiilia lI >- 
dipsch. \\ vtmwcrliLS h>mias lIi- kistiti/av ^ puetle hoH|ucsai la ^i.Hica dc la 
Como rcsullailo de Lk iraim eUfUKKS y pssaN^mas Li ^ipcrikic coa^trtika : 4i 
\c Hama {NiraHolDidt 1 clipiicti 


fIGUM S 

f* btiffeffiLjc : =: i > * ri un piifuNplokle 
!■ I i | a 1 • > I -i ifAfin iHif^lifllik' -HI* dipvr ■ 
I** tfl/^ ^Brtk Mrti p M fph'-l J i 
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SICCON 12.4 CILiKD)iOSYStJ«ltHCI!lCUA&MritAi (j|* j 4T 


H £Jf MPLo S ftiMqucjc la Mipfriicic : >*• v 


wmita Las Ir.i/as cn l.>s pi. . vcnicaln* = l son tax paraMas ; - r ! - t ! uue 

221 “"t cn y v ^ ik pa4boi “= - - +*c q«. *«,.l*. 

’ 1 * ,U ™ f,mll “ * M*W»- u lamilia 

1cn ltl (u y M' imicsEm Liinmc* ve apareotn Li* ir^^sks cuundo ^ 

KK?nn cn S1 “ rlBiuis corrects en la fignm 7 


IlHtA t 

! j, irj/j' 'srrikik^ wm p?nholiL>a 
iji.mi/j'* hi.«n/i'Biiik‘i **n hip£rt*>1iih. 

I .,s n.iM^ ^ rn-iiL-.ui mit ol it uloi det. 


I.j> Ini/ns u 11 1 t Midi j ■ y ■ - A : 1 





HCLlti J 

mts i.L\ 4 sus 
i^KMt «BEM 



5S IJ.&Ave (KJtd* 

: a*"e 141 irrni -d«eirm*nan la 
4a uiu lupcefci* 


En U incurs 8 se iiii££ran U-. irarts, de b liaura 7 purj fumiai h superfci* 
y ! , an paraboloid hlperMtico- Qhscni qnt b forma Jc la MJperlieic tern 
dd arisen ve uscmeja a la dc una silla Mtpurlicte se mvoiiuani ma* en l.t stcctffi 
14 7 ciiandtf se analicen punlos silki. 


flGURA * 

I j Mjpr rfit if : 3 y 2 . ^r^tm 
p[ir.iNniF,i,jf hipcrt^iliccp. 



,3 r J 

fjfMPto 6 la Huperlldc tv y 


□ 


;ffiUf r'#4 |.,j irn/Li en ciwhtuier Jlbm p Iwrirtfflial : A e* la 





























tM llll 
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CA?|T|jlO I i VECTOR El t l A (VI OM( T HI A PEL ElPAClO 


- 4 



FIGURA 9 


pcm |.i% tm/a* eo [n’t piarnts ir ) v; w h' htpi'rtiiil.fc 



I\ fi , Mi|Vr(icio st- llama hipt-rlmli title fit mi a linju y vo bosquejn on la (h-ui.i <t 

J„a je tivuf trams para Jihujai una Mipcfth'ie m? cmplea at vdlwim Jt pA^ 
Irhlimciiskxut para eonyutadoru', Eit h mayor pailc ife esia tW Jr iflujre. |,, ^ 
cn Jus plants irrtieaks a l) > * «tlihujan para vatnres igudmciw cvp.M.**,. 

v juries ile b itrtlieii se dinuitui p«r metlm ile b drimnacWn tie Kne.iv naillas (in |., rj^j 
SC rmuMnin lav griffons ira/adm ptir itwputadirra de fcs sets itpns hiivit.s «|c vwptrfkm 
amdfalicus ert formn eslindnr. Todut lav superlk-icv wm straetriv iv um rosjuxin j$ T[s . ; 
Sl mill Mi|K'rlkie miatlrtUiva es shucTnui revpccto a un eje diferenic. vu ei'ii^mn ejmlm 
cornu corresponde. 


TfttlA I Ciuliij' ilc MjpcrtiewicmmdritK-av 


Suprflirit 


Sigarfck 


m 

*15 

■#*■« - , ■ m m 

>^ + 7-' 

Tiubs Ins li;i/,ix MCrn L-lipsOs, 

Sr ft i* i Ui tHpusitk ts 
unu issferii 

Conn 

z* r : r 

e* ~ t 1 + i> : 

E_4i^ traf us horizontal*-^ M>n 

Loa Ir.i/js xchk jIl-- rn I-* 
plums jr ■ 1 y f • ('.iii 
JiipcrHi'ilj^ m i # 0 pm' 

M>ii fwcv ik Urwj^ J * ,fc 

J*'" * 

i-ii + r. 

r tr i>‘ 

Lik n;tfjLx hcifi/cntnleh Min 

ti[iphc\. 

inum vcnkulc* Min 
pwribdix 

U vjrulilL- i.'ln, L Vtiklj J b pn- 
nnrrj fhptciKi* U*iKH d tfjtf 
ilcl fuf jhukiRk 

HipeitiLiiiiMli< dq urui hop 

■. ■ ' /' 

r v' ^ ( 

r : 

Las vctli^iilc^ urn 

ui i pws 

Las [u/ k ix 

hipcfrhi^jix 

El tjt kk ximciFW^wiri- 
ptmk j b xanaHe W 

«:«vlku-nlr 

Pw* if- ’• 

j »■ 

7 * tr J ’ P 

1 111 1 rife^lis Ililll/illlFilll'h soil 
huprrlu.l.is 

1 .!■■ Finn ■■ 1 1 iii it- ■ ■ -ii 

parjbobii 

!>r itu^m d ri^tiktmki ■* 

HiparlKilnidH ■ In ritJi tapM 

‘ 

- ill 4- 4 1 

lf» t 1 

LiisiNtois horiramiik* w* 

: - i Min Mi 1 u 

I < “fi 

Lux Itip/SIt VL’ltil llk‘X M*U 

hip^rb^H' 

J ox kk^x i||iKfi meflf" 

iflilii an Iki^x 


































£ V tt ti 


-m \ 
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StCCWN IU C 111 NOR OS T CUAOKiTICM .. 

i* 1 “ “ W IjLHPtO T f tWr ( 

“ 1 b y f4 Mipcnicic 4JI* - *- + 4 - fl 

UJlUOOn Dj^<fifn^ entrt -J 

p ,tf,u W tfwnhc la tfcudridn « n k forma dtfmtar; 


HprfCJf £□»*»£* 


'JC? + — - : f 

4 2 


Nw. l! U MN ' 1 ll * V4 j quc “fl Wpetbolnade de doe 

* p—,K:x^r el ^ . . . . *- - * - - 


A\ 

Iht 

crt 



Fieirii id 

- >■' + il 1 + J ns 0 




~jf J + -2— = I 

4 


- 0 


4 2 


0 


£»T>1 It ' ' p " u, ° « ^ “* «'<* . «»*., 


,3 

* + 7 


¥-> 


v - k 


4|cii: sc put'tk'n eseriHjr coma 




f- -T-) 


*ti!s ir:t/as *e cniplvjn purp lineer cl liOHjucjd dc ra tj^ini 10. 

EjtMHO B Clasifique la fUjwrticic CUftdldlfca x l + 2: 3 - fri - y + 10 0 

ItfUKIfin A( ctmipleiar el ciiftlnuki m.* reescribc la ecuac mn cmiin 

v - I - U - 31* + *br 

W comparar es*a ecuacion clwi I.I Uhlj |. ve ve quc reprejculu tin pimibolimle eliptico Sin 
cmhir^i. ;w|iti el eje del punibuloidc c> paratelo al eje y, y ha side tk*plu/;tdn cfc modo 
ijitc su Venice cs el punio 13, t. CM, Lji* Ira /us ert el plunn y = A lit h son Ins eHpses 

(jt ~ \l : + 2: 1 it - I v = k 


1 .1 tn/ii en el piano jry es la parubofa eon ecuacirifl v = I + ( i 31. 

pciruNdoide m.’ fanpeja en la lijsur? I f 



- o El 


















fMW 






'!S 1 > -v - ^ « 
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a 10 C APiTULO 11 V^CTON t TLA,:. E o HI T HNA Of 1 E . PAOO 



A PMC AC JONES DE SUPERS I CHS CUADRATjCaS 


T* 1 2 3 


A sn dtmiflfor (mcdc lisiliiif cjuiifftn tic Mipeffickri ci^drkai Dc bcebn, <1 

iin Nicn cjcmplo Aim ctuivtilo Li Ticm m&dda pir k> gencml curtysh cvkra l)n ^ 
dclii ivuis iircdhiicK «n dipstmle pnrifiii; Li rirtauai'm dc imcY-tm plmmi.i Im Miuvktii, t| n jp.h 
11 illlnriltil i'll U-r-. pnloh i WilM? L'l t’li'li II M 4 •' I 

J ik pjmh(dnitlt??n drunLirch. iihtuiiiriiis ill jurur unit piinUrolu uirvtlnlm ik m ^ ., v lu ^ | 
l^iui Itvidttliir V reflcjiir lu/, vuiinSn \ urfisilc* sk radio y televisum. I n m miiiindcst-np.,,' 
cjcmi'l^, Lis seflak?. pniviinkfUics *lt? cMrclIra distamcs > '.jLie hhiiIhi end pi lLll , 
arflrfLulas al ivtepKk *iliisitlu en *1 !<*ch y tfJlf wft arapliikotiiix. I La idea sc enpflicaeari ^ 
|iruhlnn;i IS dc In pagina 2NU El mi*mo principle* aplica cn micfiHttom v JWtlu . ^ i 
di^ncn dc parjbuliHAjs 

loi* Ufires ik cnfnnmietHu para jvacUifr* nudeartrs -udeii JiscrtaiAC cn furmadc 
In i|i ndfs ilc uiiii hop puc ni/oiic% dc tM.ihilidail oimuuml. Sc ctiiptcaii pores i,k hipctb^ 
Iniiles |W 4 minsiniiir movlrmentii mlsiciorwd eiita* cics sc&gwi*H. i I o> dicntL-sde cHsmmjf, 
\on Lis Imcjis ^ctierudcim* lIl- L<js tiLpcrbolimlcs. Vn&se dei-ciui* -W i 


II- 1 

Jfc 

]i 


ft 


It, 



Lf irt an[#*.a iif! discs ratted seftales 
Pncr> *■ uri parahctlBMle 


Los lead-arcs n-ut;learns liBrian Idrlfli dV 
iriillifflftj&fiiGefl Icmna tie ki|iH!ibijluii1c' L i 




Los inueihokiutri prmlurtm tranks 
par ftigranajffji 


126 fJEPClCIOS 


1, r.u f Oir la ectMtfSdn t i tciinu uiiu t urvj 

dl R ? ? 

(hi f rrrrf- r’Ni., L iimn im-i ■mpeditk cn H 1 ' 1 
ft. | , r/ur fcpTi■ ■ .1 ■ nI,I 1,1 cell.It M in v 1 '* 

2, . .. H i '! | I.. ■ I? --Ur . w i'MIlH llllil t Illy il I'll 

i h, h-r',|Iir,r 1.4 ^lAlk ,1 dc ■ r rrtfMr IJTlife SIl|W'f III II- m R ' 

fci l>M > N^rtiftiCiC la viipf lilt M’ C 


kl (Jrtcnho, > La nqiFFfteie 


3. 


* 


I 


i 


5, .i v- 

F. +I"S L 


k ^ I 

I. I' l 


9. i iii I.'inn- ^ idf tuirmiir lii^ ii ,i ix ilr l-i ui|h iIt " 

.. . - t* •* \ y cn.pl h|iH a I'*'! 0^* ' 

culm- In del iU‘ nn.i Il*ri4i cil f -' L,hlil 1 

rhi Si m' fsmdnii hi rtUJfe.ii'HI iki insixn iji -i i ! 

t 4 1'rtihi hi- rtliMa l.i et.iIk ;i 1 

ft h „ (^vir |Msi m sc k.nmit , M tii fiwidn i^l im iM» «•*' 1 

, h :* -i* p 


L 08^^ 

. .l" if 


Si¬ 

on 

It 

tL 

& 

ft 

I 


i 


V 




■■'I 






* M 


- 4 
















,1 ,» iay d* 1, ^rflcfa cu*^- 

I** I : ” V + “ I > tiUplHklK pw I* ^ 

^ com* l» J f| hipcitolmih: dc Kujj( S L . n | iL ( 

|tH si Li flew** Jd incite (ii sc cmtihiu .l a v _ .. .' ( 

H ijih' Mksilt’ itns l.i SitMjuejp I., HL^Ui, ^riirka. 


||,J( IV NX**' l^il.l Kimh! L '|;m i nbi-Hltli, ,|| I,, ri-cib. 

U_ , • / + 4 ?* It W-/ + Z* - (I 

ijL r ~ r + ^ ^ 15 .f + 4 *r + ;' = nm 


1^ i + 4i m ^ 14. if + + * *o 

If. '<tu + v‘ + 3 fc : = 56 II, 41 Ifa +r= |6 


If ' 


.1 



20, r- r - 


. { Umpire b«iwiL r wn con s T i jtuika hlwirviuJais l-VJII). Di 

l'.*** pj*i* wjs ftecciuttes. 


StectON IM ClUWDftO* Tf SUKAffOtt CUAQKATtCAS « , , 

J * ’*•**06* la CvWacMm a uim ifc- Jj% fcmius esijjtii.*r r lliflqiy 

la y bu^ueida. 

w. J i +9v J + 36 31, X If + 3.- 

J1 ‘ * 3y l + Jj* 33 . 4r >■ >■ 4; 3 is 

33. 4 1 t s +■ 4; J - 4y - 24; + 36 il 

M- 4 1 + : i - x 16/ - 4- 2<> il 

JS, i : v 1 + :* - 4 1 - 2w - 2i + 4 - ft 

3*. t _ -y + - i r + 2 jr f 4; + 2 n 

I 'm: him >. i mi p jM lIi rfj„im -. iIiwjh- de .:!«alit:xi:uVn indi- 
niL'iiiHtnd fhirj dibujar la supcrluk' Experiment no kw puis 
ilc yishui y cun diniiinios puru Lls Yunuhlos Inuiji .^ic utMen^ im.i 
Niena statu tie In supcnfickv 

3?. -4i J - > J + z 1 - I 31. jr-r- ; -0 


n. r * 4 » ? + 9 r - I 


23, '>i +■ 4s ‘ -t- -- 6 


39, -4r’ ■ y +r= o 


16, r - fu + 4 - i - 0 



11, Bosqwje la c^| 6 b aoouda par lu «u|Wfjk»c^ ^ t- - >■ 
y X 3 + r - 1 pira I ^ ; =-- 2 

42, tii 'Sljlicjv In nsgiSn awtiKia juir Isis parilhnias : r + r 
If : - 2 - r - r. 

43- Eflellcillnf Ulla ccUiKMin pjm III ilipdlmc uhlL’inJ.i .il 1u.fi ilifar 
hi, p.u .ilml.i y - r respeenu at l-|l’ i 


44 . Haile iIim cciueii'tt pur j lx lupcrhui' ubieniiLi jI lx linca i 
- Ji Kupccto *1 eje x, 

4J. l-jipuflurc unj tMUChni pin la MiptfH' ,|ur ei'ii'IU 4c l^ r ' 
|iu.iilus t|ii(T Min ti|iliilisJxnlcs del punU' ‘ 1 .6, J ei P'-ri’ 1 

i l liknlifiHuis la SBpcrflde 


Olilenjlii li i li ti'iLieion pxM l.i mi | vlln.'ic i|iiC linisIb ile lift pun* 
ii,v t J puM li^umkH Ll di%11ins.-iiLi.le i ^ “ Jl1 * vct< ^ lil 

... nJc i‘ al plami y: liliflliriquC hi >4l|Wl 

TmJicM.loK-ffi l» -upen.ee ,k-1. T.tm Md*d>i «■ 

nw ^leri, pernd Mmnlial & >WW» 

JUI euvrrit.i un dip*oid£ town iWHkNi nia% SlluJ tf 

„ H ,ru lie nueitro en el ■«*« s d ^ ^ 

La iftslaiKil del 4 V* H';^ Lnt > 

M disl*IK<x a un putt* *n d Ctnadn 1,7 

m l-rk wmre lirui ocoadpjp lie la M4p* r,lt ‘ ltf ictles re u ■ 

Lillll/iula por cl Wf]S-K4 _ ^ 

rbj Un eum ijfunl Jutto^ *« 1 " 

j ( ■ mil cs lx ftiniiu ih‘ eslm < 11 f x ■ 1 

i i h idjhki ilI Inn if Mini f 1 i&lSl WHM 

[fl Luk iiierulmiws iturvns. Jt ian|iw_ 

p ih,.» dc i. .. . .. 

■ Ih L~ I ullhllhl ■*! ' 

trr:.. »*•" 
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CAPITULO n VfCTOMSr I A CiEOMf Tftlfc DEL ESPAOO 


rni hi mil, in s.iihrc la base. e* Jill rn $-Lncuenir? imn 
cnutum pjrg la titflUE- 

MiiK-vErc m el piiiLEki Hi, m j -ur en el pjrjKilniik Iwper- 
hillki^i i i . emptier* U\ Kfucira twi ectuckinrs |urnni<- 
lf kLi\ i ti * I, v h ^ f, ; ■ * i 2ili nlF y .1 - rf I- I, 

• h I- - i t d)/ yiktli ^>r cumpkHu ^ 'blL 1 

lUttfhiikiidc. ij sin niLlcaru que cl ji.ii .iIniIdpJl 1 h4Jiert*rihun£s l> 3 
i|,uv -L lljm.i mu MJ|HTlu ir j*rjifT4tl>i r^ikxif. pattlr *Cf ££- 
ntimLi pt* cl mwimitiHUii de una rcvn. lie hcdk> ■ t-w cpnicki 
iniu^fiu ijuc j i Eaves ilc L.ukk punin -nilHe cl panibtlliiidc luper- 


bAUa.i liny dns Iftwft^ generatrices I .is unic:u i .cr.i 
vimdnfilicm qiic mui supcrikrc* tfcnrrAdu non Jr h a i ir J' !n 

CIHMSI C JlipcrlidnNics dC UFV41 hup i 

Jft r Mimirtquc In urr^.i Je iriEf rso, . inn d«- S Jv super Fu . 

^+^-****- 1 ^ . 4 r at*-*-*^ 

cl [tliino. 

ffisi. DNe iMMpsfltK* ; - ** + /} r - J - y <*uui 

tomiin con cl Join i rim t\ - 1,2, |v| |.2 \ rV**.«nt | 4 Jw 1 

ilc m(efMSxWn tk iupetfkics. Mutsirr qy? i^ p,,^. 
tic cma eurva snbre cl piano tv ti utu rlipsc. 


==! 12 I REPASO 

imiuo* oe (ONcmcn 

1. , I li j] cv la ,Ji!.‘Ei‘inni cnlit, 1 mi I'celm v *iit cscolu 

2. , lHiiKt tunu pink'lminKnli; il." wIokl. . Cornu Im \|inu 

± Smi i?s «n vcLiisr 4 . en mi cpculur, ,.41'nmi se rd^iona cu 

4 nil 4i geomtSlriL , JMiicii[L’ , 7 d'icntiin;tn:t • a en lor mu 

n(|dKiki? 

4. 4 i ■ifmi cncucriLr j c| y«U* d? un puum ,1 tiro? 

i. „ 1 .dcTcrmmj cl prntJucEo punio n * b \k di^ vci'Mrv^ m 

"rinLL- vu'. lim^imiles y d iiiipiili i tfnine dlos'_ J pnvi 
m l , i ntee sm. comptmenics? 

ft. 4 Lte mnimm €% ulEl el pfthJttrtn pimlo" 

7- l-SLiibwi lx>c.\pfesnmeA pm a Uw pfisycixkmcs ctoiJ^r } sccto- 

n;il lie h sobre it IbpMrc i;im dia^rjiinsh 

I, j< Minn tklcniii mi el pr^dueio cm/ n X li lIc Jci^. iKlurti hi 
, mike mus Imjejnideik y cl attpib *cnire dies? iQac pjM co- 
me mj> cDtnpifientes ? 

f. j ( -'(1111 ua lI d pniicluctn ctUJ? 

10. i ,( i imn ilciL'miii'ui d itrctj del piiriildognimo ijaicrniiiiucln 
pt*r si \ b? 

r . Cj*eik3 i ibUt ru l-I solumen Jd | , kjffiilclcpipL'd<!i delamillBlo 

pfjf*. by c* 


1I H ..i i'HiHi cnt LicnM 4 mi v«rmi perpeiuliL-ubr j un phrm 
12 J C6vnu iklci mi 11,1 el .mwiiki entie duK p^un«i>% &|UC s 1 

13. Bscrittti unii LViiiicit’iti vecutfijl, las ci.li.il umc' p.ir.i■::.:■ 

\[w ccuatione-. s«ntintas pstni imti linen 

14. l-.M.-rih£i una cLuaciOi] vcclofiul > mu ecuariiin c^.ilar ■ l- 
pilod. 

li. V.il <( Cohhi cs,|iri B 'su M vtidLine^ ^ fc n poraleh ■ ' 
ihj ^D'pnin iiulitu si tins vetinrc’. Mm pcipeiulitubri 

lei (i C6mo si tins pi iuhis sun [Niralclm ' 

la^ DchtiIm un mciinki ptir,i iktcntum-ir sii in.^ p* ■ ■ . F i 1 ■ 
esrin en l.i in i situ tinea. 

i hi Dejicrtha iin ntilutio paf,i ilelrrminar si tu.iiiM pm n- s ' ; 
ft 1 y V t-^Liii en cl mi Kim i pi.mu 

17. iui j CtPiitti ntaitne la distaneta dr m pumo j nnj Iiiu-j 
ibi ^Cu™ EuIIj I.i d^tincia dc tin pantu j un pUn* 
it -1 (.CiSfTHi Uclcrmivu la distuncia rtitrc J^s Irrv.L- 

Ifi. i.Cuales son liis Un/m di: iin:■ Mi|ei|ioc' ? ;.CdFtm ' (! ' • 

li t : S4'Mh;i ecuaeitinOi cn forma csljndiir dc las %eis lip-' 
sLFpvrlieiL's C'U.hlralir 


M IMDADEMD-m^ 

: 'w 0 tr mrUteo a F n rs wtjdtJCi e«|alaBt pw ^.it 

VI ir. -*.14W -*i[h i>i* iwr 0 #-un epsmpKnfpip-*Jttf[tpugbe al «f mjttiJ fjn 

I. pjr.i Ipfes t Liiilf sqmcriL II > v en 1 II - v " v , II 

1 I'l. I -I. I! ilr ••qUii.T.i ■< V v - II li II • 1 V n 

t (V* fKtwmiksiiiiief.i u f i cn Vh In x t|* |t - u\ 

4L p^n vcctfjTeti timktqiiirrj Mf Tin lj ^ cnriqptiicscnljf A. 

J. r,.. .. n-iv . L, ikvjipii II u - Villi y ciialquirr cm nlm A. 
<iu y *i ■ U ip i 


ft. I s ara s-crhncs viulcMiuicra u, % \ w -. n I'. 

im + vl ' n II w + 4 * 

7 . I'iim vL-Llork'-. k iuili' v i|Liicrii (I, I \ u cil I ■ 

II ■ h 1 «> Hi v) - to 

4. I'-ira leclmcs. t uiiJk u M|uiCTa u.m n ril I 

■ I IS Hi i|| if M 

?! I'.ini vcciofk's k inih'M^mcm n > v eil ^ >u v i j n 
10. Fiii.i vlvEi «ivs i LHrk'si^nii'ni n y i i'h ^ “in 1 ' 1 1 11 
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CAPtTULO 13 B I I 


u ( | UlWt^hr, ^ H, un,^, 

tt vm ***** *"** ^ + Bv + t-* + j? - 0 uprr^otfl un:i 

lin^j Clt el fllpKW 

IJ |.| | illl|U|lll* *fc (WHl'lll {ft. Vi Z I .% T v a. j| IJfljj 

cltfuBfcrcnd*. 

14 Si u fNi, «:> > v (h, t*i). cifflwwa 111 • v * (u ,p ,, u, P; ) 


Si- Si ii ’ i ■daitiift.fnt 41 mi 41 

1*- Si U y V 4|. dMiiKo u 0 o If II 

17. Si II ■ v ■ 0 y u * v ” II. cflJorwa ll Out n 

IS. Si ii v V tfsl.iii cj) V i. nihulLC' ii ■ t |n | |i 


[jlttilrti 

l ,j I h. centre uiu tvujt-iun lie Jj oiem pu % | | V , f <.j 

m, 1 ll i IhTiK tfcnlm 4 — 1, I >, 

(|| Eucucnbr b cm cn Ij t|uc tsiit oifeni vn tnt cl phiio r -. 

11 hniutNlrcr cl csnitD j nuditi de u fslci.i 

t +■ v : + r : - 8 jt + >y 4 fc + | - fi 

L L'npie vfc la hjiura y cm|4*S;|n> para dibupr cadi 

BdiJe Jm ML'llIfnlL't H-LUHClt. 

L 4bi s — I) to - It I hi I 2m + b 



1 m u \ t Mm 1 1 iv vcodik imiurjtlm en In iijjurii, itficrmme 
• 'IV u ' i Fi u < ¥ eui din^iti: i ham la |u^nu n IbiCia 

dumdec^u 1 



*• f 4cmt ]j 


\ i ni i-dud J jl£ j %i 


■ * # I - Ik 


II - i + k 


f - j 5k 


*■7b * lb 4b) lb 

r *1 9- k fdi ^ ^ b 

r »i b x e (|j u ■ rb x e} 

he / t n M a * fb X d> 

fjj pitty* !■ 

(h| B mm m y b (oontt u■ h»w rt1 * s P rA *' ,,,OJ 

S r **srmnv u. tie , Mir fpr lr* «■*"** 1 *- 2. J > y 

"* it v« 

* ** mb*?' uAiurtfM (|«c *»« ort, ^* nB,< ' ^ * 

1.1 * «fc 


v I 


7. 5gp<inj{d qur u ■ tv x wj 2. Uvscmune 
(nl lu X vi * h fbi (t * In ■ ¥j 

(C) v - Mi X »] (ill In x vi . > 

I- Much iv t|in; u, Ii j c eftin «n Vi. cntunwi 

in ■ bt* I lb X Cl X Ec X at] Ln ■ III ■ L-aj 

Orlcinunc ct anpuki j^udn cnlrc dn. du>jia*alcT dc un^ut>' 

10. D*k* fch punUH 44 l.O IK JK2. V Oh ( i 1 . 1. 4| > (M. \ 2). 
CIK'UCnElt cl wlumcn del pjrjIclepi^M von stilly 
AH r AC}AI>- 

11. L;l| l iiLUCiHru Un vector pvrpenJk ul jr ,il pi .iim i.jul j jumi porki-* 

puntuii M 1.0. in. B[1 0. - n y O l, *S. 3k. 

■ l> i Detenu i lie cl Area <ii\ irianguliT/liiff 

12. (kiii fucr/a consiantc F = 31 + JJ + ItiL iiiucte un ohjctu a 
Id Ijiiyci dc un vL^rTTcntii dc ri\ij dc i: I . D. 2) a t5. X Hi Cakok 
el trah.ijo liL'klm m la (EiLukiy m.' nude en (ITcIMt V la fucrej CU 
tmlonv. 

13. 1 n In ptc jal .uki hacia la urilL |Hfl medio dc J-"- ciieriii^. 

coiiut ic ituitra en el Si sc rc^mvft uhj fuer/aJc 

233 N. determine b majinittid dt Ij iuvr/.i cn v.ul.i euenia 



If I ik (kriitrc U( iiMjcmluil Jc3 pai dc inoum 
iipliL.i mi.b ldvr/j ile 54t N tnnm vr muedta 


























uip.//iiuit!nci-univt!rbiicinci.uiuybpui.uum 


It 4 CAJMTULO 13 VECTORS T L A CEQMETftlA DEL ESPAOQ 

cvwsCHiocs paramdliica-t paia la llitca- 

15. Lj In km quc |\lvi por 1 4. - 1, 2|> < I. US) 

16. L.j line* qui- pasu p^i 41* CK 1) > es pftmlclii a la Itnca 

It i - 41 - J.v - r + 2 

17. l.Li lincst quc por ( 2. 2.4) y trs [wrywriiliLiiltir pluno 
21 >•+&=■ 12 

Hncucnirc uiu ecuacnm del plan", 

!>- h plimt que pj.'Mi pur 12. 1. <i> > e^ palate In a 

i + 4 y - Jr » ! 

W. El ptim> que pjsj pur 1.3. - I. IK <4* (K 2) y (f>. 3, l f 

10. El piano l|L ie pn&a por 1 1. 2 h -23 que eonltenc a la Isneu x =2 r. 

> - J - i t ? - 1 + 3/ 


21. Elk.u-L-nlrt el puiUoen cl que la liuea cun eeLiffCiiutcy paramc^ri 
ca> i 2 ~ J T * I + If, r = 4l Owla al piano 
- y + r-2. 

22- hneuentre la dM.iru.ia del arisen a la Itnea % I f f. 

y - 2 - a r « - 1 + 2f. 

21 Determine u las linens lIlllJlis (>lh la*, ccLiatiuni;* sinieiricas 

,r - l y - 2 j - 3 

2 ” 3 " 4 

x + I v - 3 * * 5 


«hi parjIHjs ublEiiijs use inlcrsccan 

?*, '.lj Demur.'a re que k* pianos .i + \ - | y 

- r U J l.' 5 no sem paraldm ni perpendieu lares. 


. hi Hicuenirc. wrredu lia>m cl gwks mas pnkumi. el lh , h 
erltrc eskrv pianos 

JS. 1 ncucldrc una equation del piano que pa>a por la line,. 
imcrstfCC» 6 o de los plum * \ y y + 2 r = 3 y ptr^ 

diculur at piano x + y 2: I 

16. iu\ E.nuitrmrc mVd eeuuddn del piano que pasta pur I<m p U | fcNK 
Ml, I. IK m -I, 1. I0> y CTL J P -4), 

ih\ tiycucnlre ccundones simeiiKLis para III rccia quu pas., S N r| 
H que cs perpendicular al piano de la pane (ay 
u s t In sggundo piano pa*a pur (2> 0. 41 y licnc vecicr m.muki 
(2. 4, - 3). Demuestre que cl anpulo a^udo ctmc I«- P 

C'i aprosimadamentc de 43 

uh I nwiicrnre eeuacioiic^ pammdlriiay para la linca tk iiiLer 
sccciun de U:» do^ pianos. 

22h Enuicnlrc la dis tant ia cm re los pianos 3 ,t + v — 4_- J 
y 3 a + y - 4c “ 34 . 

IiIcihi liijiiL 1 y bosqueje ki .illt ll de cada Mtpcrfk ie 

26- a: - 3 29- a - r 

JO. y - r 1 31. a 2 - y 2 + 4r J 

32. 4 1 - y + 2r = 4 33. -4.r + y : “ 4; - 4 

34. y 1 + s* = I + t= 

35- 4i ' + 4y- — Ry + r : =■ I) 

36 . r v - r + z 2 - 2 y - 4 z + S 

37. Ub dipsoide sccrea aL haccr j41 1at la clipsc 4c t c = 
rcspccio dl eje x. Encucnlie mu ecuacion del clipsmJe 

3-6. Una superfick consia de lodos ptuaios F late* qoc IjJ 3 *' 
lancia de P a I piano y \ cl JoMe de la distant w Je ^ J 
punks H3, - IOK Encuciitre una eeimiiuia p:tra esia nU|sl' r-- ■ 
e titemiflqucla. 
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m 

l f RQILfbU I 



PROIIEMA 5 




?? o B L E H A ^ A b IC! r 


J I i r 


L l j4,i anstu ik; unu L,aia tithe* litnc una Innpiiud de 1 nx La ea/a (niinrnf nutfire bulun Hm 
vnn fl imsmm r,din r LI (Cnild tlr Lina Muesli i-A d ccnlmdd mhi y i<*a .1 1,1% ,Hr.i’ 

LK li.f bolls t'adai tinu df la mf.11 <%lin hola*. Inca Ires lldm de lit e.11:■ V ■ J 1% M:ls c%e mi 
l'i jlI;jv cn la CRja, rVeiiMT hi N|iuru4 Eiivrucntre t. |S| hay tipnu diiicnliad concste pm 
Mitiir, 6e;i lu cm ruled a jwji resolver pnuMemah umMit f.V hi jnuth^Ut cii |.i pigma 7 f\ 1 

J. Sen It him eaja siWutfb am ki^imd armpHtud W j drum // Sim s. el ampinM dr Ins pun(c%. 

‘F ft unu dinanci.i 4c 11 In <... dcwlc alpun pun<» ft I-. vpmc d volnmcn dc Wn 

Itntbnpctft de I.. tt y H. 


3 , Scj i. lu tinea dc ilc ku pLfim b+ v+r*f yi , v + c — -I.Jhmiie ( ^ 

in* rmsix-m rcjl. 

1 -1 1 liiKiKfliic ccmcionc'n *- iiik'ii il 4*4 \ur<A I 

1 4 uundii Vjria d miuian I. lit I Inca f bamc nna supcrti* te S I fit-uen lie unu HUacna para 

lu tiin u it intersection ik 1 V am el plum Imri/nnuil- 1 1 b invu de V en d piano - = n 
11" 1 l-.ltnii’NliL'd volumen dd volido aLnLiiJo pur S V In* plum is tp y ■ |. 

I in avirtn e> cupa/ de vultir u liii.i vckk uLuJ de l Mi kmfli cn uifc LhiNqtm-tu I I pihiio dcspcgii Jl 
L in UCfiHtfLJiiUt y se dirtUit al mule de uvUcrdu ton Ja frminl.i ltd .ismit |)e%puC de 30 mmu- 
tmdc tiempo de vutlfr d pilum nmu que. debido al vLcniOt el a*ion hit vinjadoen rcaltdad 
HO kill a tin uneillo de S al horcslc 
l aj , L’uaT « la seVxul.ni del viftfu' 1 

lb 1 t Hi t|ue iKCfidn vc ik'tse dinpor d pilnio pun llcgucd Jevtiihi pieK-n.JnJf 1 

S. Siijvmp qoc im hlnquc Je miiv m h‘ cnloci sokre un plann inclnwdu, 101110 %t* iMiir.i cn L 
liyurj III tlcMTcnvo del hhwpie 1 pttr d plailti cs dcsth.de nub k por la ItilvmHi. i u ihio ik'ilMsra¬ 
dii ptuude. la friceEi^n eviLan qne d l'|ni|Lte sc mLwvadel Uubt. I nv lucr/as ^uc jlIuju %nbne 
el hknjUC Min cf peso W. dontle j Wj “ Mii^l^es la acdcniciun dchiiki it hi ci,i% ri.L.bil .. |.i iuer/.i 
111 it in.tl N 1 hi crtitipOfienic ik 11 null de la fucr/:i tic reoccion dd pinner sobre d l>lm|uei, donde 
INI n; y la fuerjisL P' dcbiiln u lit Inuctdn lu e«al aclua p%mldjt til pl.mo mclinado, cn oposi- 
eifin .1 la direct ion dc modmienfo Sid hliMjue evta ctv repo so y %c iiKromenlJL ft E tamhicn 
aumenlu husiu queen ullhUM Inslandw 1 1' uleim/u miiumo, m.i% alta dd cual d Woque %•*- 
mi CIV a a Jesli/aise. .4 CvtC Jltyul'.'. n.idu ubicruiki que | K; o pfupnreinnil j n A%i. ru_ui- 

l,|* l F | £% nuivimj. sc puftk decir que F | -=■ fi.*i. dondc m *c tlnnin d. . .vnfc ilr /n-of« 

. vjiffu o > tlcpcndc 4c kb% mjicr rales qoe cvian cn toWKto 
lai Observe qpx X + F ■* VI - It \ JeJu/ca que yj - Tjm i*. 

(Ill Supiiii^ipiN. 1 . para tt ft,, nna lilrffa CMcma aficinul H SC Jplk.i al bk|iu‘. bon/ontdl- 
mcnie desde la vquicrdu, ft. Siift poqucAi. d Moquc ad n pucJe deslizarec 

pur d pliLm>: si A cv Mirrcicnlemcnic prande. el bloque aMfcndcja pur d piano Sea h. d 
valor ituIs pequefro 4c A que |K’inniie que d HIlkilh; pentiime/tii immu il 1 lIc iqqdo que F 
cs mAkininL 

AI degir Ioh ejes coordcnuilLiv dc iiu hIo<|uc F chic «i lo liir^tt del eje (, nsudva cu4a 
iLcerza en com pone n lev pm nidus > perpcndiculares a I pin 10 imlltiitdo y mucstre que 

Jk in sen rt * wi tf yik ti “ n y A™. o>v ft + ji fl " ^(t ^ 

(c) Otmurtw que * «i$ptam fl - fti 

, Pnrtcc ra/ortublc cvfa ccvtcWn? /Tpcnc %cmido puru d " \Cuilndir 0 — 90 ’ 
HkplK)ue. 

fl |, ii CJI ft .d valor mas grunde de A que permite ul bloqne permnncccr tin rtntvimicmo. y n 

t fLrf dirccdAn apunia F ' DcfrnJcsire que 


fl 11 mi/ lun(tl + PPtP 
/c fj run -1 Me eUn etUin mfl ' Ispliqiif 


kit 
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FUNCIONES 

VECTORIALES 



Loi vctcorcs rang«ni£i mijQitran la dlrtcdin en la que 
una eurva espatiiil .iv-inza cn cwalqu^r puruo 



Las runviuncN tiMttks gnie matmrafto son funeiones dc valors neales. tin s^gw^- 1 w 
csJudian fimcNine^ ciiyt*v valucc* m>fi veclorcs pocquc dicfoa^ fimckmCs -c rcqnicren r ilhl 
dcscnhir uifvj\ y Mjperfkve* en el espatm lamhidn se utili/an fuitcitwtG* ik v.d^rv^ 
i-ctittfiailes para ifcscribif cl mmimkrino dc objelo* cn cl cspacio. tin parti cuLle. 
tcumc a cllut paM ikthicir iii^ leves dc Kepler del nun imkrniu de fcw pUmeus 

































http://libreria-universitaria.blogspot.com 



FUNC ION ES VECTOR I ALES Y CURVAS EN EL ESPACIO 

I n jit-nenil. mm Innduii cis unu regia quc asigtia ji cada demculo del donumo undernenfodd 
nnigw. Unafundun eon YftlOra vccinrjsik-v es decir T unu fund cm vectorial c* \m\pk- 
ruenti- unu lunci.m cuyo<teminio« un conjunuttfc numeric rentes y euyti rango e> hr con- 
lunhi ik- u\ cores U intend sc tenim ma^ un fimuitmcs seel unites r cu\<» valorem son 
Vet lines inUimcnsmrLilc^. Emo quien deed que para ei*Jii iiumemlcn el dominion r hay 
un .vector unico cn i\ que sc dcnuia cun nti Si fit). g® y ft(f) ion las conqwncntes d i 
veclur r|l>. emorcc^.fj if. y h son funcimics tit- valorem reuks Ihmjiclij.s (undone* enmpu- 
Uvulas tic r y podcimts esenhir: 


rir» (/<rj. 0 (i»,Alr|» fit\\ 4- gfrjj + Alrik 

Se lis:j la Icira i para dcairtur la variable independiente por^iu. 1 itprcMinla el licjuporn lu 
iiiJiyiir parte dc las uplkhcinnes dc Enik nines vee tori ales 

EjEttPl.0 l Si 

rtf>- (r\ tni.l - tU \ i,l 
cnlonvc* las fimeitmes componentes si>n 

fit) — r l 0(1} - Inf 3 - r! A(f) \t 

IK- ucucrdo con la ccinvcnci&i usual el dniiunioite r const* tte lochi* his tutors dc t pa¬ 
ra los males la e\prcMLHi dc rtf* csla itefinidiL. Tbdas las esprexiortts t \Inf 3 t>. > v / 

CMan Jeftnidas par.i cuaftdo 3 — t > 0 y t M 0. For lo Linlu, cl donnnio dc r ex el iciier- 
valu |0* 3). 

El liniilc dc un vector r sc define chic me nth) los Limncs ik sus tLincioncs eomptiineniL'S 
ciirtH) sc seriala u corUinaut.it in. 


l*m run - L. sTSa dttocliJn eqwvala a 
Is imjirud v ifmixiAn dU vtcur rid se 

1 & kn&rtf] 1 <J*w;nin W: w L- 


[TJ Si r(r S = < fit). 0tth Irl/J). cnionecs 

(till r(;l = /I 1111 y'lfl, litn git), Ifm lAt)\ 

f ■*] F f 

MCmprc que cxist.m los limilcs dc bs lunctow* component 


I )L . It£tta | mantra, pudriu liubcr usado line deflniciun lYi'ue qprici* . . 

(cs j,. r Mn c tones vccloriales siguen las mlemfti logins que lo\ limircs dc Im funciuitcs dc 

valores rerUes ivctLsc cjardcio 43K 


ven f 

f(iHrLft 1 DetermiiK liiu rik dondf rtrt <1 t 1 * fH J f 


veiytlN Segun Fa dc 

I. , fir- lit flintnines 


11 in l' ion I. el liniilc dc r e*cl vector cuyas cuni|wnciiics 
tomponcnlcs dv r: 


xun l ms linu- 


lim r\n 

1 -n 


Until f i’l|l 1 [Hra» |J + 


sen f 

tim - 

H f 


k 


o 


IIT 


I - k 


I h i u 1 in In i i !i»« Irtn 1 1 
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CAHTULO il FUh/CIOHEi vff IpSfcAi n 


7 


ft 



FlGURA p 

l j ('LiliU <lc HP) u, hH r I - .k pTKkiiVn 
l|uc Jcspl j/j irwa a € 


ns |n ViiujJ Ij IA ti mueslon rarnv 
turvu irttndv. pa# df pojiriom. 

li-rtfuyenckj t^iRlIn rfc lii figures I If 2 


r i 




1 


J 


If«- 


I n.1 faiKidn VMlwipl r cumins* m<t'i 

ti m rlii c vjd) 

Srj.iiin la ik’timrinn l.ro c . . to « >>i y siiln si sus lilfiCmNc* cumpnnchlct r . „ . , 


‘Hiiill trnnlinujis LTI rt. 


M.iv phi i i ctfnxlm reslBL-irtn enlnr fiimimics vcrtflriales continue > e-urvm cn d es(i;ili 
Sufhiripn <fiu" u if > ip fttin lunk innc* eunlimm* d«f vuJorcs reidcs on tin interval*! / 
el ern<|imlo < de unitn kis puntiK M, i r> cn el cspnci&, donde 


J 


■ fiti 


tfitl 


i = Am 


\ p Mtrm cu IinJo cf inicrvaln /, m,- Itomti curva cn d cspackt La* ccudcpnptcs. cn >^i ^ 
tvu cl mmilwt de ecuacfofie* parunieirtem de f’ t i Hama purarmim FVd* 
qac .i< la dctint-a una portieiih en rmivpmbnk* cuya po*iemn cn cl ii^tn|v. ■ f> 
Ufi). tfffk Mf)l« Si uhora considers la hinui'ui- veu portal rii i ( f Irk (jlM, Milt, cntoifcft 
ri/Jes d mmirdc pewidcin dd piamn iftfK htfl) en C. Pop In l.hi.. ii.ili^ukT knwun 

vectorial cuntimia r define mKt curva m cl cepacia C que dthuja la puma dd va-iot quf 
devplu/a rtiK como sc iJustra en Itt li^ura I 

^I F|Emplo 3 Dfcscriba la cun a quo define h funcion vcciorial 

rtf) - (1 + hi + 5/. - I + 6i> 

J..k ecuacioncif pmam^rricav Cfinv^pcmdientes vin 

x = ] + i v - 2 + Sf x = -I + 

a las ciillIcs sc idcpiiilica tic I us ccuacEorics J2.5 2 ccjmo tvuacioncs pn r t im l* i i i lm - 
Je M|U q ue pasa por cJ punlo ( L 2, ip y cn paratda a] vccEur < L fi <> ■. Oira po^h 
b\hiln\ observarque hi fundon sc puede escrihircumo r = r, + tv, dnode 

r.. i E, 2. - 1) y if » ( I. 5. 6), y c^ hi ecuncmn vcclonal dc Ja reel a enini^ bquf 
da la ccnacam 1 2,5, 1. 

Faffihpctt m: pMcdt-n rcprcrfjiiar turviis ptanui^ median ec h IKVacitin ^k- litres |\prej«r- 
ph>, ht cuna (jut repfesemun las ccu.wnmcs purametneas x = r : - 2/ \ \ t - I 
cjerapfei I cm la stxcsdn 10 J > lanihicn m; putdc E,lcM.Tibir medianic la ccuAciiin vKfnrid 

m - <r - 3i./ + l> Mr - 3rd + (j + hj 

drmdci { | p 0) y j - (0. I), 

W E,F M ^ 10 4 Tmce ^ cures cuya eeotk’iPn vcclorial cs 

rtrp - cm 1 1 +■ sen j| *■ rk 
L*' ccttpciOflcs param^irica> para c^la cun a mn 


c<sn I 


y ™ jw h j 


I'llCfiktiguc i 1 V" CfPSf J JP 4 


r + v 


I. In cur vs i (JcItc f«iar cn cl cilliulro e neural 


I I ■.I puntiH i. v r r P sc u 1 ui .1 d 11 r r | aim-littr arri ha «If I gHJll 1 1 k i i it K, 

. . . ■■' 'kylxtn t'l ft ..hi k> ill lie Ins niLinccillav dd rt-lnj idirdi-ih" 

,,r 1 .. * Cl ... I VlW CA'flip)M : dc 1.1 MAlfW Ml 11 

‘ " ltl " 1 ( Mf'.i h - thrive in n|m,il Ii<il i;i Mfincmto J.i tnnii.i Jcl J 

iurdiil* t|iiL- J Sf HIM nwnt .1 I 4 cun, I ■*• lliiitm hdtn ? w jli.sit.i cn In lifum ' 



fiGUM ] 






CV-fUA 


. ^ • '* % * *■ 
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StCCI&N t|J fUNCIONESViCTOhlALllhy CUHVA5 fN tl liPAOO at <i 



fICUR* 3 


Ij.\ fcrnm de ^THxwvhm \k U holier delcjcmplo 4 ev ccnocid.i furquc ^c p.iw a k* 
rv^tiit j s liimbicn m: ntaiL'iiit.i rii l'I modclu del AON, (Jicidc dcboximhi niutfcicn. cm el 
materiii I gene lieu de Ins eiSIliliiv de kv. vefex vivos). En 1953, Jtimes Watson y tTmis 
C ikL mnsiryiiin i|ue Ij cslriitlura dv !u uupkvutj del AON e*, wtti" un par de ihSlirev psi- 
fidel.ni pert) cniicii4tL.H atitm ^ ituslru tn !i tiguni l 

I-.it Im ejenipfrik 3 y -1 sc pmjKve u^ahan ecuae roues vcctoriales de curvo y m: pedia 
onudmifciiin ^oiteiriQu un c“4|ucii].i J 11 «!■ i^. epcnijilo* >.it;w kmiIl 1 '. m: da i>iu de scrip 

Cum gemndtrieu it unu curt a \ sc pide cik imtiar Ills imj.il el nics p irjn^lrkas Je Li iunj 

EjEHPLO 5 Deter mine uita cuincidii vcciumd y las ecwiciones pummel nca* del segmeti- 
if>reclilfneut(uu nncel pumo/'Cl, 3,-2le«n el punl«> (j^2. — 1. 3) 


( . j i •* muL'Mia ei x—.iitHsnio P<J fo 
■j isra ditf Bpmfki s 


r * 

02*-L?i 



«IGU1*4 


Urt la sorcitin 12.5 se delcrmtmi nun auacton vcciOfio) pan cl feetdi- 

iteo t|UC mie la puin.i del vecior r., ron la del vector r 

rif) * a - f»r„ + if, u^r^l 


VcasC Ccuaci6n 12.5.4. Eti esic caso me fomui r M = 0. 3, ^2) y r (2, I . V 1 pun 
oblener urn ecuaeiiin vectorial del segtnento netliliiicn i|tic vj dc l*ii 

rl/| - 1 1 - /Ml, 3,-2) + /(l -1,3) I 

o bien 

rui ™ < I + /. 3 - 4i, 2 + 5i) 0*f* I 

La\ ccuaciones parairtfitricas eonraspoudientes son 


x - 1 4- / y - 3 - ■*/ 


* m _t + 0 * r ^ I 


Vi iiMPto 6 Determine nun funcifto vectorial que represent la eurvn de incerseceton 
ckl Lilnid.ro r + v 3 = 1 > *• P lartD y + ‘ “ " 

- iDL Uf I En la figura 5 t* flurtm &mo sc coitan el piano y cl cilinJrn. > la 6 nr ^ 
st-nia I a curva de inlcfsecdiin C que utiU clLpse. 





MtUS* S 


frGUB** 
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l SI provt.-cci.in de Cen cl piano iy d circula x ; * U* " <M nkm^ , .,. ( 
U d cjcmplo 2 dc hi viccitm 10.1 que puede ewnbir 

x = cos f v — sen i 0. f ^ 2 tt 

A purtir lIc hi ccuacidn del plunii liene 

; = 2 — v = 2 - sen / 


IK* motto que puedc estribifwuaciooes pjirjniciricas para ( cotno 

x — cost y = sen I z «* 2 — sea / 0 *£ r * 2rr 

La ecuaeUWi vectorial coTTC-Spondiente es 

rifi = cos r i + sen / J + (2 - sen n K <1 *-■ / ' 2sr 

Instil ctUUCidn sc llama pummel rizticion de la curva f - Las flechas de la li. vi, ft 
iiulion lit dircccidn en la cual C sc delinea a medidu que se inert menu l-I 
paramciro I. 



FIG J* * 7 llni espird toroidal 


:i 



U50 DE LAS COMPUTADORAS PARA DIBUJAR CURVAS EN EL ESPAClO 

Las eurvus tn el cspacio son inherenttmente mas dilTciles de irazar a mano quo Ins (WW 
en d piano. Si quicre coiweguir una represemacibn exacia, neecsitu rccumr a L- - L l ' 
Ilienkos. Pur ujemplo. en la ligura 7 se ilustra una jsrilica gtnerada mcdianit i-rwnpuuta 
de la curva etiysis ecuaciones purametricas son 

x * (4 + sen 20/1 cos l y = (4- + sen 20/1 sen / - — ens 

Sc llama cspirul toroidal porque queda sobre un loro. Otru curva intcresante, d nudn it 
trtihiil. cuyus cciiuciones son 

i — ( 2 + cos 1.5/1 cos / v — (2 + cos l.Sfl sen t - - ! 

sc pmlica en la heuia 8. No stria fdcil hooer b grafica a mono de cualqutcra de e' ,J " **-• ' 
Ineluso cuaitJo sc utili/n ana compuiadora para dibnjar una curva en cl C'f - : - 
licil tie ohicner la tlusuta optica que Ingra una buena impresidn dc ow sc sc b ■ 

lu realidad. Esto es mu\ cicrlo cn b ligura S. \ case cl cjcrcicin 44 I t ejctnpk ■ s' 1 
muesli a conm cnlrental estc prohlc-ma. 


FffMPLO 7 McdianiL una compmacWa I race b curva cuya ecuacidn vcclorul l - 
hr) { /,/./"). I \ta curva sc denomtna cubica alahcaihi 


1 ins linpiccC poi I Is.I! Li 11.1 m pul adorn para dibajar hi curva dc eviiacieiK*' P 
i i i t \ : = Z 1 para - 2 ^ / ^ 2. El resultadu se ilustracn In liyuf’ 11,1 ‘ 1 ^ 
<iilictl ver hi iHiiiinikva venMera tie )u curva (faikansint a ptimr de b 

. . parte de bs prognrtitte pint dlbqjar at tm dimeosiones con J Irttwtt *r 

i.hIi mi |H-i mite ill Iisiinno ciuemir una c 
Ids 


curva o superiicie en arm caja W lugxr ih J 11 * 


Hou .. ..; ■; -■ . .. . «.i,bP. < 

los CCS ... I nniulo sl- ve hi uikiu.l . oi v... v .im en h tifcUn . . . 

lime macho mas ciau la iiua^ndc hicmva K posihlc vc, que nsccmle dt 1 , J|( 

ntaViT dt b Iaia torte b esqulnit M* «l 9**m >' ‘) Mt 1 


’ ' 1 mUi-mhi 
















* * 
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(IGUHf L 






nr r 



r« 5 



1 ^^ t ,, Vr , ,-;ill i 3 iB ie puede hacer j^rar 
i :m d* fyun 9 para. «rr curva *rtd* 
cwJquwr J"|ulo 



HGMM 10 


Sc sihtiene sina mcjor idea de la curva cuaftdo es ihi;i ilesdc disunion .jn*f|j|ti“. En tl 
incisoleL sc I lustra cl nesultado sic jjirar In caja para tuner sitru perspective. En Kis 
l Me isos ul), (e) y (l) t sc [Hidden ver las vistas que sc tjenen cuundo sc ubserva direct a- 
moiHe In eura Lie In caja, Hu puttie uUir. d ineiso «|] es tma vista duvciumcnic desdc amba 
de la caja. Us la ptfoyeceidn lie la curva del piano xy. a siikr. ].i panikdu \ r hn cl 
inctH) tel sc rmicsira la pmycmiin del piano i:. la curva cuhca : < Ahsva e ol>\ to 

put sjui- La curva Jjda sc llama ciibica alabcada. 

thro rudiHlu para representor mu curva en el cspacio n di hi tat la sobre mu sypcrti- 
cic For ejemplo. la ciihica .ilahcada dd vjcmpfo 7 estn en el cilmitm puraMtco v - * 
(EMminc et pardmrtmdc Ills dtov pririicrasccuacioae* paraindtrica:s. i fyv = r d-n 
la figure 10 sc ilustra ji tan to el cilindm corns* la cubica aiahenda. > sc ve t|iie la curva -e 
dc spin/a bad* arriba dc^le el striven a lb large ilc la superfidc del eillndro. Tatnbtfri « 
tedirrc a cslc n>£todo cil el cjemplo J |ura mlaminar la hcliee i|tie esla en el eil linin' drcu- 
Jar tvease fijjiira 2). 

lln terrer ntetodo para repieseMlnr ima CLtbieMialflbeudii. es darsc enema deque (atnbitfn 
L-mi,i i"ii el eilindfor = * bin se pucric ictcduio la curva dc iniersceeinn sic to* cilmdiw 
y I y ; = \ \ (VeaM- fiflira 1 1 ) 
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m CAPlTULO 11 FuMCIONESvFCIOftlAlB 


* WfrM VWW Ajrtwicm ni^itow 
tea ^rnpaffpfflwi tin ™giw nMi rtora A: uru 
cyrva in d mpKW *rtwrfcidDto *ft un luba Ei 
las ■EjritH'43 (wnruhjf! w*r u u^a (huIp dtf lACUfVR 
pjf„> *Hr^« d* w* itaHip ite ij a™ o 
St illla PtM 1 K 1 !i> f <pna L3 Mi iluitia li 

cLflv.1 {to in tyum l^bl qi Ml r-c tsAHrtW nwdifliils 

ri ciifniiido r -ib.-p Lot rip M.ijiifl 


Ya ^ vk*quc unj cwrva cspac.*! muy imcre^nfie, la Mike. ’•e cntnemrs cn el nn^ 
del \DN (Mrti ejcmplci flotaNc tie la* turi-t" «r» d espacio en la ticocw (\ la 
dc una pwtfeula con earjpi pwitivu cn compos electnw* > .(riemudo, , inu 

nail ik me K y B Dcpendc de la *fi<*»l»l »«■■“* tlat,a a •* P"^^ 4 «" *' la ir,,- 
Uirju lIv I.i pHitiLiiki es ya ui*a curv.i un cl espacio ciiyu proyisairir en d plana hm* .\i 
«* la L-idokle quc esluilirt cn In hwciAi KM. fytuni 12(a). » ya In curv.i cuya 
us Ll iriH’iiiik irutada un cl cjtKitin 'll) dc la suction 1(1,1, [fljnra I ^ ihi| 



It) r/i (i *«u, I -cmm) 


ihi nn >r- :%au.l -*«•*». r- 


Fifiuia it 

Mminaitndc uni piftmli cargili en L-jaipi ekutTK-* 
v □LiEfttfiksH >.irKnrtJikw (wto^KU^mcnlP. 



Sk docs! nuu.^ infarmacitfn nstocinnadii con prapkdades ^ l.i^ ti^uras :mnu¬ 
ll, i- Jv liis parifculas, cmsulie Us hijuivnEcs paging web'. 

■ w ww. phy. pm nu,s?d li .1 w/j nWemField/em K iv I l! . hi ml 
a w ww. phy h ll-s t iv I.i ,e( I Li/p I li ama-exp/Beam/ 


13.1 EjlAClOOS 


Dc^rrntnc cl slonimn’ Jc b TuiH nifl %cvtLifi4l 

t. ■ r. V*h If, ven lf> 

It (111 - (1 +I.3I- -1 

1. nt - u - 4 

talr + i)) 

U, rrM *■ 1 ; Lew f .2 *cn 

(J. rill rl ■ rj - 'k 

i - 1 

. P 

3. 

i + 

kcu * j; + iniy - r 3 k 

13.' tU) ri + I B J + / k 



M. r 1 jfJ L‘n\rl Mill + 

sen t h 


' 4 DcM r| 1 1 in He 

2 . Liirr. - i> r J In f> 


# J - I ^ 1 + I — I 3 \ 

*' — — ^ 


mn ( r “' irr 1 ' ;/fc ) 


/ i Irt r | 

i. lim ( .if4 r.irt f.r' ( f 


‘ l ur- M t -hi..- ".ii Min .. . eIihIii \rdU\tK sw 

mm ticlM li di^r MlH rn Ip euil ^ iik tvtmito 

1 fit} U * * 


Dficrmine una eCUactin v^-mriil > 
para t\ rf|nwnli 3 rcclilSiKO ^uc unc* P y 4.1 

n . mo«oi. itN 1 . 2 . 

ik* ^ 1 . 0 . 11 . QO.XI) 

IM>fl v -U2). flC4.| h T> 

11 n 2. I. Dl, ^.- 1.21 

1 1 l-l [M ti H 1 M 111 JL’I Ills i fc L LHiLH mCN . . . I' ^ H ' l ' |in 1 ^ ' 

■ iik 1 n VI 1 4|iRit|iie Iki^ rn^nno Jr r kn 


1 ^tn r r 


lf a ; i li n i r t : Kfh 4^ 

10 i 1= i f . f ■ r * 





















0 


' r 

'* ft m *. 
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fECCtdN 134 FUNCION« VECTORIAb65 T CUHVAS EN Ei EttACtO 


m- 


931 


^ l - f, T I/d + f ; I, : “ r 

Tl i f cos Jfr, V r 1 «eg]0f, * r ■ 
jj , - COS t. t " H‘II r * - - Sr 

jtf, i l-v* if. v - 1 vrnf, ; = In j 



^^ t fKnJ | 4 .|;Lic hi Lurvactjn ccunciuncs panLmdrieu'i 

' £J + “* IMcus. T- t n + cos I6r) sent, 

: ■ I + LsnJfij E*plk|« cl iiptcio de I* pilk« mediifltt li 
denwnlrxtan tie 4 m: ewa ubfvada s^bre tm capo 

f a- Gntfquc la titrva Cuyis ccnucntf** pmmtom ton 

A - v I 0 . 2.9 C 0 A t t]f CUS X 

>’ “ V I ’0.3S cep* 1 Id; sen t 

i = 0L$ L(H |IJ| 

d aspeclo dc | 4 jpjiiloi JemmEraiklt, t |UC[ L, 
una eslcru. 

35 . JM hmi'sCh- ifut r la curvy cujfJls ii'hiil' ii me s pufalflr I ru nt sun 
x t\ v l - 3t,z - l+i |>js!ipor Jus pumiis 4. m v 
i*t. - K. 2H» t pen* no pur cl pumeHA 7. 

36-33 f-lHWitirr una funsiufl s L ’l inri.il ijuc tcprornU h 

tun 4 Ik inicrsciClun (ie b dm ^upciliaes. 

3*. 1.1 ulimlru .i' f v : = 4 y la *upcrlivie r = n 

■3T. lil Loiiu - v T + ivd pJijmr = | + i 

^ El pifjts4ijf : = 4i* + t t d dlntatpuahinM r 


t- . 39 . Interne Itucer u rmmet l\ jjNiliui tie la tun it ilc intersect: ion del 
c-ilirutn* circular r + y- 4 y d cilindro parabrilico ; ~ t : 
Luego delermine lav evuii-dones pyrametricas dc esu vurva y 
tnn e\hM*i \ Uil3 CUm|RJLjJiirj tEjJlljUi; Ej 


is. t>rm(iWK i|ue la curs a oiJfl «w*,iuwt |ijrjmC!n(;a> 

3 * rcos f. > — r Ttn f.;= r« entiKntru cm d eono 
■ = i- +■ y . y a juirlir dc cste htfehn £niluiuc la cur\a 

^ l*cmnestfe l|uc 1,1 tun a etui 6 cbu)(kio punuflftricas x ~ «n x. 
-os 1 .1 - «:n / o la tuna dr imaweddn de las uipurii- 
3 i : ) jt j + y ™ I. A parlir 4c ctlc hetho tfRiitjuf la 

Kn c|lj« punurt. l i rTia la curva fifj 1 xl *■ l2^ - i "ik at puiiths" 

Vink £-X 2 + yJ? 

** F ^ 1“^ purtfrr. l ott a U hclicc r'fi ' sen t, c^i t. f) a la csldhi 
** * y* ~ f 1 * 5? 

* B 4 Htf 

'^rtiarrte urtJ urfnpul.hlfwa ]fraln|UC U £UOifnii la ecitu 

'Stlrifial (Jj 11 \ rie cfenjr un dumimo para d |Hinl 

awrr/, , f ^ rcvcJen la rtaiurjilcw vcrdutkni Je lit 

tWd 

- p fi - 'gr« f j-fi 2f M-p run 2i .(w 2* > 

* ** - fAli t.t) 

Ft|j m i t f ^ ^ | ^ ^ 

**■ r '*t it V , 


f^; 40. Eiticitic nji.iin^r a manu |j siitsa dc interv^^iLin 4cl tiUndro 
parjbtilicu y t" V l.j mil. llI super H»r del dipnoi lLc 
x L + 41 + 4-’ = I ifi. Liy^udemhe b ecuuiimct piniik> 
iriuis decvtLi curva y. j portir dc dins y «tn In jyintu tie una 
eompaiuilnfm ^nuique la curva 

4 K St dtps iihjriHPii rf I HU d t^judss S|L-Iimli)j£h t uit j> 

JtMMIUs. A ritertudo A Ltttpinl jnle uhef si ll^.i^n a sh»vjf. ■ , L El 
rtosil IuC.lt.i a CSIe b]uin.n ntlivij? . Ohicjrin d« jt unk's ' Lit 
cUAas pv#kn ctwfcanc, pem cs ncicsami COni-VCr >t It PS objetw 
ChEUIl L'll In IlllSUta ptPMfLLUl i'i 1 ft Hfhttltl tUri}fU\ Sll|Hl| IJiil^UC |b 
IrayfLlt tn as 4c 4us parti’culas ctlan JcHrtiJas. por (uncumci 
vectorttlei 

r i.lri “ U*.7r “ t2,i : ) r : fxt -- <4x - -Vr .to *1 
pjira ; > It ^.ClHvanin Ins ponkulas ' 

4?. I >ns purlieu I UK wcumjit las tin tas cn d espacb 

r,*l- r lxJ - U + 2t.i + M, i + Ur) 

|Ct»iH *r4fi Ifls |«unftiib\ .W ttiruu In. Erayecttpnas 1 

43- SuptiU|!ii iptc it y t runs it m. v iwtipnalft (hpvcn limi- 
trt t'lMihlti i ‘d y iCXt ■ n(tn LUinlJflld DfmiiolK l.tt pntpic- 
iliitJes *ij((iiieiilo sic Ins lumlf 
la) liiii|u|n 1 v-fril JiimHxi + luuvlfl 

l >M P--M 4 M + 
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<24 CAPlTULO 13 FUNCIQNfS VECTOIMAttS 


Inn i Ml rj - r hmiuM 

U I t i'm | Bin * mi|j i in i uirl ■ Inn 

P i T *1P 

[ill Inn | uirl ■ Hfl| tfrti u(r) x tfmvfil 

«• J—■# ' '■* 

41 Li \ Kin del rtuih* dc Iftfhol quc iluslm cm In iijjut.i H es esae- 
l,i. |vn s mi revel a n»dii l:i hislona. Cjoh las L'emuiuiiL’s pw u me¬ 
trical 

i C * I 5iHw J v (2 + «« I 5i) son I 
r “ sen 1.5l 

L-r :!hjue j ivLiiM* Li anaomn si Li jmkL mi 

que iihLiLjihrii ik*nJe la eurva pas*i put am hi ilc si fiiiMtiii. I mete 


m 


45, 


dcimstrundo que b praynxtfo 4c la k/nivdoi d f 
kH -,<n^n-iiUis p‘Ijas r - 2 + I ^ y ti r ^ ^ 
s j r i*i eniiic I V 3- Luego muc-iire quo . fhKa? * " J ‘ r 

y minimus cuumto b proyeccMki enu mine r i T \ ,n,J| 
AI Icrmuw vu jsrafica, tJlilicc una caftiptiijHljrrv, fyr , 
b tmrwi \isla tksde orrifoa j eiHFipdFchi cim Li ,|| li: . f ’ 
l.ueitit. mcdianic In ampuiaiJurjL, imce lit cur t-u 


Hum, 


I ,UCfO. 

mttfcp. jingulriN. hiedc otik-jier upili inejor impitoijtin tk |., 
si j. 1 ! iiiiL ii iin lubt tie radio CP.2 quo uhIcp li Li . up.,, 
maiulo r ubep] ot de Maple, i 

IX-UILU.-MJC que Jim. . riti - Is d v min *i |,.j , . 
hay mil vttinxm 6 > I) ml quo 

| ml b. <: -ecmndoQ ■ t u a 


13.2 


DERIVADAS E INTEGRALES DE FUNCIONE5 VECTOR!ALES 


Mas addunlc enesle misinneaprEulo se ustiii las funcinnes vecinnuks pam ..I, ,,nhirdin> 
vim icfflu tie 1 1 is phaietas y de mrns objcUiv. cn d cspacin Aqui v t - [jn'^rii l.i ji,,.ncj^yf 
(les.irinlliir cl cakulo dc la?. Iliuhhilv vcefisriales 


DERIVADAS 


La dtrnVEidn r de una funcMn vectorial r cstd dehnida de la misma rtuncrj que pans 
fiincinnes ilc valorem rcalcs. 


H33 Viiu.ii II l muoilra 

una mimic i6i J - la |. 


HI 




L'stc limiic enisle. El si^nilkadu gciNndlfikt) dc esu dcfimcion w nun;’ ir a l"■ : i r -- 
ra J. Si Ins punios P y Q ticikrn vectnrcs de pourkin r \n y ri. 1 * hh erHiMiees njT : 
scrtb cl vectof rl i + kl ri fL lit coal pircdc, pi>r |i> E 4 riio + conshlcr 3 ir>e ^ 
seenntc. Si ft • EL cl multiple cvcahtr JI Vi-Hr(i + A) — rs/il liene Ju iiiisnin direivicfi-^ 
ri/ 1 h) KfL C uando A - (L pareec que esre vector sc ll|>i ovitsui a iim 
eii la rcciiL range rile. I n lh csill ni/nn, cl vector r'E/i sc denoniinu vector Isiimenb" '■ u ‘ 
vu f'.iii delinida poi f cn cl pui>lo siempre que r'rn cxistd y r'lil iH.,i 
^ente a ( cn P sc define tunm hi ifet| pw piisa por p y qtie cs pntrEilda ol ws®" 1 l®f^ 
r liah;j oeaf.ii hi dc eonsiLlcnir cl \^i«r unit^iin iangeiite. qae ^ 


rlrt 





































r* * ftr 



\ 


wetmSm 
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SECC, ^ n IJ J OERrVADAf ( 

wiuhiuoai 



i 


ot.com ™ * -*'■* ' - 

WtClUiE! DE FUKClONfWECrOHAUS |p| 


jp 


rl>) + rill | 


■fe + + blKr + in) - (/(,). 


Wi))) 


Irm 

ii +« 


//I' + ill /id j)i, 4 in - gfr, «, + i„ 

' A ' AI ■ £--/ 


\*f “»• 


Af 

U'lri.y'm, A'fm 


i, gfl + All - cfW} 

— ■i ,n l - r; — . h» 

Ai >*i Af 4, 


i, /Mf i -* /a ~ ^ r<|> \ 
/ 


□ 


U tJEUPLO \ 

(a* CjOcuIu \u dcrivnda dc r(r| ft 4 f *j| + 2s k 

f ln IH Ci"i ■Niii'C el vector lancmic iiuiLtriitcn cl punto dnndc i I) 

Hhnota 

I a l Scfim cl leraemil 2. sc deriva eada eumpnrcnie de r: 


rl/l - Jri + (I “ r)t j + 2cu*2 fit 


(bj Comn ri [Ik = i y r'10) = j + 2 k. d vector uniiario unyenk’ en el purtm 
(M>< (»es 


r'ifll j + 2k I ± 2 

T(UI ~ iTwr ■ tttt = ^ + 7s k 



EjlMPLO 2 En el traso dc la tuna rUl +|2 - f!j*dcicniuric r'<J| y grafiquc el 

vector dc potion nhyel vector lanpcnlc r < 1 1. 

iOllltiOn Tienc 

y rd) = yl-J 

1 4 i forvu es tin;i (Mirva pinna y .il clmim:n cl panimciro dc la* ecuaciniH"* i v f * 
y 2 1 sc oblienc v = 2 - vi - 0. En la, Jigura 2, dibuje el vecior dc |H»tdrto 

r j j | [ f j cmi inicio en el origen >' cl sector lanpcnie r'H i «iyo inicki c* el puntn e«>- 

f re^pt wd iciHc (I. 1 f- 



I'J l|EMPLO J Determine Im cfuai iiiri*> poruillClriciis Jc la recto lanjteiile a la heliee dc 
ct tint n'lus parnrntfiricns 

\ — 2 am t v ^ sen t : ■ f 

i 1 

rn H imnii 1 !■ 

tOIVCl4« U * * ** ** VMtoHid dr In Mlicc ^ tm (2 vmv r. vn t , j j . *k- nwili* 

r‘iri < 2 Mm r r «» i. I) 
























■ 14 
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CAPlTULO II FUNClONtSViCTOUkALfS 


FI vaJof del paraimetm i|UC tunc\jn wide ill jiuiim (0. I. tr/2] cs i it 2, dc 11^.3 , 
i«hw i4n|jc(iir r'i ir/2) { 2, <1 I ■ Lo recto uiftgenic 0 I,- rrua qu* r .,.,,. 

(ft, 1. ^ ^1 pwaJda j! ¥«tiw 1 2 * 4 2, ft Ih de HM?do que dc acucrdo cun las ceu.k, 

12 .5.2 $us owiciiHK^ paravt^irka* 



■ La: h#ce y U iPCtfl. Lfln^iru itol iiinrujHo 3 
h rfvsiran hi i,t hgunh :s 


nom 3 


,r *■ - 2 i v = I r = ~ - 1-1 



■ y Svofefr S3 * » 1 r up i t m m 

W pt^Wi nteref etar pro kja wk;1dmh itfeci ■ 
lad 1 axlmmdt lAapAirii one x 

pH M WiSitjS Cfll iiWtof ijp tMTOGtiP 1 riM 


Ictuil quc Cow L\> funcKHkS de \iiliwcK rnlcv la M^unda dt-riudj tic mu euk. 
loriiii r es h dcnvada dc r \ 0 decir f" \f r W Pur cjcmplu. Fj scgunda deri\ * \ A 
fumidn del ejemplu 3 c> 


r h l;l ( 2 cos 1 , -sen f r 0) 


REGLAS DE DERIVACION __ 

lil icorema si^iiicnii; mut^ir;u|uc his kirriuilas de dcrivacioH puna f undone* dt- v.il<iro ta 
Ics ticncn su equivalenlc pani la* hmrioiwt de valor vectorial. 


3 Teqhema Supm^i l|lk u \ * von I uiiiiotre* vectoiiaks dcrivables < ^ »n «. ■ 
L'dlLir y f t\ una furmion de vulsircs reak-v Efuoitccs, 

1. -~[um + vruj iHi| 4 \' r U} 
as 

d * 

2- —[cillllj = 1 11 U} 

1 “if t/W u W] -/ r (i|ufi) + /(riu (rJ 

4- ^lu(r) * v(j)] ■ u'di ■ v(r) 4 ohl ► v'(j) 
s, ^[utn * vm| 11 in v(n « urn - wi 

6 ^i ur rum 

BMC tcafoitt v punk dMMtlf dfeavtrtMW* COR lu ifctinirrfa I o 
m« 2 jf «.i4 rrifmttlji* cmimpcKtiliniH-s .k- ik-m khw pjra last ruitLiimeo ilc ""' 

i a\ driiRiMfiK. wtw* de Lu 1 fiMinuLi^ ttniiwnleii <fe s pan rtitiwi ejcrxkio" 
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SCCCIOn (1,1 OER1VADAS ( IWT£G«ALES 06 FUNCIONeSVECTOm^LES III! Ilf 


DfHOJIUuON Of U lOthuu i Sffjm 

1 rtrimc^ «</> . vm f lUu , tln e v f Umt] 

#— I 

L,L ' l|U ^° l l |ie Ju re £ lil del produtrtti Lirdinario thi 
~ [mri■ viitj 


V 


1 + t.Hty'M 11 


V 

6-1 


f'UUiMi + 2 t 


u if! ■ vUl + nil) - im 


a 


W E] EM FLO 4 DemueMrc que si | Hil| = t- una eon*4anie; vniunces rd) e* iirmciiikLl .i 
n r i para roda f. 

Mlueidn Como 

nn * Hi) = |r(fip = r = 


y r : es una constants. In formula 4 del teorema da 

u = -^-|rin - rui] rif) - vui + Hr! - r'OI ?r m « nn 
m 

Por In taBto. rV\ ■ ru\ 0, ta cuul c*inblece i\uc r'iM mlo^oiial a rrn 

Detde cl punio de genmetrieo, cste rcMiliudn csiuhlctc i_|iic %i un.i tun j quid.i 
sohrr uru esfera con ccntm cn d nripcn cmoncc* cl vector un^entc r m %iemprc c* per 
pendicuiar a I vector do position im 

INTEGPlALES _ __ _ 

l ;J integral d dim da tic mu (uncirin vectorial cn ill mill rm h- puede deNriir ea*i die hiniv 
in.i man era qtie para la* fimeiones tic valors* reales. exccptn quo la micjual vs im u'l- 
mr Pern cntonccs poede exprciiif la initr^rn) de r cn terminus de la* i race rale i Jl 1 *ll* 
func tones L4irnpiTncrtre> (. # y h ctmi> m^uc, 5e iitds/n la noiucion del t-iiphute ? 

U 

I rfft di = I mi i, rlf?) „ir 

Ifni j | i/l/TJ a/) i 1- | 2 «<ff) A/j J «* ( ~ tot'. > Af ) *■ 

y eMTiincCv 

r" 7 

riu i * (I * fin ift | f + 11 iuntfr j J + (I too iU ) k 



0 



Jk4; ' 
















* - \>* l ' 
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<S * 


an 


CAFITULO II M INCHON (Si VCCTOhlALl} 


lulu kk'tir 11 lit" \f pucdccidlunr win integral ste unn luneitsn vectorial intc^r.. • 
lI.i fundOn eomponcntc 

Ev pmihlc pi'iici.ili/.ir d IcONUIIB ijndiimcniul del ciiclilft para fuiu;ioiK* i Cli , 
iconlinuat mh)|h m iwAulfl a conimuacifri: 

) rlDdi Rm[ Rlfci - R«tr| 

ihifKlc K es iin^k iiniidcmiuJa ile f. c* deor. R if> = tit} Ulilite b boiacttfn i nn 
niiL^^ln nitkininbs (»nlifknv#Jas> 

EJEKfLO 5 Si rill 2 cos 1 14 wn i J + It k . emooccs 

| r< jJ </f | | - cos i d/j j 1 + 11 sea jf A 

2 son t i - cos 1 1 4- r k + C 

dnndc C una t-cmManic dc mlegradon vettoriiii, por la que 

\ ' r0) dt = |l sen n - co* f j + r ' = 2 f + j + ^- k 



EJERCICIOS 


FT! La ii^ur.i mucMf;i iiri-ih cum Cdcrinulii por iimi fnnvirin veem 
naS rtf i 

i,LI Dfblljc Isis Vrcliirev rtd.51 r£4J V rM,2) rMl 
ihi Dibuje In* vcLUire-, 


(hs I>ihujc d vector r< IJ con rnieio en l L h > comp-m 1 !.. 
cl vector 


rM n - n h 
0.1 


rt45p - rl4| 

05 


y 


fld.21 ri 11 

o: 


liipLk|UL' Ili nison <lc t|ue c^tOS vectors w.m un p.i'f- -- 
entre m eri cuanio n InncilliJ V tftncdi'ifl 


'* - hteriha exprc&icrnc* pjrj r <41 jr cl vector un^entc uiii- 
karioTi-h 

■idi Dihijc d mwrTi4| 



3-1 

i j i Dihujc lu curv.i ptana con h ccuacum VMi'ful diJj 
Li?! EMRUURrlrL 

lt> DUntje ct vector nte pnsiotin nri v cl wocinr r : 

cl V^lvn dacki Je f„ 

[3 Ht - U - r+1f - I 

+ t — 1 

I, rtO ■ wn ri v ’ tn» r j. i ■ w/4 
4. (ill «e*i +* J. f = 0 
I. Mil f'l * f j, I - 0 

1. nil f! < ins ri | < Ii-HniJ. i c f< 


I. . fp,. dim-. .HIM . . dr . . -IMP df^ lit*. <• 1 «H ^ - It [ ' rt |,„|, | n drtlMda Jr to AmnittL Vftlnrinl 

. jOh VC4 rrrful riif • ■t ,ir.n ' i l, y draw)? Ii» wrio 

ic»Ml> Ml ti| ril Ir Ml: I, Hj\ - (iwai,^«n* 



























-■ a I % 


s® n.fk 


t **»»**is. 


,1 pf , - l r> 

11. rftf-i-J** 4 ** 1 

II rl i\ » * v 1 ” + h 

, i( f f | el j + Ini I +■ 3/1 k 

^ r h <m co* -VI + k sen 7 j + <■ mh 't k 

fgrfrl mm*tb + rc 

Tfc rM - f* * ^ + f ci 
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S6CC,ON ' 11 °*mvhnM E IhTGGMUS £>E funcjone^ 

U'Jfl b.iiur la iiitegnil. 

3 J. j ' (IArM - 9 / j + 25 f‘lndr 




vECTOfUULK 


1» 


I MO iiKucniic d vplIo- unclana Ungcnttr Tij> en d pumn can cl 

tab* link* Jd fiarjiiierm I. 

|j r rui ’* 2 afvtJin j, V>. t - || 

It ri.'fc - J> J| + i'j + f k. i ™ ] 

lg nri - / 1 + .V J + 2 sen 2/ k + r - f> 

H, nri “ 2*enri + 2 cost] + urn ik, j 4 


n. St P • • - :. t : . ( JcitTEJi 1 re t'|IL Jt 1 1 , f in j fu \ ■ 

S. Sirt/I" determine THU. r“|(i3 y r'l/i ■ r'm. 

’3—2# IX-icrmine lav eeuadones paramdl ficus dc l.i reels tangen 
rc j Ij curva J.c ccuaciones panimciricav riadu* mi cJ pumiu expe- 

pfind# 

I - Z\ f. v = r 1 — f, : = + t; (3. II, 

H : f. . tr ,z ** if; (1.0, Oi 


a 1 ■ f ' c»f I, y 
^ f - In 1 . v 


f sen r, : 


(L. 0. II 


Ul r 


10,2, II 


- EocuHitR Im *nnriwiw puvm^riciii dc Is reds langcnic 
ibcsrva de ecuac tones paramclncas dadas en cl punlo cspecifi- 
Hittlre ntcdtanic gnificas lanla In ciirvp coma Is itfda laii- 

^-ntc cn un,t mtiina. pan tails. 

1 -1.1 ~ t z ~ 2i - th ro, 1.0) 

^ r “ 2 »i i, f 

* * 


Itnu 


1 kch f. 7 = 4 on 2 f; (\ 1 . I 21 
f, - - 1 sen r. f- v. v, Oi 


■m 

*’ f'-^urmrr e i puHo de tftieneccidn tie 1.1 res. 1 -^ tJuj# n i c * a liJ| 

■■r-j rl fJ vrn jtf. 2 stn tr/. «f» r n 1,1 ’ Jl,n ‘ 

r|>J ^fcAtoltunre P rfjfK-av M uirv,. y nrnlus tnr>Kciilcn. 

■ L 

*■* ljr J t M. /J l y f.ifi W« •■*■ 0 WCW ’ 

' m ««* -nprn tairmifit dn«liiM>* ^ ;tP 

vnL«Vf 

?? T - wiermai) Inn tiw *•* 'tW 1 

^ 'ft - f| 1 ,* - 2 r7't i «n* rnm ’ Ml 

M'.rifk. #|i)ar ai gfaik^ rtiik l irt " t ™ ri 


Jr 


V 1 +■ J t + ^ K / 

^ i, ^ wn'fCTSli + 3«pienf^j + 2lOIMtfk}df 

*1 , 

^ J, + t\i F j + f’ien fff li< tit 

37. \ k''i 4 ]fj f In f k) tit 

38. j kus irri + sen j?r j + ?k|Jr 


39. Enawnifc nn <* fin = 2n * 3rj + v 7 k > n i t = i * J 

M. Uictrmnc r<l)« r H (f) = ri + f'j * if k > fiu» 

dl« iVnniesirc Is Kiimub I del tc^rcnu .1 
^ IVmiPLvlff l.i Inrtmib 3 del [vnrenu .1 

43. Hcnurcstre In formnki 5 del teoremn 3 

44. OcmucMn! In fdmuila fuld teutons 

45. Si y(;i s (sen /. cos /. t) y *li) - (f, cus. t. >en r ■. use 1^ 
ti^rnujl.i 4 del Icorcms 3 pom lullar 


— lutth ■ nrl| 

14 . Si u > 1 lav lunctcmes sedoTwIirs dd ejefucio - 15 . 
wuc la fdnmiJd $ del taoitma 3 para liallar 

4fu(t) ^ 10 1 ] 

47 . Ik’niiicvlfc iptr si r cs una funcinn Vd.inri.il lal qve ttkie r 
cnlonccs 

4 )rr#l x rlil) ml ■ r’tn 

4ft 

4 >. linuicnlffi una cipnesiivn para - 7 1 (ti L r‘ • 1 s itt mt"l 

iW 

Si iMrl " II. dcimiBSIrr t|ue |rdl I (i ^ ( r,, l * 

f Vuccrr MJi frr |H0)' rltJ , r‘ltl| 

SO, Si . . tk'rtC In pmpjniiid ilc vl wvlui dc pCksk-uin n 11 

ilfittpecv n'tivmliculiir al n'l'im mngviMr nrl. lu 

1 iiivu i|iii^li> 41 I 4 T iiiki c*iIctji t*ili rtHIIW fll i*l iifi^L'ii 
(I. Slum r 1 r I ■ {r M ■ r'0 1 1 JemiMslrC if* 

Htir hJl'Jrlti f <tJ| 


«K 




























i!& 
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CAMTULO 13 FUNCIONIWtCTOHIAm 




LONCITUO DE ARCO Y CUftVA 


I n hi mwM m I u 2 ve tfcfimft bk tOGfiftid kk QUA eturo pJ.in,i dc an.k ktftg pnrin^ , 
x » flrfr),ri ^ r fr,corn® cllimitsdcbtf longitudes tiepolfgnnm iiiMn^y^ 

cl L'iiMi domic /■ 1 y </' son continiKis, m- llegri n l.t formula 


= f 


vi/wp + uw * - 1_‘ ^(f) 1 + (-f) * 



■ A 


FIGURE 1 

Li linitfitihj Je una iujvj en d cspdcio 
o d Finnic ik b ktr^iludcv tic 


I a Iihi^kimJ de una curva cn clcupodCi v: define CMCtmeiAe de b miMtu ttuocrj i r 

isuiii I I Su|mnj:.i 41*: b tmvi liciw b cvu.ilkh) mtirtiai r^l = ( fit J, rjf/*. Afi| ji ^ - . 
o hicn. ilc manco equivalents. !h» evuaciooc'- t = /Ilf. i ri 

illuute f\ g* y Ji h son cuntinuav Si b curva vc return: ctjciumtnie un-Li vc/ ttiantbi v , r 

crcmctilii desde rJ tiu^tu cnlonccs >e puedv dernovtrar que l^ngiiud cs 


L = f vt7't')J r+ ill 


Observe que amftas formulas Je b Innptlud del aiCO i I) y ill sc fWeden c*prc en 
forma mis comparia. 

Ml 



ponque, cn el v»sode bseurvav plunns dri Hr)i + tffi)i 

\r'U)\ = l/'lrli + yifijl = , l/Tilf * [j)U>] 


imtntfy> que, <n d casodc la^ curva* cn el HfMcio rffl = /|f|i + ,jmj 'nnk. 
(r'(/)| = |/tr)l + 0 1 f|j + A'(/>k| = vl/V}]- + If ( r tfi] ; + [Jr'uij 


« En Kt Ijguffl ] v muonm pi arco do Id httici 
M to^ilud » mlciiifl «i ft|WTSiki 1 





O EJEMRiLQ } Caleulc la lun^ilud del tie III liifIbcif circulijr de hi evMaenm ^vH'n.il 
rl/i ens i i +■ sen j j + t k fUcsdc cl puiim i I. SI. 0,1 hasla cl punio M. II. 

"Mrs PucMi>quer'ln m-«U i + vns/j k . cnumic'- 

I r\n [• ^ i \cntY + cos-/ + I » % 2 

N iirun ifescle 0.1), III hasia 1 1, 0. Int m- tlcMrrtbc rnediame cl iiuemiladel pardmciip' 1 
n r - Iny u^i. ton la for mu lii i 

t. f'lr'llllf/l |' v 2 <ii 2 v I t 

Jei _'l ■ 

1 rhi i imsh seoLitla Cm.- rcjircwcntn pm mis dc Ldta funeidn vccmnul l^'i eje^r 118 - 

Llhlb-Jldjl 


A 


rU) it.i t 1 } I « f *-■ 2 





























•-. c\.fun 
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SECClON I J.J LONG1TUD Df AACO r CURVA J||| Ht 


tam^n SC podrfa Upreseniur ^ la fencttn 

* Mu? » r v > 0 « a *i In 2 

tinndL la riltuMii eniic lm paruiiKirtii (yifcif« s', Enteooes In cciuridiK* 4 y 5 son 
psninitlriuniiHK^ ik- la turva ( Si uwa la ecuacirin .1 para talculai l.i ImiplLid dc i 
iLsindo las ecmtioocs 4 y 5. oNciidna la misma respinriiiL F_n general, sc puedc demos- 
trar (|ue vnando 111 cvtiuckni * st usii |um iJik nLir la lungitud dc cua|qiiicr ciirvu, sunvc jw 
panes, la kmgitud tk aren es indepcndicnle de ]& parametri^nHi i|tie sc indite 

Aluna suponga l|lic C us mm curvu fciiave pnr paries duda par hh.l Iliuch mi scUoiiliI 

r(/l fill i + 0(1) j 4 hi:} k. a m b, 

donde r' es continua y C cs roLurrida ex act ament? una sc/ cuundo f sc increment a drvtle 
a a b. Sc dcliik 1 hi riiiiririii dc Imiidlud de arco s medianfe 

* ** " i |,w| * ■ j’ V(*y + ( a) + 1 x) ja 


Por lo i an to, stt i cs la lon^itikl de la pane f entre rtai y ml isca.sc hguru ^ I Ns densj 
umbos micmhrtA dc la ecuucittn ft ii^indm la parte 1 del icnrcma fundamental del cjkti- 
lo, lleea a 






Con frecuencia es mil panimririinr rnisi tuna con rcspcvln a la k mi! mid dcurni pin 
quu la longilud de area surge mmmilinciur dc la forma dc la citfva y nodepende Lk mi ms 
re mu coordcnodoeii pn uteri lar. Si nna rurva r(/>ya esidcn luncidn dc tin prime tin / \ \in 
es la fnncidn de U Ii mg inn I dc arcu delimdn (Mr 1 j edUacidn 6, ciMonccs pudria dclcnninar 
f ccurio una fundtm de s:t H vl. Entonces la tuna sc puede parametri/uf cu lenninm tie i 
al escribircn so Incur i r flit.*)*. h»r consiguienle, si .* :r: 3 pr efciuplo, fi/UH e» el 
vector dc posieuin del punlo 3 un«dade& dc longilud a Eo largo dc la curvn desde cl ptmtn 

de inicto- 

EJEMP10 I Rcparamcirke la WlicC rlf I = cos l i + sen f j + f k con nrsfKClo a la kflgi- 
lud de arco medida dc^dc 1 1, iK il* c» Ij dircrettn en t)uc sc increfncnia t. 

lOLWti El puiUu i me kd i MUD rtKICSpondf al val« del paraincim l «- Scgun cl 
ejcmplo I 

Jx 


t h 


|rd)| = v : 


y (tecstc moil" « - 'M - Jtlrtrt I* “ “ v 

Pnr Id Inn til i I'V- V la miniinUi iv|.;iranietri/atiiiii sc nhlicnc nl susl'luircl filler 
rlifJili chs|i/ % -M F - U + s 


de l. 


CURVATURE 

lflt , r in vr ilrlHitiiind ftumre cn utt iiMCnak^ l * ' ' s i, i‘<iri«a ' 

.. . 'l »™>«" “T*-. U "^ 

' u ,cc «■ ikw 

1 1 aP ni h cnntMiiia 


. i ■*- 1 ■■■ f ’- 

, 4 tiaiidn ¥ irp cl sec.. ^ ** 
























■Y 
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m CAPltULO tl F UNC(ON(i VECTOR I ALEi 


* 



FIGURA 4 

Vwlnh^ iimlwiift Uri link's 
an . puiLiMs am ^cpnnicirin 

ijtujil wbtr I’ 

103 Visual 1,! IA rnyMlfftarumaciwiPi Uki 
ri^tufE'. uftfitiW tmflpWfl C Stm Iff* dn 1| Iguia 
A para jtu On^TMlKl do niMft Jllpnat v «*¥« 


Si t'c* mu tuna suave dclliud* |M la 1 unci mi vectorial r. twtftnlc ip* elver. . r umr lfj 
(■injciiti- Tin .'MJ dclrtlido |>* 


Tlf> 


Mil 

rut 


L . intiicii !a directum ik In eurva t to ucuertlu cun la figura 4 puedc verst qi*c I 
(,, a dt* direction muv IcniamenHr cuando £ cs easi recta. pern sn tli rcvci mi rtnidiin, 
con mayor rapi.lv/ ciiiiiulu ( sc Itcjiuitn o gira nnis iibmptanicntc. 

l.a curvainrn de £’ cn mi pm! to dado es. imu mvdida dc que tan rapnln camhiii |j U;| 

v:i dc Uireccirtn cn esc .. I spcdfkiinieme, sc define eoino I# mugnitud de Utn, g 

dc cainbio del vector uiHlttrin lungciltc emi rcspecU) a la Inngitud dc nan iSc ik U i, 
hmgnud dc anode tal numeril que In curvmura setf independtenic de la pwTiimiri,. 
cion, i 


■ I: DEFiNICION I .i I'linxlimi dc nn:i curva es 



domic T m mi vector uniiario (angenic 


tvs mas facil dc eulciilar la cur valuta si csui expresad# en terminus del psirmi k-u- 
Ingar dc 5 P tie miKln qtic sc nplic:i la regia de la cadena lEcorcma 15.2 .5. lomml.ipu 
cscribir 


ifT 

_ tjr th_ 



i/T 


r/T fth | 

di 


y 

K — 

ds 


f/.v/f/r 


Peru tA/,/r I r'm pruvieiie dc la ci Liacidn 7. por lo quo 


9 


kin 


ITini 

Ir'iri! 


O EjEMPLO 3 Dcmkiolrr que ki mnutura dc uvu circunfcri.no:> ite fUiiio tf <■' > i! 

*• Sc puttie hacer l^liu Ll circiififcrcrKG;) tenga como centm d ongtflt > Imp' 
paramcTri/at-niii ^ 

rl/) i j cn> j I + a sen t j 


Por tt> lamo 
dc ipknJo que 

y coftHictv 


r'FM tt'rttiii [ tti'mt j y | Kir) l 
rXt) 

T<il : seiiM + twrj 

Ir'U) | 

I cos 1 1 senfj 


a 


F <Jii Liifnii rcsyllikln | P |'T#!I I I, [an In <|i w li! iivai l.i ecum HMi ^ 




l in| __ l 
| r\tl{ a 


H «kl tjcniptip 1 mncsitd i \\ h ' |m cffifllti 1 * (Ktnirflift tifflW wiw ^ Ml1 

niiii. y i\m i urvhhum ilr U is t in iili^ Ltmmks cs fic4|ticfljL <k lr iierilo > ^ l!111 < ' ,rMl 


4yi" # 

ii^ 
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SECClON U.l LONGiTUD DE ARGOT CDHVA 


• 11 


F. P 1 >ihU m i ilin-ttamem l* pn r b defimtuWi Jc eurvmira que la curvXnra de una recta e-. 
0 ww Uuigtiuc c , comta** 

a in iiml.i I sv puode li\.h Mirnpic para cuteubr b curvature. pern k frirniulu cIjkLi pnr 
11 SlgUKnlc tClWcm “ ^ f«« Irttucnciu m.is convenient': dr npjicor 


| lO] TEOREMA I ,ii oyrvniura ilq la curvy daily pm la I micinii vectorial r ir\ 

*rfO 


I r'lfi ■ r’UII 

Ir'ifir 


MMSTMEldM Ikvld que I = r'/| r'l y | f ] ih/ttl. 


r-.u-yi f-r 


do irnnJti que la rcjzki del products [ecrciiiii I ^.2 3. N mills Li 3) ih por tvkuIlkIu 


, d it* _ 

r = —r T + — T 

di~ tti 


De jeuerdu con d hcch<> tie que TXT 0 Ci4w ^jrmplu 2 dc b section 114a 
lienc 


r' X r 


($ ) ,fr * r ‘ 


Ahora T(/) I pari tody J. de modo que T y 1" wtn ortogonak-s de acini rdn emi d 
qjemplo 4 dc in SCCCi6tl 13.2. Por In (unto. scgnu d tenrema 1 2.4.6, 


| r -K,-|-(f) : |Txr|-(f) : |T||T|-(f) , 1 T l 

For consignienic 


■ T .| Ir'X^I _ K*,-| 

|T|_ w& Ft 


■ cnionecs 


_JXUIi2SI 

■ Ir'l |rT 


tjEMRLO 4 Caktlle la euivatun. dc la cubira alahrada □ *i™b rtr> = (t. r.l ' 1 cn «n 
punlo gene'll ? tfn <)t- 

W1 **, prrtncn. * c-kul* k» demem- r^ndov 

r '(/> - (l.l(.3r> r*W 


l/l | - yt + di 1 + IM* 


I J * 

I 2/ ll J 

ft 2 ftf 


fu I f»f j + 2 k 


t’U) * r'm =■ 

I ft 2 *>f 

Iriri X r'OH - + 3fti s Tl “ + w * + 1 


1 

H 

Si. 


vtf. 


4 


J 


















o_ 


- fv ^ 
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*14 CAPITULOH MjNflQNtSVt' TOMAIES 


('uni el uoKnia IOh 1 (ibncrw HiiutKC* 


<r(/l 


rTrtxi^l): M < '>t * ‘>r 

| r|(| f " <1 + 4* + 9 jT* 


f .ii el unjicrt. ikiiuie t 0, Li cuntturn es wHli 


|-rt el caso especial tie una eurva plana cuja ecuacifSn as v /1 1 1 . puedc , 

ciw> par.nneim > escrihir rfx) 1 1 + /(jr)J- ElltDMts. •*(xJ i ■+ f .j 
r^4 ■ rWl Pu ftitmwl x J - by j x J - 0. scuene r'(xj x r’w =/*io| Aj ; 
. mu. r i il| v I * \ f uTp y cffluflttv >k .kuenki ft m cl ictmaKi 10. 


m 




EjEMPIO S Determine III uirvaturu de la parabola v i ’ cn Ins punt os m :• 
<2,4j. 


WLVCltiR Puestn que v' 2 1 y v“ = 2, nkNlianle b formula 11 sc nbhcne 

1/1 _ ^ 


kU) 


fi + i v'i’ ]'' (i + 4x ; r 


flGtlfJI S 

I * r-fr V = .i : y vu 


lunaini dc uurvTtftira 


\-4i (Mmutura cm {0. 0.1 es *c|0) = 2, Em 11, 9 > c-s *r£ ] I * 2/5 (1)8. En 1 2.4 1 e- 

jtf2l 2 17 = - =*= flJU Ofrttervic que tic jcucnln con b ctprcMon pan td i» n poi - ?'* 
ika dc en la tijiurj 5 que nix) — Ocujfiiki x — ±^. Esio eomespondc *iJ b\h> ■ 
que lit parabola parccc Ilmen*: pbim eiian-do * - ' 


VECTOR ES NORM ALES Y BSNORMALES 


1-n wit ptifiiotlado Jc una eurva *uave nn cn cl c^patin. hav mudios leeior^q^ -■ 

B ' . i . - i-f 'innh,nseftata lugunulc^ ,d vector iLirigente unilnrin Tift. Scparc uno a! utaervar qut% pu^.-' 1 

| T(0 | “ [ para lathi A Jfc tfeito T(0 * T f |f} * fj dc jcultiIo con d ejefnpto -I dc In 
i ,1.2. dc modn que TT0 e* urtogonul u '(rr» Note que Tlrt cn m misnm no ri uh ^ 
tmilarm Pfero si r F lumfricfi cs suave, pitede dcfinir cl vceftir normal unitarb iprlm 1 !^ 
Suk « simplcmcnie mirnial imitariu ennm 


., i 1 .r«:/ifir, w ig rjj<il i 41 niVR fittil ijifiPido en. 
cjdn EMilrj 



NSJ) 


r\t) 


tTu\ 


nouti 6 


M woinr }i\n no Nin \c llama v«rlt)r hlnormul I % perpcndieiilur a I ^ ^ ^ 
hicii c\ nn vcclcw Kffliurii) Veasc (r 


^ Jl MPl.q % Hclemimc U *± vettun.^ normal uiiiIbHu y yimrmnl para la ^ lKU+ ' lI,lI1 " 




nr) cos 11 i mmi r j -I ^ k 






























s= 


i 'Ll 
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MCCiOU 11.3 LOWGITUD Dt0r CUBVA |j|| US 


««***«* HMn 

f\ 

xX T [n^v* t'jJ rfOiwi MJ 

vtij on * .,rkw nu'Ws d» lb 11 irvj 
^ c^ii^iD He «ac?(S«W CHTog^lii', rjim 
, r sm • lull rx(* v a- Lhi'splaw. A Hr Ifltqii 
* n aM * iw**» W* * viH la tsta Httnetm 
| \|l juh'TC' ' ' n '» ,ljr ' !<Jft ,ni PWtflrlle 4iri In 

.J > Id imlHtwiciCJi Hue SE cawce CWT» 

. j J.Nifln iJl ftflUf fflpliCMuJWS ill 


* ^tuciAw «#ctaies 



I1GUI* t 

im b '. t-i3 '3 3G *e rnue«ra efrrra m 
^rVuctji a TNe :* (teipLaza 3 to tew tfe untiH 


VQ LU11 On I'rmicru vole tile Ins, cIuiikiiIik ncccvarios nara el vector iwmal 
lint l Lin*»: 


r ( n - mhi f i + et*s t j + k | rlr) i ~ >/z 

tim r ^ f > I 

™ “ TProT" li { ~** ni ' + ***** + k) 

T'(/J 1 — j- f -ciis / i - we i j i ] T'(il I • 

v5 v 2 


Nirl 


i"m 

\TVt\ 


«» t \ - sen i j = ( - cm #, - sen i, 0} 


I ttn dcmucstn que cl vecn>r nofiiitd en urn puniodc hi h£lke es liah/i nn.il y schala ha- 
s i li cl eje l%l vcclof hi normal c> 


MW T(i| x N(/p 



i j k 

sen i cos i E 

cos / - sen / 0 


—y(SLUlf. cos 1 . I f 
% ’ 


o 


H pkmo deftnido pin Im veelorcs mrmul \ binomial \ y It en c! punt** Pen la uinj 
\c llamu piano normal dc C cri V Rvui cmiMiluidn pot IinI.iv Uv uviys que son onoco- 
lUiles ,i1 vftlor lance me T, El I'laimtlelirmlii pin ]i>s vccforcs T) Nvf Hum j plane iiwu* 
ludor ilc C en V El rmrnhiv pirn icne de ki palahtj lalui.i ost titwu, que i|ukiv devir "hc- 
so" J : v cl piano que esia 111 .IS ccsvji de contcncr ki pane lie ki utrva eciva de F, (Efl cl ca- 
vn ili' Lina curvy |>E;pnu. cl piano osculjnk*]' cs simplementc cl pIlliio que emiticriL’ a la cur- 
vu.J 

f | circuit que se locatl/u en cl pkino osculador dc C en F Itenc ki iihsiiili lantrcnk - que 
. l »h F. vilua en cl IlliIo ednea 1 * u de £'. hacia el cual scA.da N. y sli radio jj = I k fS d 
redproco ik la cun .mini. s L - llama circuit osculadnr. o eirculu <k uimitura. de C en F 
Ks cl siren k> que mejof dCM.rihe emuo sc com porta C cenra ik Pi com parte la misma lao- 
Hi‘nle. normal y cun jIom en F 


a 1 ".J -1 S zt ii^trivn ia Mi ice v «! Phif id 

5*0**!™ dal fl|inr^Nfi f 


K*j EjEMfLD J Deicmiint? la ccuacn'm del plu.no normal y del piano osculadoi de la he li¬ 
ce en cl ejemplo 6 en el pu-nln /'((l. k w/ 2 k 

\DIU C kn E3 plant * normal en F Henc como vecior normal a r't it/ 2) < I , i). I) * Jc mo 

do que oita eeuacion es 



l( i - ill + Ot 


y II + - y J " 0 o bkm : “ 1 + y 


| | plamufvculailor en P cuMkiK vesio.es T j N. de que vu vector nominl es 

j , S It Seeiiii cUqempIo^ 


lif/l q (veil k cos t, I ) 




I in vn nu 111 n iimI f,l!l 

I I VC oliltfl ■! CV 


s simple CS (I l|,| ). ik- modo (pie mm . .. del piano 


*!4U!i | 
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. CAPtTULO II FUNCfONiSVlCrOftlAlES 



EJEMPLO 8 Ertcucntre y gmltquc d clrculoosciilfldor dc la pardbolir y — r v n id orj^ 

bOLUCIO-N De acitcrtlo con cl cjempto 5, la curvatura de la parabola cn cl orijMn es 
k( 0| -- Eniuiures, el radio del circuit) wculador Cfl d ori^cn es 1 /k • : }■ su eerum v . 

(fj,!], Pot Id ranlo, su ecu uc ion es 

x * 1 + (y - I) 1 = l 

p or ]oque toca a la grilica dc !a figura <■). sc usaron ccuaciones paraiofthcas de su ctrc-ul 

x =■ \ cos / .v = I + i sen i 

f ’li set;uIda se resumen las formulas tie I os veclores langenlc unilario. normal uniinrj., 

y binomial y curvauira. 


Itf Visual S33Cmue&liaClC=nciJlp 
osculMlor esmbm se$iin el rnovimiani^Htali punlo 
d Id terete lacuna 



13.3 


EJERCIClOS 


mimz la longilud dc la CUHfl, 

<2 sen t. 5f, 1 cos j). - 3fl =s j =? ]Q 

<2r. r. ' j 0 ^ i ^ 1 

v 2r i + e j + c r t, 0 ’ "= f ^ ] 


12. Encucnlrc. corcecla a cuolro lugares decimals. h lc?n£iiuu it 
I;l airva dc inlcrsfccctfm dd cilindro 4,r + y - 4 y el 

X + y + T = 2. 

13-14 HepafiiiTieirice la curva eon res-pccEu j hi lon,ehud Je um 
mcdidfL desde el punio i 0 en 3 a d irecc i tin cn due ^ 
mcrcvncnla t, 


H6 Dclcr 

1. m! " 

2- n'ra - 

®n f j = 

4, iij> ■ cos ri + sen rj + In cos rk. (Isis n/4 
[A., nii 1 A / j + r’k. 0 ^ i I 

6. rut 12? i + 8r’ ’ j +■ 3rk, 0*r^i 

7-3 f.m uentre la longiDud tie la turva gijfrecta a cuatro lujjarv^ 

[fed males. fl.se Lalculwdwa para apixiximar h integral.) 

t lit} - v'vV. I, r), I t r < 4 

ft, riu ^r. In i. f In i> r I ■ f " 2 

9 1 , r-o • '^n cos r. ian /.?. 0 ,r - tj /4 

Pi 1ft. ^if'crs-s ic c urvw £:<m etuaeinneF. paramfitriyiHi t sen J. 

> vcn 2f_: - ■: r I .. l^i ..I mud de cmli tnrva 

cfifrecla » cuatrfi l^J.ifiire L . deeimalts, 

11- r !:J ujfv* dc: del dlindrn pJifiiliAJk'H ■' , n v y 

1* viprrhur- fa — jy. Entaiemrc hi Icinffilud exiicin Cdel 
nfjgen a] puaiof^r, 


13 . rir) -It i + (I - 3 f)j + +■ 4 t) k 

14. nr) = e 2r cm 2ri + 2j + e 2 * sen 2/ k 

13. Suponga que tzrtipitvn ert cl punto [Q. 0. 3? y ne mneve ? 

LmidiLtk'b. a lo layge tie la eurva v = ^ sen > 4r. : * ^' 

t fc n b direeciop po&iiii'a, ,'En donde esl6? 

I A. R^pstrameEriec ia curva 

rW - {t^-t - ') * +7^rr J 

f<m rt-spccla n In luMviEnd de arco medida de?Jt- el pwik' ,l -' 
cm In dlreeeidii eri L|ne se ineireiiienta f. Expruse l-i 
repaiafML'Iri/aiii'm en su for mu miis seilfilla ^ " 1 

eniieluskiFie?. eon re spec to n la enna 1 

I/-70 

I ^leriMnie lov vueUmis UilMiifin tail^ClUV y ..ml < inilan " 

Tiny Nln. 

■Ihi A|jln|iie Ijl . ... L i pjNt uaknlar ki eurvaWns 

{2 sen 2 t^s 
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fECClftN 11.9 LONCITUO QE AACQT CUAVA [\\\ JJT 


|iL r*ti - (f 1 .**® 1 “ f r*cnf) 4 | > « 

|( dd “ ^ 

|U g ___ 

rile™™ I* 1 P*™ cikuJar b vurvn.m 

Unr, -fl ► rj + II + r)k 

U rt/R 3^1+ J *cn / j + -I tn* t k 


Se dW^tMn Jm “nilicjh c# y t> l : na « U (uni i ft ■ I y 
U iHtJ fr u grillca Je vu fuiKi^n ilc inin^ttna \ - Pfi i i lik'Iilch 

i|iie tjJj urutk In cun>a* v e^pinjuc >tn tbimiic' 


U. 




2k CAulc laffnrMW Je nfl (<■' cm/. c' M:n M) en d punlo 
ii*a% 

H £ 0 . 1 * 110 ? (a mvalun (fcnti- < r, r ' > enct punh« 

(L I. |L 

i^Su rm nil« Li Chw Jc pnnmetrieB 

i ^ i v » 4r ' ; = —/ : 

. cakufe Ij Lim;ilufA en el puntn (1.4* - 1). 

"-!f VLiiuntc Li iMtillulu II JirtL'DihFR* kcunulun. 

V, y « Ir - jr 2!. _v “ tm .r W. v = 


■I In l|lie,' I'uncci Li irurvu mucscni curvaUira minima .^Qui 
-i-eik en b .urv.itmj cutnda ,i — • *? 

**=lmc gQy-e' 


tt. bvuntK uiu cnujcmn *k lla parabola cuya ranjiura e* ■* en 

d<*%m 

^ J' l.i .ir.jiMu ile U ^u-rv j (' Je la ttgiiru my** 1 en F que 

w^LipliHUf 

v Luinr li tiifijium en f y cn y paftewrio los dnvltn m- 

-uliAifeien iltelKMh fumin'. 



'• JL hi i (IraiMiuc la cum, rid = {sen 3f. sen 2/. cn Ji) , | n 

minim I'uniiK Je b cun a pjjTCLe ijtiv Uvuf^-mju riL-iie 
kin ni4iumii rclaEivia a MuM? 

iht Me Ji.mle uti CAS. JetCflfurtc > frj)it|ue U Eunuiw ile 
mnalUM. i.Emji yrjtKa cantirm.! su> ciMdusiunei, del in 
cimp lit? 

11 Wr La gfaibLJ tic rift ■■ {t — l tat, I - ww,f) if iluUfj cn L 
ipura I2lh» Jl- hi WCCtia 1 3.1 .; l>nnJc l nee s|uc ** er*qc nl/a 
to nisyw eurtiflura 1 Uulfcc m CAS para delc/nuriar > ptatiLjf 
la limi'iiiii *it l« cunrtura. ;Para ^uc valuers Jl- j « present j L 
curvuura mis grande? 

40. Media me L'l [vimirnu lEh JemuesUe ipie l.i eUrs.nura dc uri.i 

tiurva pai'imMncu en cl ptano v ■ /(rh y rjhJ cs 

■ 

| t> - yl | 

JlwJl- los pmisi's niJican defivadiuxin ropA in a i 

A l-4t Cun Ij f/mnub Jet ijuikw 44i. cnoentn: l.i cun .nuh 
41 * i “ f ah I, v = e sent 

/'* y - I + i- 

43-44 ('ikluiile l»s vftiurcj T. N y II en el pumn JjJi* 

I till 

44, injp {etss t. Mm t, tn ees f), 1 1, 0,0) 


4S-4fc JVlenimiL’ las eeuaciem's del plaim noCTflll)' dri plane MdU 
JjhIipi i\t Id ewrva end pLmti> JjhIip. 

' 41 , % 2 sen if, v ™ r. ^=-3 i:i» 3 i. ^ ’’ 

44, i 1, y ~ r : . r - i*: (1.1, tl 

Deinininc t.ps ecuadiws Je to* elnrule* nwntaikpies. Je la 
^lipic ^k t 4v to en to' 0»' l^ 1 ■" MeJiJnlc 

mu t ik Nl.nl>Na psifa hnufiejar ictalic j* «"j enmp«Mk*». 
„c*lii|ue bchpM y amhet tin *tos cn la muma 

immalU 
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CAFiTULQ II FUWClONIS tfCTMIMES 




£9 4 |. IVirnimu- I.l- n*m ■ ite tu- dfdikw ovuiiadtwe <k Id 

prfoto i 1 cn lin puma* (ft, 01 > 1 1- '} Giuflqy c •<■*« 
iiiLiilm iHnubJure I la purttwti cn b mi™ pwttfc 

it? f I n 1 |WC puntn <k 1.1 I ! . 1 JA: ” J ' ^ P 1 ^* 1, 
mirml n pjiikh a\ plan*' +■ O' ^ ' 

.< M- , lbt> Ltn |unl»Cfl U dim (fcl CjtfdCio 49 dnoik d JlfcllH* 
■-iwulikliif pmkk> al piano t + y + - J lA^w-hj 

Ncl-oeIj nn CAS poia ikmai. xlmplitWar > cdcul . 

pnahulo cm' i 

gi] [X-mncorc L|Lii H In trurvnlunL k *e nrfaclann con la tinxgflt# y to* 
vtfUnix'* hoehmIii's med junto la tftuiwrii^n 


SI, rxnmf'slrr ■ l |iit^ l.i L.urv.iiuni dr am c«r\a plana cs 

A ,ji , ili-mk: ^ is d ^ijculn citor T e i: cw dew it. & es d 

rnwUAe Kit lm* ttn .k la ictia tan|*»tc Jlvtvi dttime^ra qur 

b Jctlfl^uw 4k' *. Lin fiftn fs con u4cntt cWI b dcftmwnifi de 
mnji pbiias Ojub ess cl cjeivitHi 4^ de b wcriA* 10.1 

SI H Ik-mnoiA- t|iw: . 'II *ti pcipfMRlicubr a U 
» hi Ik-mufttH 1 que 1 JU i/t ft ptqvihlkuLiF a T 
1 * • \ VsIm/l.i Jc kis nkivittiai v ibujucj/R .0 =* tI.ON p.u,i 
derins minuto* Tl^ qLiC sc dcrHHiiina torsion de In CUIV.I 
Cnn l.i loTMi n stf nmk el gnadben que puede yitaf »m 
com 

id* Iknmcsirc que Cfl cl LINS l!c ima CUrva plana l.i SnrMLiEi fs 
Tl>) 0 

SI. L 11 Cunmibs si^ntiiifs, 1 1 jii 1 .Ltl-ii s fdrmubs de FrvnetsHvrrvI 
K,*n iun4jimcn<iile> cn In pcn-mcirfu tiiftnencial 
i. *n <k hH 
t f/N A «T + rll 

1 ifH d* fN 

1 -1 1 * -rmul.i I prune in- del ejcrcicio 51 v b IfrmuU 1 dd ejci - 
- <• n- 5 ? Apliquc d bct bidtftjLk- \ 11 ■' T para 

L'iLu-. ip Ij fucvmila 2 «k la- f(knub& I y 3 . 


SS- Mcdliiille 1 -L' H^rmulyLs dc FfCBd^Scfrcr ij.. riku. 

I#* si^yjcmc^ pnmas inJit an ilem*!.n ci* r . , v " 
fmt K ennui cti la dcnw^Ujkiiin dd Idffemj U\ 

La> r i"T + di r > 
lb 1 r f d^'i « 

r' It" 11 >' JT +■ [Jin - *ti 1 \\ ' m , 

ir x rl ' r" 


5 b, I k-niucstn? i|uc b HSIit-t ticcular r> m ( n t j. lUt , ; 
lUimk ij y ^ scan ccnjdanta JUittlva^ o tpe curvatUn l'i»^ 
Lnrsunl eiHIsliKlEe. Used rtlsuhailu Jl-I cjciutm ■ • ii 1 


! 


57. I hi Ike bi I'lirmitlfl Lkl cjfiiwldci 55cd| pau l'ihihui.i- 
[ihm 4 mi Jl’ la cum diJ '.r . / ' 


SB. Enwucnlre la curvalura \ b lurwido de b i:una i , : ^ 

\ vitth r, r j cii d puntn ifJ, t , 11 1 

St. I j niddcub Jc ADS' ucnc la fonna dc nn.i bflui- : ^ !p| I 

Ileum l ik b plgjsu SI Vi, El r«ulLn Jc s-k.b utw ik k r t -; kA 

r% dcwaM 10 unubiks ang^truhi 1 \ H» ' ^nki ( *L a ^ i | 
IctiiiiEa *4 A durjittf cj*b giry LEinipld»> % lw«^ tw]i 
gifkn tornptaiK t^tme b kM^ilud tada fwlke 

M + Cmi^ldcrc cl pmbtema del diwrkt ik: b ij ■ -n- i. - ■ - 
fi|li£ h-aya II 11 .t ma^ll Cntrc trailniv Lk - 
if.niM's tti^tenicsen el.eje .1 Ehre.Lti^^i c umnin L,m 
uii inimn ik lu largia dc b recln 1 : 1 p.n-i i T I 
i.lh Hilcucnlrc m pcilinnrriin P Pf d Lk er.iJi' . 
limwiiln rddiiiida peu 

I n si v « 0 

Fix) tii 0< a •: 1 

I si x * 1 

e» cifiiiinua y iiene pendiente c^mrmia s cun^nr- 

COflllfHH 

1 ^ “ i h. MeJrjme uita okubdora |WJ hn^i lk' "■ - iru ‘' 

viMnfHJl adiM'jL. dihuie b ;_ r uEu j tie 1 1 



MOVIMIENTO EN EL ESPACIO; VELOUQAD Y ACELERACtON 



F^mti | 


M 1 in r. f 
h 


Rn os\& sccciiin m.' inibL^iru tli^ t|Kt- itinricm sc pticikn y^Lif b>. iika> dc 1 'i".'’ ■ ’ ’ 

nurtiiales y hi curvauirn ui hi Ifsieii paia esiiduar d ntminiieiiiti ilu 1111 uhiem. h"- I''' 
liH.'id[Ld y juclcmwuiii, u lu lurpn ile mm mrvu cn d espudu. En |uniailar. ^ 1^"' 

de Newton iKandmisins nicMuImpnra ilednur III primuni ley tk Kepler tld inovinik’ni' 1 ^ " 
planctEL^ 

Supofigi! <(iie litio pililfcalu sc lk spill A 1 |»u cl cspttcio Lie modi 1 t|ne vl% l' 1 ! d . 1 r ^ 
l iilii co cl Ticm [mi / cs nu Scgim In fi^urn L nnlc qutr. cn Cl CAM> df vtt|oa‘> iW 1 '" 

/ 1 , d vecliK 

_ rt,j +_h i - rid 

' ' r h 

f|H 

c^ 1 1 Mil 1 uprmmiut n m tk l,a tlirctrckm ilc i.i jNafliciab qiiv se mntoc * k> Ltfgotk ( v 

Ssi mtipnirml midt- l I IiimikOm del vci lm ilc ik ^Li/aimciKo pitf nmd-id dc oe ||i r t 
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vrtCIQM u.4 MOviHIENTO tN ft tVPACIO VELOCiDADV ACELFMOOft 



! l V 1 ■ I 1 ''i 1 '* Vt llKuliKj P m mfidiu »obr*t un iiiutt, .i|ih Je Igngiud h \ mj Untile ri vector de 
ttlcortml vtn rr. L |„e„ ipiM 


j 


ir rtr + it} - rill 
vlii = |fm —-;-— - r (rl 

rt "pD fj 


F^or Id lain «t. cl vixitif Uc la uducidad tamhicn e> d vector Luogenu v ■.eilaja la dircccum 
dc to recta tangemc. 

l a rnpidc/ do | tl parliuila cn el ticni|hi t la magnitud tk-l vector vdocidntk es decir. 
Wft M 1N =KN?|>r«blc poftjiie, segun (2 j >■ In ceuaddn 13..1.7. 


J* 


vl(l r ,J| I ■ ^ lu^adc cjimhinde la diManuia respecui al iicmpo. 


{mno cn el ctisw del muviiiiienin unidirncntioiiaL la accUradnii do In jmiiu'liI,! sc define 
como la dcrivadu de la vdocidad: 


ai f\ v’lil r"(ll 



MtiWi 1 


EJEMPLO I I 1 !I vector tie posieirin do un uhjeto que se ninesc on el plain 1 ov.i dotinido 
ptr rlM “ l 1 i + fj. Ctiknlc la velncidud, la rapide/ \ i.i weleracicn cuando l = I. e 
iluslre cl problems genmeirn; amente. 

ItfLUCICrt 3 a vrlocidad y la actileradfin on el 1 tempo r son 

v(f) - r J |j| = Sri + 2i j 

al/J = r"ifl fili + 2j 

y la fii pi tie/ es 


|v(fl| - yW)* + t2l|- = + 4l J 


US E 1 i mucMn ftqufM animgdni 
v ■'• ■^■£^3 or ^iocicLrj <t actfarsrin quo $o 

1 0 Ignyj , in,« rMJVas 



*^*% «3w^bh i» m^edxma dr H 
*** Jt w ? rjott op valor mwt 

rfoiXfr cutftfc j t 


"«»«»j 


Cuando j l 

V |l) = 3| + 2j all) fii+2J | vfUf “ s I- 1 
Ufr vooti'iev do vdocidad > atetemion vo iltftfan en la ligura 2, 


FjIMPLO 1 Bncuenw: la vcltxktod, ctectomddn y rapids tie unn pajtioula cuyo ihiw do 
posicidn rf/l = U / 


wikwi 

Till r’lfl <2f. r'« <1 4 iV » 
nil) = v'lfl { 2 1 e\ 12 + Jit ) 
[vlr)| “ /4i J + r* +11+ iHr 77 


rn mdi/ar wtiiaittlcs qt*e « cMudianm en la sccoinn 1^2 

| rilprMr |m .. . de CUNlttlo ^ ^ velw 


coo tfl 
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6*0 1)11 CAPITULO I i ruNCIONES VECTOR,ALES 


L'i EJIMPLO 3 Una piirtfculn parte tie \u position initial rdlp ( 1 , II. 0 cm, Vf |, 

inteial vlfli i j + k Su nedcractun es aUJ = 4f| + 6ij - k ftiluilr 

y mi posk'itVn eii el iwnipi f 

iOtlfCIDK Puevtn que ItUI “ v't/i 

dri f nifif/r = ( Urt +■ 6tj + ki i/i 

2i'l + 3| J J +- i k + C 

Para ilcicmiinur el valur del vcelor erninlanle C. debe apoyarse en d bethink' t | l)r 
v{0) = i - j -r k \ju eemicii'm Jitilcriiir du v(0> ■= C, tie nvmla que (" j j • k , 

WU 2rl -I \t j + rk + i j + k 

Qr + 111 + (3/ - i» j + u 4 nit 


,, , , _ Curno vti) — r'fil 

■ u gtafca -if la irjrHtPtft ifc ti lUKinwij mu 
rRistii W Ij hum* sfc eto- 

etct'; ear m gigreuyi rl/i que»obtyvoeft r ^ p J 

d Mio 3 



FtOURA 4 


= f i (2r + li i + llr - 11 j + (r + 11 kj tit 
- (;r' + r)l + U 1 - Uj + (jr + Uk + I) 

AI hacer t ~ 0. sb Ik-yia :i 1> rllli L dc nuxJo que 

rU) * {;/' + / + 111 + (j 1 - f)j + (ir + Ok 

Eli general. bs inicgndc* vccloflidcs pernikcn delerminar b vdacidad ..d-.' f.= ■ 

racirtfi sc cotuxx y la position t u;indo sc tiene b velocidad: 


v<r| | rit\ = n/.-n - 5 - I vim Jh 

Jr t Jr, 


Si sc ccHK3cc b lu^r/.fc que actiii whrei una pasticuia. enrom.es ^ puetlr dticmn^- 
brJcron a partir dc la se^umhi k> tk ftewfcm del mmimlcnur La. version uvtmii ' 
k-y establecr t|ue, si Lina tuer/n actua sohre un ohjeiip tie masa ^ > P^nJu^ - Pl 
acelerachin nil) cn cuLhlijuiur rirnnKnito j, cntdltccis 


rtn = inai» 


* |J| Wlrcidad ir<pjl.ii iJfil rilMiri-j rimn S4t 
y tuyu pmcidft « P « (o - rfn/rfr, u n 

^ aftjuto oue « fTH>r^i 4 rtf 1 III Nyijffl {1 



E JfMPID 4 Un ohjntn du' iMasa w t|Lic sc dcspb/ii sciimi unn ImycL'Enriii immlar l’i'h ^ cI|X | 
il-iiI angular k'tMisEiinlC ILl'TIl' un VCClnr de |tf!SK-MiM r[f\ -j ujJ I I a wri I 1ll 1 
b fucr/a que atriini en H nhjem y ik-miicsirc quu sc din^c hihim d lunicii 

S4L0Cidu tim wn ui I + </cj-ctis ArtJ 

iii^P vVf) iifo tu^ o>f I idtpj ^en j 

Pin In FiHiM- 1,1 H^fuiidt h‘\ dc Xru in-n scfPiila la Tiicr/a es 




wal/l ffltftofmarfl + dsetihirji 
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5 ECCI 6 NIM HOVIMIEMTO CN EL ESPACIO VtLQClD*Dt ACELWAtiON Ml 

l toserve quc Vfh mut ! wU) F,stn dcmucstia 4 m: U luer/j aetiiii <n 1j direcciita 
Mpiicsin .il miur del radin rlrj y, jhn lu unio, scfialo M nrijicii fi&niii 5 k I.nH 

lucf/ji sf Henna liter ai crntrfpatti, butcuiuloel (.cniriK 

4 T J EjfMPIO ( Sc L]^|>iit;i li 11 pfciyixtil cun Hn .Ltinulu etc elctracidn » \ vclicijM imci.il 
' 6 . Si h - suponc 411 c l;i resistcfleii del ;nfc es instil lignite y que Is whi¬ 

ch fncr/ii uxtcmti *c debe a Ij jtruveiind, dele mime ki funciiVi ik pmk-inn m) del pi" 
yectil f .<Jue talm tic n nuiniim/it d ak.ince, e'> Jem. Ij dvJ.inciii hunAwiial recMTidii" 

lOLUClftN li^nlci' nmt ejes ikr La) inadu t|iic d pfoyecu) inknt en el ungen PunUi <|uc Ij 
fiiLTUi ilc Li (travcdud achlu hfleia ahstju 

!■' mu m -mg J 

dirndi - if = U| “ For cnnsijiuieiiM. 

a = -gj 



mm * 


Como t it) u 


Vtl) - -flf] + C 


domic C -■ v( 0 ) = v«. pm In initio, 

rir) - vm - -91 j + 


Si Integra dc nuevo nbuene 

hr) - -Itff l + + ** 

Peril [> = no) = II. dc nwitoqiK! c\ vector tie pom km del proyectil esl* dado per 

gj + f * 

Si escribe |v 0 | = * U rapide/ inkial del pmyeeiiL cnmm.es 

v, f !=* tu'(K 11 i + r-sen ir J 


y j;i ccuaddo S sfi Iraiiisfoma CM 

rtr) = itviccncr)ri + [(Musenair : 9 s !i 


* " l! 'l IF >• VHI^ fJJMl If fl> 

'* f inufftr. la lra*t 

‘« S*w.v « parr a > iaia ppAfadi 


Lgs ecuaciones 


s pinntiiicK dc to m»w> «m p-« k> l»" to 


r 4] 


a 1*-™ lnr * ' d#e,u, ’ ,,cc * 

2 M , wn.. irj(2 wnnHIid - ■"* Kn — 


I ,1 


A = l^,avsir>r Y = l*>*na)i - rff 


ft Ci *- = li fnliSHK Jiliene ■ 0, 

. 0 s ” 


ti , - |IS, cm ol 


, v^-ntCK-mc. -/ »"' 


,alm minim., cuan* 1 Ml t« ” '■« **>»• •' w/ * 

























- - 
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CAPITULO 13 fUMCIOME? VECTORIALES 


W CIEMPIO 6 Sc lan/U un proyeclil cun velocidad inicml dc 15(1 m/s y ingulf,tic ckt, 
cum ilc 15 dcMfc >'■' Itlgar n Id m -‘lire d nivcl del suck,. i.IMndc wears tuck, el p(1> , 

vetnl v uni i|uc mipiMe/'.' 

“iOlunO*! Si ttuctf tpie el angcii sea d niwl del mu&k entttwes b position mlda) del pri( 
uvt ,l Cs ,d ioi > cpinmev neccMia .ijuslaf b ecimctin 4 MiDtandn U) j mi e\presi„n 

para v. Ccm Pa 150 m/s, a - 45 °, y tf ■* «■» <"M 
i 150 com tf/ 4 if =* 75 v 3* 

i, 111 + |50 sen<nr/4lf — i|9.KJf“ - 10 + 75, — 4.9r 

ntipikio iMimr nun^i » 0, cs Jtt ir, 4.9J■' — 75 \ -f 10 D 0, Al itwiher im^ 

nmrflTiil il‘li. \ tJMif Mllil tJ V.lltlT plMtivO di‘ I. ObOctH' 



FiiH* 


75,2 + y I!250 + 196 
I =-— - —- =* JZIJ4 

y s 

Bntom.cs a 75, 2l2l,74| ^ 2 306, de modo que d prayediI toca el sudn a 2 mdel 
punlo de pm Lida. 

La velocidad del prayed lI e> 

VIM - r'lfl = 75^2 i + < 75^2 - 9.8/)j 

IX: Hindu t|MC la rapiikv dc impacto es 

\ v|2l,74) [ - , (75 v'T) 3 + (75 v2 - 9.8 ■ 2L74) 2 - 151 in/s 

COMPONENTESTANGENCIAL V NORMAL DE LA ACELERAClAN 


Con IVecuenciii, oiandn sc esiudia d, movimienlo de unapartiaib.es uiil rcsoherliiaW' 
It radon cn do* cumpOMcnlcs. a saher. itnn en la direction de la langenie y la turn cn l.i J 11 
rcouin dc In niH mal Si even he p * [*aru la rapklez de la particub. cninncc' 


T u) 


r'Ui 


Mt) 


|r>rl|[ | vtfl | v 

y dt esie modo v — iT 

Si demu amhov rnicmbft)' de esta ecuacidn cun respcctu a f, uhiienc 
(Jj a = *' = r’T 4 - cT 

St um* lit caprtMiin p.irn la cnrvaiura dclmula pttf la ccuacion ! 3.3.9. cnU'nu> !l( ' nf 

T‘| \T\ 


[«] 


ib mmlo (juc 


T r . r 

M ' ini iiiuiiiiiii ticiiiit.il ha- ih tinuln tn la veevirin anierioreoimi 


l f f - KC 

\ - TV IT LjishP' lLi 


r - it in = 


y Li n noMn 5 st’ tnmfortM cn 


II r''T 1 *l'N 





































rw 
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*KCCI6n 11.4 MOVIMIENTO tN EL eSPACIO VELOC<DADT*CU£RAO0« 



*4J 



VI lh nbn it t y ivifj lasttmipoiienic^ lun^nuiil y nunnal tk In welcwknt lienc 

h <fjT + fivJN 

ikwtde 

ffl 


tij = p 


tin 


WCV' 


Ksia resolution se i lustra cn la tigum 7, 

Examine In qwe plants In tnmiulu ?. Lo pnmeroque tiay que (tbwji cs que rtocutv 
lt cl vctliit hinnniui B, Nn itiLpnrUi unmi sc dcspla/j dm i»hjcl« jmr el cs|niCiO« su -ilcIc- 
iLiLissr siempfe c.\t« fit cl piano lornmdn par T y N fcl pUnn osculadur]. IKccucftk que T 
piHtponrviona (a diravitin del movinncrtlo y N scnala, I a direction cn que gcra la t'urva.j Lq 
^ jjuicntf que tii-nc que ver cs que la components tangential dc la acclcrittion cs v\ In 
ithsa dc tmnbin lIc I:i vclocidnd, y que la component nuniml dc la urtkraciun cs kv\ la tur- 
vacuru uiultiplicadu porel cuadratlu tk: la vekidad. ELsto lienc xrntido si picnsj cn cl pa- 
■ajero dc un juiomovil: unia until* muy cenadu cn una Cimteru signifka un gran valur 
dc la cumin ra «, dc inodu que la com pone rite dc la iicderadon perpendicular af inovi- 
fnietUo cs grande y cl pasajem cs lan/adu ctmini la portczutlu del aLiom^vil. Lna alia 
sclociilnd en la cima lienc cl rniMtin elecin; dc lieeho. si tluplka su velocidud. cis sc in¬ 
crement a cn uu factor dc 4 

Hay expresiunev para lav componcwes tangential y normal dc !a accleiatidn cn las 
ctuuciottcs 1 pem U> mejOr e* icikt cKf3HCSk)flKs que dependan srtlmle r. r' y r\ C«n cs- 
tc lin Lhbtiene d prnducto puntu de \ rT y u la define sceun lu eeuacinn 7: 


v ■ a = rT ’ li'T + iff Nl 

- m *T - T + Kt >*T ■ N 

= pp r 


ipueuo ijikT'T" I jt‘N "HI 


| J or In ijinfln, 

SI 


Ur = V 


V - a r'lfl ■ r"trl 
v I r'ff) I 


Si lisa la fdnnuladc la curvitura que jauporciona el leurema 13.3.10, nene 

l r-|. ( x,- < ,)l p_Jr(.>xr“10,L 

ICMP 11 *«l 


I? 


a* = *p 


* fudi n 7 i i na mruculM uuc VC dt spWa tienc una furKidn dc potion 
rrn illf.l* ffK I* eiiniputiemcs langeneial y nomtul dc la ««*“*“*> 

Tin - l J l + ^ 

r'W - 2fl + 2U + 3/ k 

r"ffP - li + 2j + fir k 


rr/j - (I 

»L«CI0« 


Par luianfi. 


\tV>\ - J$r + W 
ij |]b la c(irii|Mineriic langradil connfc 

r J ln ■ r lr rrl K i + 1^^ 




Ir'frll 


v Hf ■ + **!* 
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CAFETULO 13 FUNClONESVECTOAIALFS 


PuL'stH 


1 J k 

r'(l) x r"|/) = 2f 2 r 3r 6/ i fir ] 

2 2 G/ 


La ectinck'in 10 propnrci(m:i Jl« ctunpontirite normal: 


|V(f) X r' J (Q| fi v "2 / ? 




| r'(/l | " v'S?- + 9^ 


0 

) 


LEYES OE KEPLER DEL MQVIMIENTG DE LOS PLANETAS 

A conliniiacion explicit uno dc los mas grandes logros del cniculo mnsEranda Li ma 
ra eonio el material de eslc capflulo sc puede utili/ur para demoslrar las leyes de Jtq,k 
del iiiovimienio de los pianolas. Despuds de 20 mios do estudiyr las obiservaemnes wj,- 
noniicas del aslninomo Janes Tycho Brahe, el muteniaiieo y sisimnomo akmiin Jnhar^. 
Kepler ( 1 57 J -1630) fomiuld las ires I eyes siguic riles: 


LEYES OE KEPLER 

1. lin plane [a gira alrededor del Sol siguiendo unu orb i la ehptica, Lino de oi\sk i* : . 
cos es el Sol. 

2. La recta que line a I Sol con mi planeta. bane areas ie miles en hemps igualcs 

3. El cuadrado del |>eriodo de revolution de tin pkmeta es proportional al estbuife 
la long it ud del eje mayor de su drbila. 




Isaae Newton, en su libra Principia Matheimlica. de 1687, fue eapa* de Jemo-ir^ 
que estas ires leyqs. sun ennsecuendas de do.s de sus propias I eyes, a saber. I:i tfwnfo 
ley del movhiiknio \ la ley de la gravitation universal. A conimuaeidn sc derrtuesER ■ 
primer a ley de Kepler. Las utras leyes se dejan cornu ejerdebs, con algaEKo suctsec- 



eias. 


Piieslo que la fucr/a gravitational del Sol sobre un planeta cs mueho nuk 
las fuerzas que ejcrceii otros ciierpus celestes. es po$ible ignorar con toda >egtiriifcJ !*>•* 
I os cuerpos del universe) exceplo al Sol y un planeta que gira a su alrededor. I utoj 
sisiema eoordenado con el Sr^l eh'el origen, y haga que r 1=1 vU) sea el vector de 
del planeta. (El mis,mo resullado efcciivo se cibiiene si haee que r sea el uv:-’ 1 r^p s ‘ 


) 


don dc la Lima c> de un salable que gira alrededor de la Tierru o de un corner yx ■ 
alrededor dc una cm re I la.) El vector dc la veloddad es \ r \ cl vector de 
cidiJ cs :i - r ft , Apliquc las sign billes leyes dc New son: 


Segunda ley de movimknto: l~ r 


dnrde l‘ es la Licr/a de la graviiueidn de un planeta. m 
Sol. (i es la cousianic de ^lavitacbii, ;■ 1 1' . > n 1 

recti fin de r. 


Li imem h" domuesiia que el phmela se mu eve en nil 
L tie las div. leyes de Newton, epienenlm que 


Ley de la gravitation: 


(i*\f 


r 


f a A 



il 














- t 


I 



StcCION 11,4 KOVIHIFNTO IN El E&PACIO wELOCHWD T *CU£ltAChQN MI 


y pm)cl0i«r 

13,2.3 y escriba 


S< miii-rc quc r X a 


l» Aptiqut (j ftnrniU 5 ik-i uvuc-m* 


iff 


T < r x i t r X 


‘ K t + r x a = II r || || 


For lit loiilu. 


r * v - Ii 


LWle h CK un vciMur ami . n, iPiidria suponcr que It - II ¥S decir. r y v „o n* 

, L t , bs J” 4U,crt Jctlr ‘l"« ^ vector r rifj perpend icutpir .t b pan, i,h|,k u.s vu- 
lures tie j. tie iixhIh que cl plancia siemppe quciia cn cl plarui qu L - pua |4 .i d ^riuen \ 
Ll> P^n^ndicular a I) fur lit Itmlo, la Mim del plancin es iijij i-una pLm.t 

htru demostrar la primera Icy tic Kepler, escriba dc imeuicl veUitr h tonio i. uc 


h r < v rxr' = ru x t f m 1 

Hi X It U' + * UJ = f lu x d'i * rr'y it ui 

r : In x d | 

Eniofices 


- (i\f 

a x h - - u x | /"'ii x a | ■ - GAi g x )u X u‘| 


— "flMflu ' o'hi in • Hiu'l ■ ..ic. mu i ■ ii- 

Pero u ■ u = , u - I j piieMn que um I. entonces sc inhere ik'l ejcnipln J de la 
scccinn 1,1.2 que u ■ it 0. h't lit lanlc, 

iixli - GMu 


y 3M 


tv x hi' - v‘ x h = a x h « G\t u* 


At intc^fjr amt**i micnibio' de In ccuackin. sc llegaa 


If! 


r X h = GM u. ■* c 


domic c cs ini vector cimstiiiuc, 

Pin cste piinlues convenient clogir Inscjcs ixiimteraidDs Je mndoquc cl \ci$*n k^k l 
iTKxielu httM npuiilc cii Itnlinxcirtl del vccior It. Bntonces cl pbnela x ili>pl;^.i cu cl plaint 
1 ! Put^Kt i| |lL " ll,Mtn V x h ttHim U son iKi pcrulienkiri'N a Ii. h is m.h ii'h I I IW*^ 1 *l Ud * 
queda cn el pSanti ,i>', Emo qtiicrv dedf qnc puedc escoger Iw * >' f ds maoett ***“ 

el vcLkw I quctlc cn In ..dc t\ conn* se ilusira cn la ligura S 

Si a cvcl .dnjiiiln mite c y r. ciiiimte* \ t\ Wl son tns otumlenaUas |’"Jaivs del p aiiLia i 

gjm h ct uitti/rti 1 1 

r - < ^ h i r - HtM » r ci ™= f/A/ r - « + r " f 
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*4* i| CAHTULO li| rVNOOMi^VECTOR1AU3 


d<irkic t* 


|c J. JinllH3CC?i 

r * 


r - it x h) 

GM f r cm H 


1 r l!* 111 

ijw I + 


domic f = i /KVA/) FNct*i 


f ivXhf (r K v) * h = h - h | h j" h 
dnnde A — | ti j. De nmdo que 


ir/UiM ) rlrfc 

I + r ca*0 t +■ * cos 0 


Si escribe d A'/r. obibvtc lii ccuatirin 


li 


I + t COS 0 


A E comparer Con d (core ma l I i.b. 6 r tr» cIjfu quc Eo ccuacion 12 Sy cv uat ii m f* »U d 

&cccitifl conica con foco en el orison y exeentncidad r. Sabe que Li urhiu lJ<- un pi n 
es unacurva cemida h y enkmctrs la cdoicu Ikne quc ser una L-lipM.- 

Con csio tcrmlna la deduccifri de la priinerii ley de Kepler. Se Ee puuir,i en l.i ikdin . i- -i 4 
hi hcggnda y la teieera leyes en el pruyccln de aplicadcm de la pueiiia K4S. I .i ■ ■.k-i n . 
ne^ de cstus tres lcycjk hnctn evidnik qiiC \m nktudos de este eapj'tulo propi sigh ulmi uru 
hfif MHfc n ta elieaz para cjplicur alynmis i.k las leyes de la naturalc/a. 


S- iliiocios 

l + hr: Li ubi* * pfLipufci' tlj.ii aiofftfc-ftailas Je uei.i pankulj i|l K 
de^plx fj pOf ct ttfHCiff a ki lafpi» de utu curva biuve. 
j Cjk’uk: Lii i-elcKuljJtft pnffidva SObfC Ic* mtervjliw |U. 
1L [0.5. II. |l.2|y(l. 15% 

ib) E-MJnv U vtkA'idJd v Ij upide/ die Ij p^lkiib ciW- I 


1 

4 

jr 


n 

IT 

o.s 

3.7 

05 

^.5 

7-2 

3.J 

l u 

43 

60 

3.0 

1 S 

M 

ft A 

i* 

20 

7J 

7 J 

2.7 


till I >ihnt' utw apraajvvnritin al vector* e*<in- Ij r, ;■ .v 
dc Li jluliulb en f - 2. 



2_ [ .i Jig.^j rniH^vijj I j ir,i'.r> Pfifli de MiM (Mflkiriw ifUC se mueu* 

ti-m veer** de prnn tdn n n en H iiempr* i. 

< *p TfKe ye. vKlTJf ifiie Pfpre^nlr >■ %«Rt^i(bd f UMUdb df In 
pMkuli vJhff cl mlcr'-jihp 2*1* 2 a 
bl Dilute un »«V-r Lfiirf rcpfWMe M vekn-ttfatf pr»mcd»> rn 

d rpHtF ■ Jki ( % < r * 1 

I E^fiba m «ipff 1km par* d ttttof ^ ff M4«l * 


3-1 i .iIliiIl' hk wluridjuJ. nedewi^n > mptde.' Lk- un.^ P Jp1l,M 
viwi Ert Fuiii impi Je poneii^n Jj.Jj.. Gratiguc U oa^ccE^nn • ! ■ 
liLikia y ilil^kje 1^ ialP(P dc wfandwl > awlfflT^ l*^ a 4 * w 
e«rrH.ifuiiikkdc I 

2L rfM > f : . r> B i - 2 

i ml (J f*4 v rL 


f - 

























7 . 
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fcEGClOM U.4 wvrMifHlO (N it FSMOO VEtOCIDAD Y ACILfHAOON 147 


^ UK JeoKiI* 1 */-' 

rftl ” ^ 1 4 ^ r U 

n a ' (i *■ -1™ n + r n 

*41 t-Awii Li vctoM Mtalliu ii v rapuksik b partictitacoa 

fj *Ktf* Jc 

t n*i - + M*- ** “ 1 > 

11 n > ■ t' «* 4 34 - sen ») 


H ^ dn(Srt ii iu pistil con mu <tr rVv*«* Jr vr 

{,( maLcv ta tdocMSlfl imci.ll del jmu m Ij jIiuij max i itu ikl 
inoycclil th ik 500 m? 

17. 1 1 pi in 11 Li Lil-ik ismi vdncidiiJ initial ilc I 40 (Ilk I klcninmr d<». 
.mruli^ ik’ clci .k ii. m qne se pueiiun aphcjf p.ii.i .ik.ui/.if li ii 
Mum.*! 4 TUMI 1 ill ik diMancia. 

t In h.iirhl«M cflvu b pekti ik Iriv^J j 4 pm pv jmKi del ri¬ 
vet nlr I uirlii haeia. b taJ b del t 4 >npii crflfjrstl. b wual milk 10 
pm de ihun v all 1 400 pm de h.w I iifjfii del pdpe del 
hal U pck4 j Ikik mu vrlmdiil de 11' ptm\ cm \m Jitfukt 
ik Vt uki rrqicdd a b luvr/iiMil jb Ml purWlFiiiVSi 
PitblKit 1 .. J.i ^lus fhidra lihrir Ii 


C rtri - v1»l + <* f j + ' t 
\t tin r : ! + I" I J + I k 
(1 pin +^enfi + till 

|4 rn f '<** 1 1 + 1 i f j 4- t k 

Mi I Vi ermine vcctmes de bcknUI I pfmd6m de una par 

^ic bew b xrkfjCHin daub ) b ifkubd y n^Kkii iwcii- 

fcsdftdiL 

IS. »rt - i * 2j *0) - k. rlOl - i 

IL «m- h * ** j + I2rk. %i0) L l<01 j - k 


l Ml 

■ ii FAUcfflP 1 el vetltTf de po&ctfa dc unu piuliculu i|IK lJCi»e 
ij ifkntki ■!*<! y b irlncidaij y puMCfrtin iniriiles 
eipwMil* 

* hi mi wmvuadcm, pRa**^ b ifc b partkuU 

If p?« ' lli + Vfl rj 4 cm Irk. ■ L nlli j 

It H;> ~ si /J + e V *(0l - k. «0» - j + k 


1 I j lint juft V pnsarido dc una fumcub H delimiib pt* 
ri.'i (I St. r ~ 164). ^Cuindo to 

* . f 1m* ac rr^rtre pm qnt la p-tfalto dc ™ ™ **~ 

ra La rum Sm de pmicHifl r+fS t' 1 4 ^ J + 1 k 

1» 1 a- fiF - r/j V nw. mrru.l (k N jhli^cn liufiu diiOLla ^ 
<nn* ikl ukvpf xv ^4ve ipi Dbpsocrt' ™ vl ^ 4 M: ° b ?* 


M del «h*. cm ATto«d-d ' 1 " j lJrtefn,,w 

k lmh'B*«;de pvwV* y vo fli lirfl1lf,t r 

B « „ — (bit'll. ^ 1"« ***** *** 

HUP ^ ^ vecirurv de veh- -bd > ^ri™*rM, ^ <- 

ft im priyccl'l cr* u« 

i«fnk. k rkhi i/m W lm it*"' <■ I el -k «nt ■ ( ^ 

’hi In dm# manund ikfiupfl* )T^I^ /f " 

„ 2i. 

*- m *w* ***>«* v** *■’ r 


■ ■Jim * *-- 

, . rllhr & |1 ‘. pm prM*^ fc J **f 

b prkria * 


31, l hi i cilhI.h! medio jI tirnc la fim* ik un (ii.nlr*k] j nu pni 
k'piilj fxit muni lbs oMt luhpiUid dc Siti in y .ilium Jc |Jm h.L 
lecliH c< cl CMinandiUilie de tin cj$n;ilii nuenfe y kr mas enta 
ik U iMMMlta ;i dilKlc pucik Ikjijr a 100 m Su plan ft ixkw 
1 1 ic l’l i ^ b i ihiIimJ .lL lan/ar pinks c iilienles pv encinu dc b 
miMtilb I eon Ltaa v^lnculal inkial tie Wt m/x7. ,.A que marten 
tk j Jibuti n ikhc ilcciHft a mis hnfttluo que ajuvlcn L 
cdtapulLi 1 iSupmea que b irawftifiJ * la* pmlfin ft fWF" 
dicntof j b munllit 


SI 31. 


Ml | Irn pdeta eew nuu dc 0 Jt k F ^ bn/a jI j nr hxia r! nr o» 
una vekKtdad ik 30 m/s a uti anruli. dc Mi um rnpccln il 
Mieln. I n vkiiIq del oesIf aplm* mu furtrt cmmnnua de4N a 
la pcJna en ilinccemi del CMC. JRn ddode car b pelula y e«i 
ipk iapide/'r 

I'ur hi rcjrubr. cl a^ua que emre pH nib IMrle nxla de un r». 
Ihiye cun may™' ripLik/ Cll el ccnlni, y U scknW ft mas 
lent? y Ikrya a casi oefi> (fl bs nwkpfncs 4 mmlme un bfti' 
■mho ljDC i» badael nurie nfl marycno pandeb^ so srpam- 
Ctfie dc 40 m. Si la Adncitbit wham tkl a^rua o de t 
pumk ipkir una funCKXi csklnlKa cimn* muJeii' hniin para 
el LJtudjI dc aeua i umdadkft do*le b marwo ihcnkmai 
/III - *1*00 “ 

Ui Una emburaCMin pane a una itkiiy a ’ mUWt ^ v ^ 
dr mV un jmnift-4 eti la msrj-c* umilenUL mient™ tmnlK 
ur un mmthi pftpHHlkiilar a U tmlla ^Qirf ^ ^ 

iAhjo U«fii tiena en b unlb ftTiVM- b emJiantactnn' 1 C*a 
lime b iRHKUiia del banco 

(b| Siipnnpi. t|W k gtisbrik Hcv-e b ernban:* hm haMa el ^.n.u 
W en licrra en b unlb LipueMi csaeiammie 
St nunueih- uiU srkekbd t.pflManle ik $ ^ V un «*’ 
etmsumc. dcKfimnc d «C«-k. ** ^ ^pm b emh-na 


eiftn Kfl Aepuaia ^rali*ii»e la Iraimiiiru 
hum . I^w «i teal to lui|<(k< a 


teal ^ Sip*e el 


.del 


’» o ™ f * iA " ^ 4 k*Oi H "* 

d, m «dn n^r > -U*d*l omoanv de 5 nV. 

unpilu al mil etW deV partn 

3 1-1 II I ’nil ulr bi nmiphh-nli^ UipflhW Jf i"*™ 1 ** 

|.i arlnii'ki 

U. HM I k <*M 4 ^ * 

R itrl-ti t iil+lH 2,1 J 

ill.] -C*»ll * 

H rtfl- fl * *’J * ' ,t 






















„ 4 lift It * 


a\ 


84# 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 
C APITULO n FUNCION^iVI-CTOFlPALfS 


37. mi , i + v :/j + <• it 

30, HI) -r i +- C0s"r j + seirr k 

3^ I ;i mLigniurtt del vector aeclerjdon a es Ml liii/s' Wisfi't 1 la 
li^ura. l'seiithl* ].is coinpmienie^ nonnal y langcudid de a. 


43. Iji fundon de posicirin de im.i nave spatial es 


HU 


(3 + f> i + <2 + InlVj + j^f - 7r~-j-jk 

y I Lis vdordenadas tie 3a LslaciCn especial ^hi ift, 1. ij. f.j 


Capa. 



i-4ti qnierc que In nave c*pociol Uegue ;i la eMaeimi especial 
^Cuimks m; dcbeii apagsir Ins motored 

42. Un eohete que ^ucmw emnbusitiNe que lleia a hordo mjcnir K 
sc dusplazj J»r d e spado, iiene un:i vdoridad vm j Mnil m ._ i 
rnm en el (tempo r Si lo% gases de escape miEcii tun un* i. , 
dad v,- cn idadtfn con cl cphclc. sc puede de-dudr a pirin 
scgcudfl ley de Ncwnm del immnijcTko que 


r/v Jw 

df 


V, 


JO. 


Si li« i.i part re da cuv.l iiKhsu es m sc tlcspLk/ji lljii liii vector de po- 
>IC!.M1 su i.nntidad ile mcvimienlo angular sc l3c- 

line como t.in - ^rrUt < \{r\ y su pardi 1 tersibn 
cenin Til) rrjHD x afrl. Dcmuesinique Llr) ~ Till IXxluv- 
eaqiuc m t£(I = Gparj kxJa r. entonees Let? csoonMantc. ta 

la i’cv dr fca L f^rhcnuk J'd?p ffc/ ufflujcnfo angniar. i 


in I P^mn^iit 1 que v(r3 • vlflj Ln 


jJ-HEIj 

"idiT 



PftOTECTO OE 

LEYES DE KEPLER 


A PH CATION 

Johannes Kepler focrmulo las ires leyes sigaieniCA parad movimicniu Lie hrc planetar cun Ki^c iv 


dtiuvN m 'bre 3a pu-siciL'm de Ins planctas cn diie-reutes (tempo*. 


LBYES DE KEPLER 

L Un plancla giro alredcdor del Sol simiiendo una brbiia clipiiea j unci lIl- mis f'.:xo'- cl 
Sol. 

2r £ j recta que yncc! Sn] y Lin plaitem barre arens i^LLiihlus en liciaipsis i^uuks. 

3- Eil cuadrcidu del periods dc revolucion dc nui planda pn^vctonul ,il cuhutlc l,i lur.- 
griud dt-l ejiL’ nuiyurtk' Mi Lirbila. 



Kepler FomiulA esias Icycs porque >c ajsisi liIilih a Jos daios j^tnm^micLis Nu pudo Lcr fm= ■|L r :' 
eruii vulkUw o edmo wl^imuhaii entre si. Ptw Isaac Nc^luii. en su liln'L' i^s- l Ji ■ "■ 
Lie IMT.deitM^rifdc^modcdudr la^ lies leycs dc Kepler a putir de du* du kis ppnpm> kc L ' L 
Ek L Ncftien. li .saber, ln seguiidLi ley del ninviinictiLa y la Icy de la gr>ivjiacjon imiheiMLl. In ■■'■' l 
cin'm 13.4. sc dcmue^tfLi la pnincra Icy xk Kepler iiMindo cf uik-ukuk- I'uucioiK^ vtVtL'rijlL^ I :l 
uMc pruycL lo sc lc ^lii'li ji Insvcs de liis deniOMfneiLineH tic In see Linda \ Icivcm 3cycs J 1 -’ K c P k ' f 
y ■sc c^plomn al^tiaaas lIc ctnasetm-iiLias, 

K lus past^ s^Lricnlc^ panidciisostiLir la Mzynihb Icy dc Kcj>lcr t..i iiLUaewn c* l:l ,III ^ |SU! ' 
c|ui' l'is t;.i dk5imrciri.it;bn de l;i primeni Icy l!c kl sccdLin 1.1,4 tin p.ntkiil.n ipln|ar I ■ ,x 
coiiftlcnadas pi >1 arc:-- lLc i^i I nuncr.i qnc r ir clis WH i irsciHMJ 

■ 11 ricmucHirc liuc h *■ ^ k 


El>i Fk‘ili,i/v:i que r 

tit 


H. 


Hi Si 4 VlfM"’ cl :iii'ii ban ilIh jiui cl vccim del r;nliu T rirK’n cl iiUcrvaknlr l '" rn l 
,f-, t\ L-nmiaen \ii li^iPFii. dcnmcstiL- ipit 1 


tjA 
■ i'f 


i ■ 

tit 


* 

^ . 


Eh^ Para t]iie cn Lina ructLi d cabulc acdcrc desded r^-piis.. : 

dirc veces la veCocjdad de sli^ pr^piirc eases dc escape , .ju l - 
frocctun de ^n mnsa miciat Icndnaque qtwmarel-duT- 
cljiiki combustible? 






























CAPITULO r j MMiO || «4f 
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kli iXxIu/vj 

" , .. 

rtf ' " 

SdTicpIr*^ >J " WlJ lj Cl,a1 4 s dcmiK^lr. la tcguoda 

** yu!*/ 1 ^ ^ "I **'* h " ri * l, " ,lrlil **“* al ™W«r del Sol, CS list it. T'eii d ipcnipotjih- ic 

{ 11 11 . . . icw'iticnilu ..»u clipiiia Supnnsa cwc l«* dc Im 

e -^ s "*1™ > tncnur cle Udi|iM- M »n 2« y 2t> 

Ml Med I ante d inusn id) dd pwhlcniit I, dcrnueslrc que T 2Htib/h. 
th) Dciniicsire qut - lN / - —. 


icj A panirile km hwKcm. fai > llu ik-mu^in q UC J- 


4jr 
GW 


tMii JernuiMm Li Imrta Icy ik KifEcr fthvjntquc Ij constants tic fini|tfg<!iNiliiy 
4i ( !GAf) ej imk'ivntliailc del p-Lnctu 

3. m penmlii Jc la i^hir.i de la Tima c> apfiHimjdamcMc ik 25 th.,- < ,i n tf ,u M n lltf . 

Itlaciitn y la Ictlxtj fcj dr Kcplfl, CJJiok la MtEiluil del eje mj; i«r dc Ij i-rhil.i tcncvlic 
(KMIa la iiijs-i del Sol. 1/ » 1 W - |0‘ kc v L iimtbntr ^UlJtmrUl 

G = M,7 x Fit ' N m 1* 


4 . pi^ilile CnlinjT tin ^.HclUe cn orhlla .drctlcdiir Jc b Ticrru dy i.il hiihIo i|nc furm.ine/ 

c\i fijoc.. lugur delcfniiniMkt 'obnc d ceuailoc Calculc la ulnlml que idquieie i.d aidHe 

La IJU^a dc l.i Tirrru c\ tie J.VK - H)- ' leg; su radio C\ tie 6.37 ■ 10' nk l .slli nrlnlj w ll.i 
mu lidhiiu peo^memna tie Clarke en IhuwtslI cseriiorAnhurC. Clarke, qnicri pmpuMi la idi j 
in 1 ‘»4H. It I prlmcnii dc uFc*. m.i l c I lies . Stocw)) //, fuc lanKSldn cn Jill in lit- MW* 


ftEPASO 

K5 i* H coke hoi 

*' 'A Ct ijnii fufK i. .n VKtlinul ' iCnmn talcal# mi df^ala > w 

* ir '*® «linrtaciAn lu% funcitinet tcLioruics > km i-\nvn* 

«MI*? 

1 .a r| veer Mnpt-nir a unn anvil muvc . .pun- 

^ rf ^wdflffnniHi Ih wtla lunfinte? ( ',Y el rtClflf imItiirio 

* * * fniv vcrmih Hrtiv^.1 ^ J f 

* ****** & V|kl|V t ^Ict, e^ritw 1^ «p!> r‘ lf> 

U|i _ 

4i|Eniv«rv 

A) rain tel/wmii 

ft) MmtA <r> •'/<»» 

1 l. 1 ?*** 1 * b >•*>•’») * «r« C» fi «f» ■■ - 

' 1 * t ^ ^ dfill fTf( T 



L 


7< 


I 


i j| ( ( Mu I n la Jen nid i‘■n Jr ynn Jlura ' 

ibl E nl'Li MM3 lormula jura curva[itr,i Ctl lrtmilN« Jr rlt J ) 

T(r) 

rci t-svnha urtn 1'^rmula pani till till in J cil tL l miniM‘. il,' nri t 
r"|fl. 

i«| i k.vL'iiha urm IVirmuiiL pwirji rmtinuni ik uim cmvj plana cuya 
etuiicifiii cs v = /Lrl. 

hti l:m;ribii fiimtul)^ pom Ioa vcl'Hia^ «ni|nmis norni.il i hi 

. . Jc imu curvu suaw mien t\ c^icin 

thJ f'Tull cl plulHi nuniiiil 'k L Lina l ’ N ,H1 \ mnli * 11 ”' 1 IlS 
l-I plum o^i iaik? '.Cuill pi c> tJituki .'stultakM h 

ponkuls « *!«■>« «'<• *** ,,nJ ™" J “ d £S " 

•Im i'lprK h nTfencktn <■ K™' 1 *' ,k ,u * 
li' ih ltd y nonnal 


t, t .. li’ In' h vn dc Kcpk?i 
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CAPfrTmo II FONQOWEl VfCTOftMtiES 


tltfcllUl 01 VEIMIEti MLIt 

Dewmrtf fi H muncmte o milidcro a Wsii Si tt 

par qut It n IjImv Ll r^on * proportion* un tiwnplo cpe 


1* 1 h* cuna ciin ecuaridn vectorial HO f' I * j + ' b 

cs mu min 

!L I ,i tlrmadi ik umi funeoVn Vcawifll sc i+4irnc ifcnvafkJo cadi 

link Mm anni^ramc 

1 Si um y mu taeknex vecliicktea JrriuiMrs, tr>E»wn.L* 

7 |wt*l x *ill ti lf) x fW 

Iff 

4. Si nn rv him Vbnrirffl settnfia! tbmiiMc entsuWcv 


J|r(rt|=-|r'W| 


S. Si Tiflc^c( wnnf imiunii Unirrnir ik uili .Lim * 
cc* la cunatura cur = j *fT '/# j. 

4 l : J etefe* himwitmJ es B<j) N|)J ■ T in. 

L Supon/a qnc fe% dos veees Ocnv.ihV umlinuarncneG. tin m 
pinlw de inflex iiin Je i-i etirva v ■/( ij, hi cumiura e* r> 

S. Si k{I) H pn liula f. I.i cum cv imj li-ph.’.i i^cLj 

i. Si |H#'l| I psn iwli l. cnlcmcc^ rYnl cs mu ^mutant 

10 S-i irrri: I para toda i. ctikhk^ 

fmlj |. 


IL III LHiLihliM^uljdH dc una uLin. ,i C sn un pun id lid* C J 
vrutsw lanpcrtlc. vector normal y cimanum epic C eia cm 


EJ.EICKI01 

L i J| GralHjur hi gmiaiya funon'm iciltiftjl es 

Fin ™ I 1 + cm srj + sen mt * * 0 
F_nn*cTrtrc rtf) y T*Uk 

i Sea nn + ttt. 

i j \ PVupnrvmnt et dnvnimo de r 
i hi fnicuk hn l mi r(rl. 

(C! rvimtliilr T*\$l. 

2. Determine uiu fwifia wd o rii l que rrprrsc me !.t cuna dc 
Lit hi del dfafar + _>■' Ih- y *1 pl.ino * + z = 5. 


Ijv (‘vhamW'. paramctfH. 2 ^ part Li mia unecFHc a 
b i 2 ’j'fi f. t = 2 sen 2t. : - 2 m-h V cn cl punin (I. 

^ 5y Cifalbquc la qmi y Li recla IJhccrirr m tm« mum 

pmvtafb 

4 Si fir) J j + r Cl* IF# j + SCTt JTf It. CVittk JJ Jif) 

4 Va f b I iirvj. ctiyi* ccuacHinc-v vim i 2 r\ y =■ 2l — L 
In r DckTTmiK (aid puniodank C h uwli jI p|tit4 C7. 

^fvi ft im Nin^ piramttrk^ ik I.i mu iunpiUt cn < J. U 0[L 
y it i cm* rtamkv det plann mirnial iCdKI. L 0|. 

J. Ap**pr U rcpli dr Simf*.ni « h para b Imn^ilud 

drl * la cum cm mni Nnn f f : . i t\ z f*. 0 == I 

* J. 

L ( jfcvir b ImcMucI rlr la cum ifii - (2f Wf P CUA ll. vn 2r>, 

0 - f < 1. 

t. F i fed* ■ r i ri nr* r i ► p | ■ it ci»rid * la ciitwb 
r <;p f| iH *t * 1 ' Am rl pmtii 11. f| Ol C'flkttlc d 
kinkp df uHTf^i i *Vt dr OW 

1# lr|MfjfkFi!^r !irv # drf f l * r \r‘n r J ■ r oute J b rrm 
r^ifp. ii h a k dr MU* PfinMa ilr*lr d pifU't 

f| ft Unt il difitr^m n ip* aiimrtH* f 


I K I n cl ca.^ct dc la air*a dcrmhhi pi n p i ' r! r a ih cahub 

laid ijmtarhi (anecnlc. 

(hi cl min uniLanci rnwriul > 

(cl bcimnOKL 

13. I blcrmi rtc Li lii mil Lira lL i.i cljfhL 1 i t - 4 Cl 

|m |iimrm I h 0) y fH. 4), 

12. Talailr h airvafuni dc la curva y i J cn cl 11. 1 1 

Eli- ilanicv liiu ccuaodB del ckcuk> i^datW dc la cunj 

^ i 1 r end rtri gpi. Cicatuiuc Into Ucwiiftm 1 ^ 
Ltiviik* ihoiladv. 

II hwnujlc- upkj cauciim para cl pJaim irnnlai^N' Jc la 

i If . v 31 h r = om cn cl p*mm SCI. s. 1 1 

11 Ert I.i li^ur.i sc iluslia lo am a t’ Ha/^nLi pur nrkt (hiUltiLi^ 
vcLfm de [iHisit,'Min pin cn cl licmpo r 
C j ) Trace nn vector que icpcwnlc hi idivuLnl [wnmftjM ^ * 
pankuTa cn cl intervals \ w i t I 2, 

(hi Kwnh* ma tKpre^wm p^ra U Vclwndml'' ^ 
ic I I vi.Ki ufkii ofRsidn para cl meter iinnAm^ wp*** 
y dphnicki 


Ti? 1 
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CAP 1 TULO 13 PEPA 5 Q 


S51 


U i:„ *<■ «»« «»tic 

" til I - • *> ' * * ' J * ** k C-c1 * 13 *i*v.dad, rapnk-, j 

xrkT *T,w dr l» IWtKTlij 

II. t» fMln.nU frttf Jcl «««» con Vrkn.Ml«j H1M.1I i j + J l, 

Sa taktmM* a Mft - *f t + \2, ■ j ftf k c<,ki*W s U i im . 

crttJcprieife 

If. In JlMadmpjimcon tininpilod? IV ctm rccprcln L, |.l hoH- 
irtHi * urn crkvnUI '".mil de 4.1 pie*. L, nuintt del ailclu 
^ uriw j T ptn pi* -imhfl del xuefct 
, Jh _ l\mdr <*JJ el dispam 2 ^ dftpttfi p 
,{ti _ lU- un jfou n eJ (fepso? 

, c I t [VnJf aiem/a el difaru 1 

£ CaMalr bs tan^mcul y aurmaJ del verier de |a 

dt una puijvnb cn functfn de pmkk>n 

rWP = fi + 2lj + rl 

11. In 4iwade radin I gira en la ilifcvcnin tsmtruna a las marte- 
t -ilbi dd rtfUij a una vflocidud jugular cnmLimr 
il" l nj (Mt^cula pane del centra Jd di*cii y \e dc-splaza ha- 
-!ui b ordb j In large* de un radio fijo de ial mndn que s-u pii- 
i cn d Ucmpu L i 0. csta dclYnida pur ru) *■ ltir»_ 


Rb* « cos wf i + sen a# i 
qur La vekiciilul f dr Ij purlieu Li ft 
t = cm wf i + sen <af j + f V.. 


ill 


inde i. K in ft la velncidiid dc un puithicn la urilla 

del d»ca. 

to* ftcmuniic qye b acclcracuin a dc la part L ula cs 

a * 2 + fa,. 

a tt'rri e* la acrfcf ac ion tk un puinn en el ht^r^ 

dr-iiel chw«-» FJ irnniiH' crira I! i ^ llamj m df 

f F.f, eJ rftuludo dc la inKnoChta dc la rufacion 

ikl dnen y el mimmiento de U parlwula Urnu pnede 

viwrntr if na dcnw>sfrJtrinn Citk* dc ftla ateknacitm C3- 
■^nardn hotia d hnrde de Lin tariu*tfl 


fcii IVrcTmtiie U aLeleracuHi ik( F <rKil|s dc urt,, fujii L -u]a 
■tf naioc H^wc un dhco qjue jri/4 ftCffl* b ccuiCK'Frt 

dl) — e J cot ull f r M*n iif/| 

A \ fliicAar i un dji dr inmui ttm para unir partes rrtias dc viis 
<k fernKarri I. ft impcrtanle dame ciwnla de q«c Li aL-eleran jon 
tfcfl i™ icr eondnua paru ipic In fueivu de react 1 idn ijue 
c|cice d tic n en Ja vfa lamhicn conhnuii I Abides a lav 
liimuiSav para las conipiincnlc^ de Ll acekwhin de h Becckin 
\ 1 4, CMC M-ta d caso si b cEinr.nliJra i.i i la cn Uwnu c^ntmua 
fal l In ca wki M n Ligicn jxtra cum de lun^n^n pans omr vb s 
eMMcnfft dada* pur v = | parj fc ‘ fl y i ^2 - \ fwj 
« > l/v- podrb ser la fvwiAd /li) * ^ I - 
d i I % 2. cvya graltca zs el «iri L i> del ujnrok* mo>Tr^k« 
eti b ripufa Parece ra/nnaMe en una pnnKtj rrtiridj. De- 
niiicsirc ljsk Fm fbneuSn 


Rvl 


c% L‘nfniriLia y licne pcTidicnle LCMtmuj, pem »u turvMtn 
nt.ii ft HfHliiiLij. Pt?r Ilj uma / mi cs una cuna Je uansk-kwi 
avcpraNe 

S (M [IcicrmiiK un pcilinomhi dc qumnp piadfLi para t|nc funL-ti.^ic 
CfHtlO tUTTO de IransitLiirf cnlrc Im ^i^uicnEft H:L!metlTiv- 
feCtlUlhMn: I = (1 para i *. 0 \ \ i pai^ t S? | ■§€ 
pifedtia efectimr medlaule un pdinomio de ettarto g:racU>' 
Mali.uik' unci calcubdnra pura hater gkihea* o una 
cdntpULKkard. gralique la runcidn ^ctmetEada" \ Li.irtlpnjebe 
t|Uc" luce como Li de Li ripun 











VV- 


r, » Jf 4 ' 
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PROBLEM A j ADICIONALE> 



FIGURE PARR (L PROILIMA 



flGURR PARR tL PRO* LEHR 2 




t. | n.i p-iiiiliiI-i I' -• J/J ■.>!» ' L-I.M. W anjaikil ...i to d wl m lie un f it,.,*:,, 

ll .„l (ll t , s e| i, r^v-rt > cuyu rilitioo V dice <|mc I.i (Jjftfculn anulli. tie un tu ,<\, 

nrutormr Sup*ni»H tjuir cl nn‘virllifl1lH» ev cn -.cnlldo cmilrarn. . las numiLill,,, . w ti " 

4 „J > <)Uli . t;i purilcula esii e-n el pU.Uni K. Oj cuuitJn t 0. El 'ftlm 
<k CD cl mrropui ‘ «c» rift -Rmtfi * fi «it wf J 

Id) l-.ncuenirc cl wtwrde * j <knwnw <|ik s * r - Cl C<hkIu>j hi* * ,, Lr ^ 

,il circulu >■ scrt.ilii cn la direct. del mimituenhi 

itih Dcmuc.strc qttc lit vetocUlatl I v | .II- I,i pjaticulii es la consume <El priv>ti,' l ,fc i,^ 

111 II 1,1 cs cl IN'IIII’t, 1 |IIL’ fW4Uk-ie |>.« J cmplt-l .r IIII.I rcv.tluium C i .iiL-luvi quc 

_ Iw 

M ** 

H I I iK-«a)U« cl wchir wxkracMHi a Dcmuetlri: i|n- es propcrtimn.il .i r j, qm- ...•m,, r: 
linden, t nil dvclETlK li'ni Liin csl.i punpieibd ser ll#mn fit'WrnJr urn , ttttrfpt'la IX'ffiucslit 
L |ih* to nupnitud Jcl nxiiw .h.clcT JCKin c* a 

i ,1 h Sufumga ijMc U rrciva Je p.irtit nto ® in. Ucmu, *m- i|iw la nuijfinliid dc Jj htcw I . « 
raimcn.' p.if.i poxlllc'ir cste iimv. L-flCO, Ilaiii.i.lj fiierza IJ tftrtprht. t’. 


F| 


>» 


Lr 


\ cum cmrubr dc radivi If m*HT uiu euiteteM t\ j'Cliii1.;=s|Ls > d .Lri£ul»cfc>M *k 5! ^ 
aiKnmdvil ptjtijc rtttNnrr b cttfM um MgoridmJ un pin nor ciumh » nuha> frk\npn . i.:.. 
m'ELMi] y Li^ l!;mlyh La pc:rtliiLl;s lIl- I'riLfk'ffl pucJc <K.nmr L-j>L-isi|ilu i h L“Jncl 
Ui unit capd dc o dte hido. Iji vcUvlJuJ [5CiiniLida y# la curv^ es la 
nu*imuc|ut m awuWtvil pucdv Luft^uirsin paliTutr. l|mc un juttmimd ik- rto^r 

jwtxj La curtii * b ick'hbl pvrTiiiiiJj !■#. 1>^ fiier/a^ Skiuwi w^nc d suhmimujI Itierrj 
vcdical. FPFii, detudii jl pe-s^v del »illu.iiiil.% i3. y b fiicr/41 ¥ ^us: cjcite Ij carrererj v qi»c r-*-_ 
!■ ciki V^Sase figuni. 

1 .,i Lurrtpcmenlc wnicul dt 1 F cqukllbliii el peso di’l U’lmulo. \k t|uc I ^ ! ’ ! -J L-j 

LiHnpuncnEc hinift«i>tul Je F LiiThTj him Iwr/J Lu'imripcU l-ti el i^hleulu. Jc n:^ 1s ■ i «- -- r ' 

Li M- iHiiHia le^ de Vt wlim \ el ini rill Jd pu>MetlVii I 

| F | son If “ -jjp 

iv t HemucMre mie im fty Ian M 

I'.er uctiirv b vebckLid ponilkla dc una eunj km-tilar c*wi 44Hi pic* de rjdu- u|yc p? 

CkllaJj. 3 el dtf 12 

fe> Siipiin^a t|ue kh lnjitnicnx J^- di^L,-nn ifk'mi m.mCenerel | Krr iJie a lw . 

acincnlar U vekiusLiJ pcrnilmh en ftv* . , ( lisII Jebcn.L -^\ el niJm de U . 

He -di-.ri.Lra un pniyn td Jpwle el mh^vii K*w\ un .injiLLlu iJe dltfVjeion it > %eli i 'd.iil ■ - 
ruanjti sc wpu^Miuc la a'NiMemia del .lire era mtigniftcamc. j Rjikc b linK J fluci^-j 
ludl^.i cn el proycilfl era b ^raveibd ty, el e.iemphn ^ U >cevu'n 3 } 4 el 

inisk'ii'm del ppuyeelil es 

t(| 5 lis.kkrt 1 4 |N, ven nir njr ] ] 

lamlurn Wir^^lniqtie b divMiut.i iMmyimul m.aima del pmycvhi ^ alejnfaetumb 
ip J5 n en e>le 4*38MF h el akattte cv ^ ^ 

Uij J 1 . ji line anjsulo vk- Jelx- Ubpitmi el piuyeelil |i^i.i -lEljiiali lihji jIilhj nuixtnw ? 
illi uni mlAiirm? 

Ihl | j ije ki tilpf iil-iil unepal y eun^nlerr la JHflMMdft 4 2R)i tfi “ 0 * eu>-k 

iluftn en fca Ilyina f^emikevtie «jm.- el pniyeeltl pneile *Ut en -v IMli|iiie7 ilenl"' l * h 

el Nmile de la ftejim ileliltlllJlib iw la |VJI jUdj % el ek I. ■» Hue ptieik eH iW 14 
hhiiK-ii fima ik eiui repk'ui i |ih|l 

■» 1 Hiif ii iri^ji jne rl iirriiii m: rlevn n i m iiii^liIm l)p Ilii lhlL'u un hi emi okieUitk' .iLJH^' 11 1,1 ^ 

lii i|ue rdii Mi^rHlulmi Ufta iJm A Mobre un pmUP j 

ik jiiLe I I Ikliiiki ?i Mf liliet^ eu i " I ifiiinKiilit eu (|if *e JivpaM b piMnpb DB#wh‘* |f ' l l'^, 
pfriyccid ueiiijue d.i en el Mantik, i]ur liftpHh 1 el %iakw ik Ii ^ ^ ^ 

!■■ ilj'i r el nielu tiiiFi , 11 | ft 


iHVdfA PAM Fi PROfillAA 1 














































!l6gl 4rilULP(OILl«!A4 



nu n hoilema s 


<$V 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 





CO m Ej lic .' 1,c 1:1 '* , ^ vn ,UiCi * im f l4un, - > “ cl "»do quc C-ifinj un t* 

- v z~iisr * “■* —■» ^ *i m « 
r * 1 rr f ****** *^ 

renew del ,un* ' * M P*®y«ll cm fiinrons de] lump* t, Igniwr I. rafe* 

,hl ^r^r^!^ n c i pi;^ m “ im, ^ ci 

t-r^in e^rtTvim.^T^ 0 W ^*5? C " U " P ^ W k tc ^ fB< * c ' H Ul ' 1 >«Ik fiiyn .input i Jc in.:Iin... 
Jtht ’ V l ! ,,e J * 1 <l,1|iMl> LtL ‘ <=l itact ptritiicnie rl ,ir<»m-nl 

d h M-i lisp.,,inh> un |« .li.ccc.rtn lIKtliu cm re d plum. j- In vert^l 

f, n r* '^ El l * l|t f >rt '' tfll1,t f’diiiiiml I Id Icy, co I 6 H 6 , nrunmio b Pcycs. de In Hravedud y 
;! movimicifliiil? proyectlla, y ta aped a Iq arulicria. Un pnihlenm que pbmiert « ref*, 
c.onabj ain d rtiypimi de mi pmycuil pom dwert un hliineo a uw rtitfhNctu W cn un d..m. 
ihlIiii.iiI.i huu» ambn. Ikim^trc <|ipl- d anyuto d cm.l d r „ nLX *i I deb? «r diypwidi. 

pafJ >■“«»■ c> ct wi'niom« d Angubdd inui<. i C ) pemuw L. minima 

^filiL 3 t iu r^i j ^[hS-l’v; till til Ikcdm- «k ^iic Ej energy d^c^irij pjfj 

pnviviil » prapMekroJ ai triad n»do deb yeWidad inirial.de mtxbijur rtimnm/jr b 

entryu equivale j mintmi/air L teUiil.hJ initial 


i. Lna ptku mala |*h «u mpa a una itkiiiJ de 2 pkVv. La mru Ikik 3.5 pm Je jhuia 
.at IXlcrminc tl punlit al cud l.i pcLu.ii jjnljurd el pin\ y eak'tllc la TjpuW ■: n cl tlT^lhiMla' del 
mi pact, i 

tkl l.ntucuirc cl anguinecnife La iraywimiide la pefou \ b linen vertiL-.il ilihujadj p*.i I 
puntodc impacii’ Vejivt Li riyku.i 

it] -Supimya ljul- Li pdina rchiUji lIcmJc cl Niicli.cih el oii^itin jnyulot.ni el uni! juilpca d 
pisif). pem pieitle 2n' ■ Je ku trlieidaiJ dehidu ;i b eneryw i^ue aliMirhe c« d impn-iu 
, r>innU- peya In |>ddia eri cl suduen d seyundi< rebuie? 

f. Caicule la L LinulL.rj ilv la t lif s :i niyas lvuiiuimil's pjirameLfkus mmi 


t • I hcil( Ud v= | eOhl - ttM'I f/ri 

M » P I1 

7. Si sc dispra un pniyectkl cm unyuln de dcvacion a y vclwndnd inki:d i . tmunp l.i^ ccua 
■done*, purunklriv'.ts pom 'U Hayiicu>na wm 

v - irwi «(: - 

I Vcatfl ejemphi 5 de l.i SC««I*1 I.M I Sahc ^ue el aicaiwe idiil^nuj brtW-flIaJ r^..rriLl f c> 
M&xano cuuuhLi » = 45 ,.( 7 ik Tahir de u h;tit- mninaa la di- 4 JKM u*j\ nvumda p«« el 

provcclir lEtpme iv^pwrXfl edfncla al gradi’ mis certain', i 

t. Un cable licnc un tadtn r y Umpitud L \ diii mndlado en un dlindn* de idw H i|iic *c 
iravlape t Cuil ey In lonjtilud tn4* ciinj en el cilmdni que quedn cuhcrtj ton d »«•** 
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DERIVADAS 

PARCIALES 



Las fiiFitiOrvM dc dos variables se piiericfi vnuakElr por mcdw5 de cw» dr ^ 
que eniiiin ptrnm doode ll fuiKitin loma un valor cfctcrrrimadQ La pwi'On 
.jHmosferica a unii hcra dada es ufia Cufic(6n de longimd y laDiud y s* * n 
miliban&S.Aqui las curvns de mivfel iu llaman isobiras y las quc sc presermn u'^' * 1 
puntos quB tgnUn la misma presi-frn d 7 de mjno de 2007 (Us curvas rmrcj'U^ 
1028. por eftmplo ctwaectani pumas con presran dc 1028 mb ) Los vrent< '■ 
IrUpcrfide ticndefi j mqwerse dc rc^tqiw^ de alta pccSiOO pOf lodts Ul 11 

hacra regicme* dc l>n|n« presion, y son m*is fumes dande Us isobara* esO'^ 
Ctftinas entrt \\ 


I Iri^l-i cMi iiHiiru'iUM w>ln sv r li.i rvtudiudu cl i uh ulo tie hint'nine* dr Hllfl *+*kt vari.ibk 

I ii d mtiridn k.lI b eudiiirj.^^ \ns Lonlktifck* fi*ka* depcmk'n i nii ffriMCiKia it 1,1,1 11 

mis ttiftflhfrv pi* Ifiquc en Olr i -i| MI la I- p „ rr.il.ro lom . * . I ■ ' in^ i.lii.lMo ) '** 

rrerafi/jii P*r. mUmh Hjiui’ih rtrl « iknlo dilcrem r.d .i tfk kis liintronc* 
























iv. r* . 
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HI FUNCION6S DC VAR IAS VARIABLES 


I n OU *ccki. f untlnnri ^ j,,. 


ii. m.,\ variables dcvdc Luatrn puntm de nu 


■ Vcrhiiliin-iiiL. 


r mc.'il i , i tile una (Jcsifipniin lice ha con pulabtfnyi. 


* (niL-iJiLUHc uiui Gihla & wtan*). 

* ^ECbnitmimK iHtfwv um fdnmbiAptian]. 


« Vbmlmcrut 


Nu merit: 4in«)n(c (rnedi 


{ mvL-di.miL- uiiii griiiea ncun^tk Bivd I 


BilNClQNES DE DOSVARIA8LES 

l -i kiiipeMkn.i / cm un (n liii 1 * i|l" In supcrluie (k Ia Tictm um irHjnrcnio dado. 

♦prude dr ),■ ImjiiUKl x y U LmtiHi h del punk. V- pueik pen-^ir que / c una tiirv-i 1 'ii dc dm 
vuriablo i y v. naniKt uEiA kiih.mn del pin li L ej. ];m^ dependent: iu tundofal •< mdicii al 
escribir 7 */u k yy 

b.1 vcilumir ii l tie i lei ciliintrii similar depends del radio ry dv su allura h Dc IulIih. sahe 


qtic V - Ttr h. Sc diueqjur V cs tnid, I’unckm tie r y it. y seeserdx: V(r, A) “ nr : /j 


DfFIMICION 1 Jma fund™ / de das variable cs una tvpla. que unjinj a coda par 
imdcnadmlc muiicnis reales U, \ I de mi cnnjunln i) an rnimem real unico que -e 
denoia con /(i, yj, El conjurnkt P cscl domlnlivdc/y *n ruripjo es ti\ conjunio k 
vulores qge tmna/, es deor. {/U, vl|f.e.y| £ U\. 


A iremidiH. sc evrnbc : = f[\, y) para hater CKpJftito el valor que loma ft n cl punio 
i i. vl l.iis varuiMus i y y son viiniiblcs indcptiidEcntes y : us In variable diiKtulirntt 
(Compare lo tuiic rior com la nuiacirtn y - /i x) para fundones da una Mil a variable. | 

Lfna funciiin dc don variables ys justo una tuncifrj cuyodonuniocs um suhcufijuiiiu dc 
w ^ euvn raoyo e s un subconjunlo dc 3, Unu tnaueni dc lepnescntar tal tunciin-n. ’•■c Itvjri 
medians un diorama dc fltchas Ivcase ligura 11. donfe cl dominkvD sc represent ‘omo 
un subconiunio del piano ,tv. 


-r 


/ 


/ 



IIGUMA 1 



v ' , 1- )' + J <b) ft -v. ,v) - t Id y 1 - ' I 

tilt , - i 


fiX 2) - jT t j 
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III CACltULO N DfRIVAOAS PAROALt* 

■ + * + | - 0 



I... «prcs«W> pill a I Here m ci di?nimimikkjf Wi c* cent y in vamidiul . 

jp rji> cuadfuda its mi nepjriiva- EiitiUKCs. «?1 dutnitao dc/cs 

/>* |(jr T v)|-t + i! + 1?0, Ji>* 1} 

UdcMgimfclwl t fi+l 'Mr 5 ' I . describe punlus que t|ip-.| ltn Ki 
y ( — I, n piir arTit »4 de flla. V i ' I signifies que lot punk., .„h re | a ^ 
iirin'ii (|uc scr ei.diiidos iIl- 1 dmiiiniii (vciiet- ligum 2 j. 


FI GUI A 2 

v Jf * y + t 

3 %'iiiinLxi tie 1 i. Cl | 



tmui 

Pwnimn lie fii y i = i tm v r i 


,bi /(?. 2) - 3 Inf’ 3 - JJ - 3 In I - 0 

Puesto que My 1 - #} se dcline sfilo cuiindo .v J - x > 0. es dear, ,t < y ! ,d ddma*, 
dle/e* 0 = |l v, vl t< > ! Htc cs d conjunlo de punio> a ia ivquitnJa tit L ; p jr ... 

.1 y. Vcasc O^oni A, 

No limits las lunciiHuzs. se dun cti fomiulaso^plfciEas, I -i furtcion del ^jcinplu si^uiciiv^ 

describe en Inmi.i verbal y medians eslunarioncs nummeas de stis vahnv^ 

£|EMPL0 2 En rc^tones donJe cl cliitlEi del ifivicrno cs ttlremufeX d eftftin ^k 
Liiilira a mcnuJn pora rt-presCHLir hi inters h kid evidence del fritL Este mhIilc \1 r nr. 
ictr»pcraiura Mjhicmj que depende de la temperatura real T y de la iekxid.nl ik-l \jsn- ■ 
De cste modo. M'e* una ftinetsw de Fy de r. y sc escribe IV " flT+ f>. Ei» la labta l <»• 
jjiscrLin livs valurrs dc W que remind ci Notitmaf Weather Seniae de EsiaJi^ L'n^.. ■ 
Mi'it'trt'trhtpu til Svivice of Cmtiithi. 


TOLA 1 

Ek\ -n de crtlrLJinitniLMjn kinchin 
ik Ij icmperalura del nire y du 
Ja TrelisodjrtJ tkl vientta 

* WC « IllOft ff ESbUltfB) 

if.t t 4 yd -jt. m.«fW5 indiea irlo in eI we 
niwiemfKS rjfl- 7001. y « m3rS AKflCI^ tyuQ b! 
sntjguR riidirt jui| tr^tiir qut camo Irici se mnfo 
r «*fidc hacs F.r mdi« u 
f -it ^ui tif* -*"j} la cars ifc ™ 

5*^* fpsrit rahar 4K3?ri5lit per meAr. 
rip ^r.irftr/] dlnicfl* 6 k cua^ ppfirspws 
-■"■'■jntanss h|Hrr/i ft ipuHAu a u«k 1 rliwirsidad 
Wjjffit’jir. t wsemte * «tec4*d dff 
**»«Hi« ^efriQEiiite- 


V P dodd»J ik-l v icnti> I km-h i 
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SICClON 14.} fUNCIQNE* D| VAR I*'-. V*«U*RI I i 




1(7 


ta tumid- i IT^ I* woimmia cn cl cud la pirxIik^Kin orf iteteintitudii por 

\ ^ J '"^risulf nhfit rd^Mwiad* y |y cantidad de capital iincrtkJo Si hicn hay 

hi nv - r ^ ^ ^ Bfccmi e) reiithinicnli’ tcunumbt. iu mtJeb rrviilki *cr nHa 

C * Ut *° ^ * unCHin iiwdiantt hi ewal m«lc!jnici la production trade h [rmta 


m 


HLK\ hi K - 


i unde t In pnHlucejiin IihllI Cel valor nwfleiaria dc lodos lint hicnev qne (umluceM 
hi liii Limn. /. et hi uinEjthnl tic mu no dv otlni fin t'antidd nnil dc hunihdioinhrc l ruluLi j u- 
dus cn un ;imj y A cs. In iatnlidnd dc capital invertido kl valor mnnetnHi) dc lodn. Iu 
niiK|iLiiULria. cquipo y cdinciosi. I n la seeeiijn 14.3 sc licmucstm cornu 3a lorriui de la 
ctuadmi I sc iniieic de eiurim NU|io\icinne* ecorirtniiut-i. 

tobh y Duu^hiv j,e upoyLimii en dnto'* qne public^ el goherno para nhienct la uhla 2 
Tomamn cl alio IN99 cflfnci tiim linen de relerencin y a P. L y K para 1899 w lei asi^no 
el valor tic H Ml. Los valorem tie ntrm aftos *e eitprciamii count pocceninjev de I" 4 , vnloiet 
de 1899. 

Cobb \ l>m.ielj> rtpfiiamn cl meEmlo ilc los minimus cuadraJi ■ ^ para .iium.ii 1 ■ daii- 
de la labia 2 a la lunclou 


m 


P1L. A'I 


1.0 li A 




EYease ejetcicio 75 \i deseu uuynies deiallcvi 

Si itsa el itnuk-lo iIl’IuiuIm pgr la iuncion cn la eolation 2 para ealculur la production 
co los amis 1910 \ 1971). ohlitrle los liilore 1 - 

PI147.20W)- l.{)lll47f T5 ^0Sf M = 161.9 
PM 94. 407) 1 ,niO94) l|TS (407> Mii ^ 235.8 

t|ue st>Ei muy eercunos a lot vuloce* reak-s. 159 y 231. 

U fuTK’idii tie la producctfn 111 m: ifcd posteriormenle er mucho* cwiEefcln*. que tan Jev 
de coropafifas individimlc' kMa eucMicoes Kttftfmicas zkXntei* Ahnra %c lc con.ee conn* 

la funcion de la produceHin de Cob^lkm^Us Su donumo O [i/„ A I l 
penile L \ k repraenton maw* dt '*«* > > F * lo nutK J 


l j emplO A Dele mine cl thmimio ) ranjio dc yl e. >■» - v 9 ' 

l&Llftidli B dominkl dc (?ct 

D - \U y)|9 - jr ! - r ^ 0} - [Uy)\ t : + v' • f, l 

^ c4 d clrtulo tte C«ln, (0.0) y 3 <«*« «>■ HI *« « 

j-|. -i T t " - v% U.y) £ 


puenirt que et min 


... : -n.Mrnm» 


4 _ -1*9 ^ ^ 


y rt r.inpo e- 
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>1 (0-31 
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Jill CWlTULO li DERivADM ftMtClAlES 



( Y. 


GRAFICAS 


Otro tfiodoik reprcsenur el ftilfOftimiortO Cfc uiui hiTKion <k Ah var^K- 

rjr >4.1 pifia 





□Ef iHicroH Si /es iirki rnntuin de do* variables con dmtinio D K em Ucs L t 
cm de/es cl eunjunto tk lodtft hm ptmios |i; v. :l en H 1 fcaJ que ; 
esiu en £J. 


KMfl. 


Asi co mo la gratka dc mm l imtiiMi file una variable c;; una curvu i\ lin . 
v = /U). (y gnttica dc una luiicion / dc do* variables e* una siipcrikie V euya L-mV, 
z *■ J[x\ y). Punk rc presenter la grallt-a S de / Ji recta memo cncitila n jtbajt* L i f 

niinio £> en cl piano i> i>ease flgura Si. 


EJEHPLO 5 GraJique la fui>Cidn/( i. v) ’ 6 3* — 2v. 

UUJCKHi La gjifkadc/Ciene la cciucmn 6 It - 2_v. qIj + 2\ - r, 
present un piano. P*iru gralkaf cl piano, primero caJculc |y> imer^po^^ ^ | |H> 
eje* Haga v = - = Oen laccvnckm > obiicnc i - 2 coma ta inierscimm,, n cl ejc i 
Con el vnisvito prcvcdimierito ohtknc la micrNcccnin con cl eje v. que es \ v | 4 j,. ,.. 
;, que cs 6, Ya con cslo puede ^rjfivjr la pone dc Ile ^raftca qu^ e^a en ft pm 
lante i vea_se iiguru 61. 




FJC UM 4 




f IfrLlt 1 7 

{jftifficd dr p f, n'. »- .. i 


La fuiKidn deli cjcmplu $ c\ un caso special de la funetdn 

/( t. y) - tj.x + hy + r 

ipic se llama funvmii lineal Lm grrflitNi de dk'hu Hiricidn licne pi,i-r cvliliuou 

' ' ii\ + hy 4- fu m l hy r 4 < (l P 

pw ,(T q L| C un plum). A si cm mi Ins ruiHiuiics Ims'iilt-s dc unu snt:i vurml'ls 
Timfcv eti cl calciiln dc unn koIji ^inahlc, vein mie lits runcioiic^ lincak^ tk urP L 
dcscmpeAnn un (MijicF liuidiiriicnliil cil el L .dvsiln de i.iruis varinbk^ 


O EJIHPIO 6 Graliifnc n. h h v M t 


U ccuat ism de la frilka r ^ «i 

fTiicmbrf^ dr b em.k iiki otvlEeite '> n i Jccir t 1 + v + - 
ithm: ii«frni nn.i ecii t ki^m ilr Li eilcm oiti eeutn>ai d mi^ru ^ iwftio 1 1 

a? r ,il k a lIc {j c^i uUft lii iiifkrrliftr ifc? ciUi naik* N^f if.i 1 1 


i i M dev^ al ciinlr,*i*» ***** 
























* * 


AF\ : - \;5S 


1 ECCIGN M,| FUNCIONSi OE vARrAS VAMA 6 LEH 


*19 


t "A U ?. . 11,1 P UBde wr wpofsemiKlji par tma M,b fundtfi tic i t , 

teii.aM.M J'm tf,c,,iph ’ 6 ' superior dc b esfer* r + / + - , ® L .„d rep ^. 

I** b tHu'dim * 1 !,* — :r- -3 ' r U Serniesfaa "*#»*«* represewatb 


r. 


< n '!l! ' t,IM * ,, "V«*fcw. trace b grffica dc b runt ion dc b production tie 

Cobh-lJuujjjia* PQ^ A i i on/ 1 ^ 

III l.« ligun * tt mucstm b ^nilieu <fe /> para v j|«es dc b marrn de t,h F u /. v cl 
tap, at A t,uc Wa emit fi J .MM). La compowtaa dibujo b stipertick- a*™*, tra^ ver 

''** Vl- 1,0 etias tra/as cl valor dc b pfuducctdn /> sc iocramnia ctuuxto V, „ A sc m 
L'rcilli'Piliiu n Cfiitm era dc cspeiarse. 


H&URA G 



i f i EjlMf'i IVk mnik cl lIlimhiho, el rutigo y ^ralique M.i, v) = 4.^ - », 

! • Ofocrvc qiic fox* vl vtiii del ini da pttr todos los pares ordcimdns pusihlcs dc mi¬ 

me ms rciik-t n. h-J, dc niodo que cl d* mi in in cs ft', lodo cl pi [hid .kv. FI raiijjn dc h us. t -| 
conjimso [0, ■ l dc liulns Ids numem* reales no ncgalivn?. |Observe que x ?()y r ■ <), 
dc lliudo 11 Lie hi l s v) ■ 0 para lochh y y,| 

Lsi grrilka dc ticnc pur ccuucidn a: = 4,r + y 2 , la coal e* el parubcdntde eliptieo 
quo sc dibuj6 on ct cjcmplu 4 dc la seedti-n I 2.6. Las ira/as horift)males son dipscs y las 
Era/a* venkaks son parabola* fvtase tigum 9). 


flGUM ¥ 

rjrfTitdifc.fr i.« 4i * * 



Mii v yii piri^rnma* fwirsi nirfi|uiliiiliim enn Id* que sc pitcdcn nhiciici (as priMicas tic hJiii- 
, 1111 hr i!h difs vhtiiiMps }mi la iUNvi'i pane de dkhns progroinub fa* ini/a* cn los phinos 
vrrlaides i: X v *■ sc dihiiiiHii pans Allures de l sepaladips icgulanHcmc, \ sccllmi- 

■ mim algniiJi palter de hi ^iHlkca usainli-. si esiu dis|wmible, alirima Timcaifi qoc ctxmioc 
lim as in IIIIns 









*40 CAPITUM3 U DERIVADAS PAKClALfS 



En la ik|uni Ifl iliwtran dt vaiius ruiwiofKS gcncnidfeh mnluinic U|t| c 

Uiikir.i Ohrtive qui? eovtscgue lifut imapcu c^fwlajmente budln de tln.i fuj, , , 

y % .i ..actdn para icner vjsun tfcwk dili?rcnie\ punlcft. En I us in* Ism .n , h> 

Iilji ■ Il 1 / l"h rimy pinna y ccfpna >il plain ■ l l * cxecpk* ccnra del t tripe n t .a fti/nii r q Uv , 
es pntiy [s^Litnlu cuandn r y yes grande 




mUU 10 


^CT) k , MC i h i 

(e}fey| - w i * MU v 4 ill/U.yi --—“ 

l Y 

CURVAS OE NIVEi 

Miislii esk momfinio se cucnta emi das imhiKlo* para repress nbu Elhh uhii^ Jufi.im.-i 1 ’^ !l ’ 
elms y grfilieus. Ur leroer miliidci, itrnmdu prestudo de lus canrgmlta, es an ni^p.' 
vas dc nivd en. el an ul punios de ctem'irin t^aal se unen pant forrnur ■ arm* *k' 111 7,1 

larva* ifc mri. 


Dt mkiciok |.;is cunav ill- niu-l «k mi Jumidn / de dos \;ui.iNs> mpii ^ 
eiiya^ cedJH i»nr% son /I i, >1 ft. dottle ft cs mu CGnMank" (en el wngu lL 


Urtft nirva de rlivcl /|jr P yl - A en cl coiijimlo de ludns lo* pimfns cn ot diHi 11 "' 1 * ^ 
e n >'I 1 ml / imnii un viiIot rifulu A In otrus palal>rav scflnlu ddtide l icin' 1|ml ,, * |ll£ ' 1 
gritlici* do/ Lipf . 

I'mnk vet en l.i lipiim 11 la rekivn m nitre eitfvm de mwl y tVUOBi huilWIlid®^ 
vhn dr mvel /(& vl **ikm H iMmiriiie las fra/iis de la enihea ile / 'HI tl * K>fl/ | ^ 
ft pruyi i fiKliis rri cl phirn* \ \ f iiiiHht>, m dibuja hi s eunas dr uhel dr «mw |U|W<I ^ 
rrpci^fHa ^m^rclojwiiFfk’siJL’ luMJpcffrw a la allura iiid.kwlii < ciHiuWC*'P* c 'd tf pwMt ’ 


















I >4 


I , 


:o 


/ii, vi 


fi«uu 11 


i IH VikoJ IA proporr.onj ligutas 
r* 11 *' di it r>fun i I j t mueurt camo 
h stew lai Curvu 4* rnvc I hasu (tner 
de Funt lonei 


tilI thchI t uni intuycn de lu ^F<ilkM, Li Mijvrtitic ticik' pcndiuitc jhrupu Jtmuc fuAai 
(te nivel fslan imiy ccwaiiax cnlne m Bn algu mas plana dondtr l;i\ curves, de M'fiatati. 

Un ejemplo cnrnuu dc las curves de navel Min los mapa* mpojtmlicos dc rcponcs numim 
Ilonas. CDCTio el hi a pa de la licuui \ 2 . Las turns de nivcJ son curvas tk tlevac mu einoaim- 
te por iirriba del iiivd del inur, SI cuminara puruna de esus curviis de nivd. listed nurtca 
ascenderia o bajaria Oin) ejempk) comiiu e> III I’uneion de ieiri]wmLimi ihihhui, id.t l-ii . i 
parraft»de la intraduvci^ii de tMa seccion. Bn este cast), las cm vas de nivd m- dciioininan 


FIGUU 12 


* * Mi V. 


liGCt^N I4.t FUN CLONES DE VARIA* VA *1*00 |||| til 


i&ottrma*. \ unen localidiades coll la mtsma temperatura. Bn la li^tir.i I S se mui-sira un 


mapa dimlilicu del mundo. cn el que sc indican las (empenuu^ pH'incdm je cuem l. r 


isulcnn&s las mvas que sepanm las Kimkisde colours. Lj> bufoirwi del mttpudi: fire 


sion aUnosferiea ste la patina 854 son atm cjcmplo tie las curva* de nit el 




HGUU 13 

en H a mvcl 

I rn.tr en el met tie 

**P ■> 





































Bil CAPtrULO 14 DEVUVADAS PARGIALH 





FIGUU n 



FlGUftl IS 

M jpii Jc curvas Jl‘ nr cl Jc 
iu, vi = 6- 3.4 - 2v 


EJEMPtO * tJri h'i.lc-i ife curv.is dt mvd lJc una fundcm/ se i lustra cn In h^ lii( , , ( 
para cvtimnr lov viihire* dc /i h 31 y /f4. 5j. 

id ill [KIN hr poiiKi < i. \) qaeda eriErc las curves dt mve! tor values tie <le 70 s ., k f 
HW 4|UC 

/ILJ>-*73 


Lji litnvm ^imiltiip ralimt que 

/14. S» == 56 

fjEMPLO 10 Grnfiqut hit eurvjs dt nhel dt lu luncjon /(x* vl 6 3i 2v p^, , 
toIqtcn & ■ “6, ft, 6, 1 2, 

1 DlllCiON Luk cuivjs dt nivtl mki 

ft 3U - 2v = k 0 bicn Ax +■ 2v + ik — 6) = U 

Hs mu I ami Iu dt' ice Lis tuya punditnit ts - Las cuatro curias dt nr el paniLiibo 
tun k 6, 0 b 6 j 12 vm .It + 2v - 12 ■ 0. 3.4 + 2 y - A - II. 3.i ■*■ 2i 111 
3a + ]y 1 ft LI. St i’t.iiit;iii tn In Jlcura 15. Enire las Curtis dc nivtl hay unj 
uition iguuL y die has tuft as son ftutis paralelas porcine la grulicn de/tv un jd.m ■ u\ . 
I^uni ft>. 

W tjfcMPLO 1 1 Ciiafiqiic lus curias dc nivcf dc la fund on 

(ri.v, y) ■ - -v- - y 3 para A 0 h L 2 b 3 

'iDLUdftH 1 . 11 s eurvusdc nivtl son 


^9 - x J - v J = * o bicn r + v J = 9 - fc ; 

bs unci hirudin dt circuit eoneentrLeos tuyo centre os Id. ft) > radio v ^ * ^ 0s L - l " ! ’ 

A ft, l. 2. 3 st ihiMom cri la 1132 Lira I ft. ((italic imagine osus curvas dc nr cl tk-sid^ 
desde hi siipcrfitic, > cLMiipurc am la grcdica dt $ Chtmisltme dc ia figura 7 i\c,rc M £ 
Visual 14.1 A J 



rglrtPi 0 i t (riafitiut LtlgiMins turvmdc iiivdf dt In finwion M a. vl 4 a 1 

jrifin l nt ciinm dc nivd sun 

■5 1 

jr 3 _.v’ _ 

i/4 + k 


4 1 ' * 1 ' i 




































v. 51 j 3 H I 6 imlfirri la »n«. 
itntfT la* lUppH'C 1 ” y mm mapai de 

{O ftOfVC 


FlGURA 1 7 

LipiTitide An. vi = Ax' + y z u 
:mttu do jnJi» las curias ik rmel 


FIG(JRA II 
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'iECqiON 14,1 fUNClONSS DE 


l j » CUiL para k > ft ,| ( . . 

guru 17 ,„, ^ iiu^ tt| ™ r,,oihn i,c ef 'P^ cot wmlcjH v ^/2 y s X En h fi 

> Ins curvLh di- ime i 1 ( cun * tltf mvc * ^ /r ^JiRnjjatin mediarne un.i lomptiradiifM. 

..„-i 1 n ]l * fJ. 5 . (I 75 , .„ 4 Eft In ligura I 7 fh| se 

l>. I r.l L>hli B niT 1 i lir-Sh.-, . 1 .. J. _ . l ■ 


. . «WU, 

} la'tiinfas (lc nivel ■ _ - —————™ 

amn* esi™ curva* <ie J ' I r 1 2S# 115 ' 1175 ’ 4 111 Ll ritura 17fb *** 

1‘IFplkiO, doiidis sc trirv k , ■ C ^^ nii P*™ jsrafiu. dc /p (un pnratoloidc 

- 1, Nib uc h a “ es Rn ■■ r " uRt 17 ^ *■* 


sc 



EjEMPLO 13 Trace eurvas de ftivet para ki r urn: inn de la prnduucirin 4c Cotab-DougUb del 

ejemphi 3 . 

(Uii (I ON Erl I el ligura Ifl se iliMmu las eurvas de nivd que sc ntmiv iemn media me una 
cnmpuludum para la luncirin ile l.i prikluccirin de Cnbb-Douglas 

PiL K) = 1.01 p' ^K 


k * 



im 3W Mw t 


l iirviiM. tic nivd se rntirxJin mu d valor de la prodiuviiw /’ Pur cjuilip^ la curva ik 
I m,uremia ittHI 1411, miif Jiim WtfW lot vulures de Id nmim lie nbrn t, y \n\ ItVCttio* 

1r ( . ll[>f1i ,i a j qiie dan ekum i«iiilutfte ana prcdaccldn de r - I# lin m ^ 

. . At i 1 t’lismtlu/ se Im re.inn A tiisnihiuyc* y via’wnn 


, r( |j|p(jfin4 ,H -n it. * <k Olivas de mvd is m.is Uhl qne inu ^Ikd Es.o es 

J ( 14 ||. P r l | M -nte filctft e« d 1 1 iCwVpaK b lifUM W cim la ti^ra S I Taii.h.in 

l^T vskli 4 ft> eMimur valiwcjt *U ins Umcumt*. enm- eii el *F m P k ‘ 
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*M INI CAPlTULO 14 DFMVADAIMRCIAll* 


! it Jn figura vr mue*ram curvas do nivd oblcnfdas mcdr^u ^ Mn 

ru jupiiti ton '■ns Aliens iruffttpondienie*ebtoradas dc la misma manera 
carv»Hi dc nivel del im; im> (e l se qgntpan terca del ^riccn. l_^ fil/oii e* que l d prdU 
k,iMi uh ncnc umi pctiditmlc ubflipia tCttra del wigcci. 
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funclones DC ires o mAs variables ____ 

1 1 rkL* hirvckm tie ire* tumble* es uvta regia que umjeiij a cada triple !j tinknaJj i *. '■ 
nn doituitki /> C R nr miniem real itnico Jerunadi* pir fl.r + y, :l Pur ejempfa. J.;l tei^F* 
rnilura Fed mi pniritMk ]ji ^pcfliar ik la herra dcpcndcdc la km^iliul t v de la bFrfud " 
dd fniutn y del licmpo i, de nudoifw ptietk ocrihir f = f i i, v + 


Fl£ 






f JIHPLO 14 l-aitiieiilre el diiminni dc / si 

/1«. y, rj lilt.- — _vl + yt M.-n r 

,,ii| ,|! ,llH L* csprrsti+n piira /U fc i. .-I esia definnfri -ocinprc que - i ■ 0. de itnak 1 4 1H ‘ 

el clniTiifim 4c f V* 

U {it-*:) GR J \S l} 


" 

'■t 
■ 
h 


I uu armies|nn- In qmr immidr cn kulm Ins |uintn% que ^e ubtean pnr JirfiM de! 
phms i 


0 


c 

fi 

q 

























SE££I0N l+.l FUMCIONE^ OE VAMAS VARIABLES |' |L MS 



r 3 = l 


^isu c i. io 


--"1 


1 FjEPCICIOS 


> unit dificil i trtLj.irin.dT unji fijnciun / (k ircv variables median tr mj gratico. yj que se 
■■teitli/jiriii en on cvpadio tie cualm dimcnsioms No obstante, es pnsihte saber m;is dc f 
frxamraunilit sus superficies tii nivrl bis euates son las superficies cu>ws etuLicwmes v,m 
H 1. 1 ; rl A, drank A vs mm cuiislarkv \i el pmitn 1 1 . v. j i se despla/o por mm superb 
cic tie niveL el valor de f{x. r rilguc estiindo fijo. 


EjEMPLO IS Determine Ins superficies tie nivel tie la funddn 


J'l.t, v. -3 = .r 


+ y 1 + r 1 


■OtUti'i'i Las superficies de mtel v hi i ■ % + : : = L Jumlt A fi |;>to forma una 
lamilia tie esteias concern ncav con radio v A (V«\c figwa 2ft, I I'oi to laoio. c nan do 
1 1 . y. :l tall a sabre cualquier esfera eon centra cn fJ, e| valor ck /I r, v,: ' se conserve 
fljO. 


lUnihien sc pneden considerin' funciones dc cuukpuer riumero dc variables. Una 
funckiii de « variables es imu regia ipn? nsiunu un lUiinem fix ,. »•. , i : ;i una can- 

tidud ii u n-adfl Ui* Jfa . rj dc mimerov rente*. Se demila coir • el conjimia dc tftdas 

Ll n-atlas. Por cjenipto, si unit eonip.uini initial w mgredienies iliMnitos a I elahomr uti 
products idiiiieniicio+rj es d cusUi por unitfikl del i-esimo ingredicnle, y si sf itSffl.T. uni- 
JiiJi's del r-dsim) ingrcdicnlc. enlunccsd eosiotnlal f dc Uis iogredientev o una tunciurt 
lW las ii variables Xu Jj .x.: 


m 


C — fix I. _A„i = Cl-*, + r-Xi 4 ■ ■ - - (‘ P J[. 


I a I une n'm/ cs un;t funeioii de valorem reales cuyo domimo es un suhconjunio dc --- 
Alnmas veces $6 usa una notneWn de veetares para escribir dtdiw lunciones dc una 

neru mfc compact.: si * - . wmttf 

^ V; _ x M l Medianie esta notacidit sc vuelve a esenbir In funemn tkrmida l . 

ecuacit>n eomo 


nx\ = c ■ s 


dnmk c = <c. r ..<■.) VC* denou (t pralocio p«(in> d« l«‘ « tt * B e - v 

**,,,,, a* | a correspondent “»'■» «•< ««rc I* punf" < '■ .. ™ ?' > * 

k" , ,S|J Jc u mm. P- toonw * ver un* foncin/rte- 

veemres Je posiciAi * = <' i *).*■ 1 “ ” ■ 

jniula cn un subconjonto dv R"; 

I. Comouiui ftmcii'm du n vurinbksmales ....i. 
j Cnnio un.i fonuiiin dc una voln variable puniual . 

j emtio nna fuacidn dc una variable vcuiufial nnita * - (*>•*>■• 


, trev puni.rs dc «sl» «>« *“«*• 



....... . ." " ,I L,j"^biS5 | i 

■ accninamienli,, Tcv i» lenipenin"" <■ 

»*hd« ,««. Un. .. “ P " ,P ’ 

|gaSL^«^?X 5 -^-'r 


It I 


explfcpic eQfl sirs pnrpiUN 11^ 1 " 1 ’ 1,1 V''ijjf'-"'"'JT tttga 


Oil 


vnlltfsij* til pregul * 11 

... .1 ... .. 


Ir I 


f L 

rflivll .1 SIlSMIMfc—— _ 

kr d 1 1'mi"utunlcnii' * ^ r, W>"" 

,< natc. ’.rr 


. . 
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1* Ef ttnitc r trmfrrmtiint-kmnvdml /' t> hmiink*. parui ttflevcdad s 
Cs I? u rsipcTiihirj del ainc qut pcicibe iinmdn lit ieitipefllum 
rt74iI cs. Ty hi luinttdjiri triatrial s,-s A, dc rsimlit qiir ^(sihlu ev- 
cri hir if = ^A, /(i La \atU >iFiiicnic dc vakwes dc / c* una pule 
ik sina nbfci qtie clafetfri b rNwn mut Atmo\phefu 

AttMnuMmtum 


TAB LA l Icnijv reslunt aparcnic enin . . fuik ion 

dc Li lempctalura \ la hUflicdld 

l liinsedud rclaiivji r * s 


T\ 

20 

30 

4tt 

50 

60 

711 

m 

77 

78 

79 

HI 

82 

83 

n 


K4 

8ft 

m 

90 

93 

90 

H7 

90 

93 

96 

3 no 

lf!fv 

95 

9? 

% 1 

KM 

107 

114 

124 

100 

99 

m 

1 Ml 

12(1 

in 

144 


IASI A 4 


Duracmn (boms) 



5 

in 

15 

20 

30 

40 

5ft 

10 

* 2 


2 

2 

2 

2 i 

1 

15 

4 

4 

5 

5 

5 | 


t 

20 

5 

7 

K 

8 

fj 

9 

r j 

30 

9 

13 

Ift 

17 

18 

19 

- --« 

40 

14 

21 

25 

28 

31 

33 

3J 

50 

19 

29 

3ft 

40 

45 

48 

50 

ftfs 

2d 

37 

4t 

54 

62 

ft? 

*¥l 


£. Sea /(j. vi Inf.r + v - 1 1 

iat Evahie/( V I) ib* Evaluc/le, 3 1 . 

us Determine y gruNqiic el itnminin dr i 
4 h 1 1 Determine d riinpni de / 


u - ,C’nal e% d valor <k/1{95. TfH? ,.Qlpv 1 

£b» , Pans qut \ jlor dc Jr es /(90. frt = 11107 
u i /.Para que valor de T es /(?* 50) ■ ■ SH' ! 
i Ji ^.Ciiil es d dc Lis fuirckmc* J = /|80. ft I c 

t = f\ 100, Jr)T Compare d coinportamicnto dc esias do*, 
fundonc* dc ft. 

1. Compnsche cn d cast* ifc ia funcidn dc pnotiucciftn dc Cnhh- 
Douglas 

PtLK) = 1.01 L W K** 

anali/ada cn d ejempki $ qnc 1st (XOducriftn hc du plica m kmln 
b m.mo sk H'hfa oomn la caxmdad dc capital sc diiplkan. Li Tam- 
ben i"- vdiido para b hmcion general de hi product'ion 

PtLK) - bVK l *l 

4, El i.k'inr dc cnfriarnienhi H'que *c irata cri d cjcinplo 2 sc mo- 
mcdunic la !'tirn.jnn sigukmc 

Wi t H I V12 f 116215‘r JI.37n 1M ' hh 0.mv/V l,|n 

r i.iiiprN^; r ..ir.i 111 h■ lanlii u mcilcfilin sle limdrli) ccHk Ins 

v^lfprc. tk la lahlis I pura unfk^ poceffi vakifts cfc T y r 1 

S P |..j .iiiiua ft .ji- hi, ob ■ ii iihir jihitTin dcjicmlc dc Li vcliKiilad c 
ckl vicnirt V del Hcmp^k J cn que H vicntii Pia cslaikt 
v^il.ifrihi r^-ii vcl'Ci'laij I ii*. ..limes ill- b him mil h fii'.fl 
■a* fr jisirnri H-n rn (n rabl.i i 
#a-i J-«4il e« d M4#«r ik /I44» I ^J' 1 lifnilko' 1 

ih. ,/jik .1 1.4 ! Ill" I'PO J 11 hi M 1 j Irsifllui d ... 

In-law dr esia firiwirtfi 

^ p n la furw :nm h fir, u i^ d cmn 

f«Tfiiariiirriii. dccM-i fumririn 


7. Sttt/U ) ) = ..vV' 

|a> Evaluc/|2 r 01. 4K> rkicrmmc d dewkub dc f 

(c> Determined rangesde/. 

S. Ddcnranc ^ ^f^iHiuc l \ d^ivninio dc b fum. n*n 
/(.f, >■> = \ 1 + j v ? , I cs d ran^o dc f? 

I SM/fcy,;! = c 

(a i Fivalue /(2, — 1, 6 L < h i Dclemi i nc c 1 d< FminEi> di‘ r 

iu* Pclcmune cl rvm^o dc i 

10, Sea ^-t. v. l “ Ini!25 - \ m r" — : ‘|, 

\ u i Bva3tic ift2 r -2 .4 \ i hs Determine el duminio fe j 
K > Deicntnm: cl nwijSo dc +/, 

II -v ( l hi ccrmi 11 r y ynitnj ttc d d» • i u i ni<i Jc 1-k luik: ■ 13 ■ 

11- /(i. vJF = + v 

12. /fi, vs - ^ 

jOj /T i, y> - lll(9 - a l Jy : F 
14» vl = v v “ .v Infv + i] 

IS- t, vs - ~i 7 v I v" 

Ife. At, vl - v + vT5 V ? 

r—. y V ” P 

19. /I ii. t J Hfl MfH l 4 * Ts 

is. /i i.i, -i vi i r 

Ift. ;m. v. M . . ii - 4% t 






















































m 


Jf la griffon ifc rimirirtn, 

ti “' •' 


*r. vl- 10- -*• 


S 


IS * f - ¥> 


-r* i 


32, 

24. 

24, 


* 1 

A f „.,i • v !«-•**- i # .*' 

Jf, /f(, V 


...v J + ‘i. ‘ 






/ r v. y\ y 

yfi. vi w'i i 

ft *. i i - y - X J - »* 


H iijij L^fKSpanlcrt l,i hiikwii eon m j limutadude I a 
\]i OftNcH ra»nv!' "ii t-'livuiiji, 



SCCCION H.l FU+JCIOMF^ r;F vA,*fA5 VAVlABLl > (III f*T 


32, Si; prupotvhdniin Jus. innp» lIl- uim ik nivel i mi es |>iH ,» ma 
f«Jitirin /c«y;i fcnifiL-y. c\ im cnnn, El olioes pitf-a urm luntirin g 
Cliyu glifk'A CH un pmbolotdc, ..C'iml cs cuil y pf«r qm* 1 


I 




mi ft <■ y) ~ M + J V I ESI f lx ' v[ I '.V 1 

S r i l> "'TTpTTT ,d > f il Li- - v r 

,ci “t ” ^ G0 /<*■ >> ■ + ivl) 



33. lA’lllkv lm (iMiitov \ i ctt cl rlkii|i:i dk I jnncurtmc Munnl.nn 

i tijtma I ?i ( ,tYwno dCKrilMffa d Lcrromi c-crca nk A 1 f Y ifita 
d: ft* 

34, Elahoir imu cvqaemi apmuirti^hld ifc «n nupa tk cunn ik 

nivcl pam la Imu inn i:n\.t gnilku -< mucdn. 











3V. St imrpr irviDna an miip t Jt Liirvjrt dc mvcl «1>' urw Imh-Hm * 
t 'fl Ntnlimc; /f"3* J) >' ^ UC 

■V slecEr cm feijiftnt * la fiHma lit 1“ prallcJ ' 





nsirit lui ltl&plt dc turvjw lie llivtl tie on* futttNfin. Aptfyc- 
p nut elnlionir u» esnm--m» aproxirtwJn Lk Ii jiialV.i ik f 
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1N6 tlibujc un in.ipii tk Lurviix tk- nivcl de In liinckm ifiiin-umlti 
viiriiis viirvjs nivcl. 


39. /h,yt iv 2ir 

41, /(.*. rl v In i 

v> = ye' 

45. Jlr. v| - v/ <" 


40. (l.i. n l 1 i 

42. rn V) <■ 

44. fix. y) ■- v H-t ■' 

46. /t.v.yl y/{.\ : + y J > 


41-64 Ekse-riba Jus superfick's dc nivcl tk III lundtin 
gT] fix. y. = t + 3> + Sr 

62. fix. y.=J = ,r + 3y 5 + Si 1 

63. fix, y, r) = .i - v ; + r ; 

64. fix. y,rj x : - y 1 


47--I8 Tniee jhiiImis niJipiLS tic tiunnis lit; Jiivel y Enifit|Lic lit I'untidn 

v aimpjirtlov 

47. fU.yl - + 9y J 

48. .Cl.v.v) , 36 -9.i‘ - 4p 


49. I'n.L plane ha ddgaihi lIl- mclal, siluada en d piano xv, eslai a 
u mi icmpcmtum 7U. v) cfl d jninlo {x\ vl. Las cuWaS dc nivcl 
dc Tw Hunan isitlermas p4ir<|uc Isl tenipcralura es iguEil cn 
Indus m punlos- sobrc mi a isolemlu, Truce algunas ixolcrmas 
si Im EutiL'inEi dc lemperalura cssla delinidu pur 

T{x.y) = 100/11 + x 1 + 2y 2 ) 

| 50, Si l ( i. i i es ci poiuneial electrico cn un punlo l yl del pla- 
n 4> lv. cnlonct* kn, l lit v ns, tk 1 nivcl de V sc 3 lam an curwis 
&iuipatmrfoic , i. pnrquc cn UJtios I os punios de dicha eiirva 
el potential eltklrico cs cl mism o. Trace li In m ans 4_:Lirw=ts 
equipoLcncialcs <i Vi x y) = <-f x r' ~ ~ donde t; es 

una consume posilivo. 

5 51-54 Mechanic una euitipiH&clora grufique Isl fidricRto usniido vu- 
ri'i'i JuiTunioh j vicndniladcsdc distintos annulus. Imprimu unu Uc 
esas vmias que, scgiim su 4ipiiiksn, sea muy buena. St cl programs 
(juc usied maricju lamhidn genera curves de nivcl. graftque algunas 
trurva-. de n i ve I de hi misma Euncitfn y compare eon la graliea. 

51. fix. y) - r A + f V 

52. /f t, vi (I 3.r + y-jt' 1 ,r 1 

53. /u,u i >■" ■ .r" (silia de mono) 

54 m > ■ yjr 1 tsill^dc ptmfl 


55-40 Kflufiofir la funcrrtn lai cm su grlilica fgrrtficsis marcathis de 
A a F cn fa pdgina ®60) yfbj con imipa dc ctirvii^ dc nivcl rmypus 
.ide- ■ kr E u VU I>si%i pir que hi/o c^m clcecioiv 

S5. Mfnf r vi Sfr, : - f 1 L45s y 

57, z MQf* - 5ft *eh r hcii v 

»' f ‘ on y> *<>■ ^ ~ , - ^ 7 T 7 


h5-bb Dc^criba c6mo sc oblienc la gnilica dc if u panirde |j 
cst dc /. 

6S. U) fd’-v, yt 1 /lx. v) + 2 Ebj vj - 2 /U j V i 

(c) ^Jr. y) = -/(j, v| id) iptj.yj = 2 fU,s\ 

bb. (st| ifi-t.y) : /(a - 2,y| Ebj jrfjr,y} =/fj|, y + 2i 

(e| fH a.v) =/Lv + 3, y - 4J 


^ 67—fiS Mcdiiuue uju eojnputadora gralique la fujici^n uvandn 
rios dominios y cJcsdc v:iri:is pi-rspeciivas. Imprimu uiu x isi.i cn ! 
Ljiie t,c ven claramentc los “pieos y I os vallc^". e - , OJ ri; i lifted -pie Ij 
funciOn dciie un valor mdKimo? ^ jhiecla ideniiikar alcunos puntnv 
on la gnlUca que pndicra considc^r cflmo "pumos njixinufr reLii- 
vos"'? ( Y "inmlos mrniuios reJativus"? 

67. /(.r, ,v) * 3 a - x 4 - 4v : - IOav 
/(,v, vl = ,v vr c " ‘ 


69-70 Con la aynda dt tnm comptii^iEorj, ^ralique la fundon u.^nj 
varios dominion y dcwlc difcrcriEt^ puntos. Analice d cflrpi(port^i L,n ' 
to limiEanle de la funcion. ;Quc ^uccdc ennruln lanlo i filin' ’=- 
incrcnnenKan? ;,Que succdc cuando Lv. yl sc iiptmimu »\\ origin 


b 9- fix y| 


■v + y 
x~ t y~ 


70. 


fix. yi 



S7K InvcsliBuc mcdiunic m* ttimpiiwdoni In l.iniilu tic !u> kiinp¬ 
uts fi v, y I = I*-' . Hti qut? formo depends df i.i tonrtu «- 

la yriiliiM? 

m I ( se compuUidora punt invcfiiigar hi Niirilm dc hu|ktI^i^ 

; = {to? + J>vV ; 

,ix- hi iv imnld dcpciutc !:■ I'lirniii 'k‘ In gnifi 4211 l * L ' !l,!i ll1,l1lU 

ii y it'! 

i i 73. ..|»ra invtrsti^ui lu fumaliii dv' vl| f HTr|t |1 ' 

- m r' + + + ir. |£ii pariicLthir. ilflu? dciei inmar los ^ 

dt- irmihicimnU- . para Josqiio t* MipciUc^ cnmhia un 
1 1 1 pi i itc nujK'rlk ie emulriui n niro. 
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H. Gnfkfuc Us ruiWHiiK^ 

fit, yl - sfx* + y 1 fti+yl - f’ j 

■•- jfl - In */* 2 + V’ /U, yj ■ *cri(n/,t J + y 2 ) 


71* f.ii r>fnmq«Lre qut al talcufnr \ A funcri-n 

Ihn^l.Lt P = " *e piictk eitpsar covno 




In 


r_ 

K 


In I* + j i hi — 

ft. 



I n cciit-r.it, si jj c^ unj. h me kin de imi VLirhihk, , cnmn l*i Li 
irrulKd tk 

/U.Jft = + V 3 ) 

.iNt-nuli .■ pafTir Jl* Ju enlica dc </ ’ 


thj Si Nice s UtiL/K » y v . l.i(/y* j, 111 ecuoddn e n d 1(l ,, 
to{i)» mins forma cn J:i ccuiicirin linedJ ^ *- ngr + 1 

I ! mj In tiiblu 2 del ejcmpln * purn clahuriir mm taHa J f 
vjilufi-s ik Ini Lf AT} y In if/AI para Ins aiins |i>m 

1-Ucgo nlilkc unji cjkuljij.n-j fMfj 4ihui.IT <■ una compm;^,,. 
ra pu/j dctcmiiiw la tcvIj ik tcjrrc'i.Wi de ipWni»cu*lrj. 
|V" nuc paw pot kn pnnim ilm l A J, inlf k • . 

Iti Dnkucaque la IuikhWi Jc L. product i.in WL-uiGrt^Dou^ 
cv p nnr^A'*. 


14.2 


LiMITESY CONTINUIDAO 


Compare cl comportamieiilo de las funcioncs 


i ' 

.r* - sr 


„ sent* 1 + v : | 

/u v ,-—-j- y fa.y) - p + v , 

euandn r y \ liende n 0, | por In kmtn h cl pun in u. y) stz ;ipii p\iiit:i ,il nrjgun]. 


MBLA 1 Vu lures de fl t. y f 


m 

H 

-B.S 

-0.2 

€ 

0.1 

Iol5 

ID 

^ID 

d455 

llW 

!)*?» 

OIUJ 


0.1.W 

» 4S5 

-dJ 

f? MO 

ft. 9^ 

MS& 

0^1 

tiWfs 

II 

(I.7S9 

1 -Q-2 

Ofk?9 

'J OKf, 

O.W 

UQtll 

0***l 

tk sjPItfi 


0 

I'Ll 

ij.Jwi 

rono 


1 IKK) 

ritpiNi 

iU4l 

01 

q 

0 -iKiS 


1 in Up 

11 'J*HP 

... 

0,829 

a? 

0 7^ 

ft 95<> 


i} ytjfp 

0W« 


[k.759 

10 

04^3 

l)7W 

ORjq 

1 O.iUll 

tPSZ'i 

CI.7M 

11,455 


TAGlA 2 Vjtnrcs tic ^ i- iS 


>■ 

i 

1 n 

“0.5 

“02 

o 

0.2 

l>5 

| | 

III 

-1.0 

IlflNI 

ofnik 

0.921 

| IVM 

tkm 

n hii 

i mil 1 

1 • • ' 1 

-ft.5 

1L win 

| ti.mq 

(i ?M 

1 11 HI 

0.724 

qnon 

- " MV* 

-0.2 


| -0,724 

n.raHi 

I 1MI 

01 SIS 

-H724 

-aw 

II 

| EKHI 

-Lotus 

-LOOTh 


LOW 

-I.CSSS 

- l.iBfl 

f!.3 

«i «JM 

n.724 

actio 

I.LSMI 

il.flNI 

0.7:4 


0.5 

n.Msi 

11,010 

0.724 

i \m 


fkiiru 

-O.Nl> 

Ml 

tuim 

n«w 

!i.9H 

1 Jill 

0.025 

ip wii 

mkis 


I h<s lablas I y 2 muedran vokwcs ile jf K yl y 0 U,y|. a§OTJ*iniflda.s etin tn> cifw-dficm^' 
U'v |>jir.h Ihk pimiiks y| ccrva del nrigoi. Observe ljuc ningunss Imitinii Jcfinhla rfl ^ 
iirijren Al piineccr cuundki f v. v \ skprr>xim» si (0. Os, Ins vnloivs tie fO vl m: opsosiinan t 
I. eik i:irrin quc Ins valorics tie p( t, y) nu ilinden i ningim inMiiem eiwnecs ^ Ut 1 

ie»s ctMijetursis hesadus cn In nvitkMuiu miindricn son enm't'Uiv, pur lo m 111 ' 


Ifm 

ii.pl -i if, in 


st-nl i- ‘ hi 

“PTT^ 



V 


Inn 


. 


■' + V J 


ii.i esislc 


I n k'cncml, sc iisji In iKModdfi 


111 n f* *. v> = t 

U .1 -l« M 






















































































StCCICW M.l LIMITS Y CONTINUUM lilt flJ i 


para Lii4.hc-.ir quo Jm vjiIhpk* rU fJ , ul 

de Ml [Hiiikhu. h\ 4 ..y» . . ' 1 * ul uumcrn L cuaiKki t-J iumtu £ t, v) i«u- 

En omBpalahfM^ ' [Mrt u fc ” t “ a, ^ UJcr q«c se cncuriiiia dcm^iJcl tk.rnmi.-clc/ 

cl pbnli) i l v j ** W “ l, * c ' t*c /I i, vj Ijii j j tmiwi l|iiicm IikkihJo 

melon 7T. tC ™° 81 P ** 10 ** I*™ » M • E W. U* defr 

raB ™ ^ Pro%cii(u ih ®iniinuiddft r 


i lv ,„ riK ! " lr * lrt " dc dot cmahles l-u>., dontinio f) cunitsnc. cn- 

numdo u, „ llcnilc „ A) „« f, „ ewrillc ' M ' 

'in* /U vj L 

U H - IririL jhi| 

Si f ^ iotlo ndmcio r 0 \ w> im n fa Km ctxnspaaBtate fi t) fa | t|(JC 

s * u+ vl e 0 > 0< 'Tx m "+ (> - hv < a cn i!m? «m* |/(i,> j i 


Olrj'- tMacbne^ para d I mule cn l;i deli mu inn i 


wn 


!njn/|.r , y) L y fi.r, y) —*L tuundo f x, yJ 

k ’ijb 


Observe que |/U« y) _ L| cs 1st (lisiunein ernrc ]t» ruimeros /(,r t yj y L, y 
\/|.v (t) - f I v - M' l's Ili Jinmuuli critic d purttn |.v. ij y d punio /)), Jtif In uinEik, Li 

tlefmicitin I Csliihluce qua fo disUinini urlin: fix, y) y L se puede hucur iirfaii Furi-UlllKKlc pniui 1 - 
iiii hacienda lu dis,l li liei ll desde l l\ >■) n lei. b) siirtciciiEciiienlc pajudlsi. pens niKiim. En 
Li figura I sc ilus.tr ;j );■ Udinicuin I medmntt uri diugnuna dc Hcchuv 5i cujkpijcr iritcrva- 
lo |>CL|UCiio iL k. t. + *-1 sc iU ;iJiodcik if iL oitunces puede cncontrui tin d/cuI p />. l< w 
etntrt) cr |a, /•] ) nhiip A D t.il tpic / uu|h. k ^ todos l<>s pmitPH cn P cuvpin ul uv ui r 
hi cn l'S inters \i *. /. ■ i I. 



■ * 



flGUHA J 


S 


■\ 


f Hm ilnstfjici^n dc hi dcfinlddn I «\fom cn \a figura 1 , dumto la W&ltok $ M 

tATm-ide I 5ii « tltk " L ’ r > 0 CW!ontrar fi > 0 luj W S* u - ' 1 reitf ^^ & 41 

ucil;ircn d <fi«ca /> ytAy) ' Itf* W.*m«in:^ la r-»ic cftfiCspontHtiHc tk S t|dAln cnliv 

imiii'W' lk ' 1 lulk|11 lu '“' 'l lk ' ' ’* ,J ’ . .. 4h " 

ir r tk‘iipfujunwclpn, lIcmIc Id iA| niLtdD P^k- Ij JlfckIi.i 1* Jtuchlncon 

. tL , t -i . Irt1 Mil Hip. P 0, cntnra^ •»*'•* hl,v f< ° 

'i ^ 1 "t Hi .1. hirMpnee ik iki^ vuridhln. lu Mlujtii’ii m' ft l‘ ,l "^ llll, 

ncf ] L i miidDtiii^Mk-di ini ... . .csencuulqiiiCTuia 

^ L r ‘T Hkwh <1 ML..i r ip- que (*, d pcmwiwrea demp' rid itominin iJc / 
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ITS 


i* « # *■ 

CAPlTULO M DERIVADAS PARCIMfS 




ft 

4 




« 4 


* * 


sra 


/ = -i 


f ■ 1 


fIGURA 4 



I,ii dufinicibn ! Cistahlcie que hi dUlunem cntre/fi T )} _y L *e puede hnccr isiKn,- 
Ee peqiteflit, baetendn In dtarandn detpde j) a lu, fc) tLitk'ieniemi'nlc pcqucfia rJr^^ 
m Ln iklinunin sc relief e snlo a In f/f.mwTf’kicnlre i.t, vi % (tr ,bi Now tvhtm , p t J" u ■' 
tic apniAunueWn Por e< hi sememe, m ejuitfe el Imiiic. entonces JI.v. vj tkw q E it- ^ 

llK rmsiiMJ limits >iri quc imponc eurim (i. y) sc aproxima n fa. fr). Par j 0 untu si 
dosi (rujcetoriA’. dismit.is Jc aprmmucmn a In Inr^a tie bs cualet Ja funcipn n, 
drferanicA fintjlGv cittLfflrc* se inhere que imexhic Ism, .. fix, 11 . 


Si fi x,v) ■ I. , cuamlo i i, yl ■ hf. Aj a f*> laijso ile una tmyectiiria C > 

/i i, vt * l. : cuumJo t \.k \ -* ia, fr| en la trayccioria C, doadc / * f rn . il4L 

m>cti>(c Will ,/(,.»>, 


J" ~ Y* 


Q EJEmplo i DcmueMrc qiic no csisic Ifm 

i i,fl -ii.*® i 1 4- v” 

- 11,111 Sen f[ \, vt 1 ir i J '(r + _rf. Primero lien* a Hi, Of pur cl eje 1 .1 nr. nr. : 
' - II cIli . / [ i, OJ i i J = 3 para twb r * 0 L de modo que 

/(a. y) — I Ciliirtdu I -v, y) — (0. 0 j pot d eje jt 

Alima m: upmximn pod-el ejey liiieiendo.v = 0. Entpnces/lU vl =• = - I 

para t-ni.i y 0 P de tilpdpquc - v 

/(v.y) ' -I cimndy U. y) —► (0,0) por cl eje y 


(Vc:iH- li^iins -I.' Plil-mo ijiic t tierie dos Ifniites diferentes en dos recids iliMiniav t] limiti 
dadn nn evifite. | Kslo cL>nlirniu la L'cinjeiura hechn con base en criticneia mnnsrrie^ ^ 
prineipki de eski saccidii.l 


EfEHPLO i Si fix, yj - , ;—T~ fc ^cxisie Ifm fix. v|? 

VOUrCiOK Si v ■* 0, tuhmces fix, OS = 0/v" « (3 Pur lo tanuj. 

/f t. vl - 0 cusmdo (.r, y) —+ |0 + 01 pof el eje i 

Si s Eh. cnloncc^ fill vi 0^ - 0 r de mmla que 

fi i, y] -* i) cupni&i it. 11 —* (0. 01 pot d eje r 

Aumfiie hi ObMHiil(» llimiL-\ identici^. en ejc^ L m noik > nvtiL v sTi;i que d Itniik 1 

ml’ii Apruxinie a n>. fit p^n ],i mu rectii, .kvif. i - .i F Pam i<h!j i * 0. 

t J + jt J 2 

INpr h. I-Ilili« /I ti >1 * ■ LiiJiiMki i i, vi — (O, III pur i t 

I« Vl. ,|M l i/i m- i ’i p biuhln ijur li,P fc^Hvjmln il^tinl€i^ 11 mi let eii diMinUv payeftnnJ^. *’l l |JI>l|L 
i Lull ■ i m i eMtir 


ftGlilA S 




















5>J 

■*£iN 

ln KI 






SI33 EnVinuJ f 4,2, Hina rtcu qut> jjn .i 
pn u iitpflHlt'c de fipf^i 6, m 
..V.rntn Mi'itps « ^ angen 4 panic 
j, imntji i^rCCtoncs 


t JOURA i 


jftj. VI = 


ir+V 


v-i .- 

**JV. 



^ ^ 1 & 

http://libreria-universitaria.blogspot.com 

stccroN 
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<1 LIWITES¥ CQtfTONUNMD f||| |j] 

Lil %ura 6 amijii a \ , 

My ?/*" 1 cwm P°«le al hedw * !n a ®** 4 “ w f,lrn ’ 11 P« miha de 

““"P*»" «l <ai£en. H ^ > P“ ra '"*<« llJ> pilIlKW (Jf + yj en ^ 



1 


a • 


Inn /( <r , v) ? 


El EfEUPLO 3 St /U, V f - — £!! 

VL ' LL h a & <lcl tjrmpb 2. Trale dc 

1 - l - v> ~ 1 ' W-Gl p^f cualquicr leua 

ULtcidtr m e* ta peiid ionic \ 


ahi»Tur tfempo bcicKb 
no vmicjl ^ P** I** clEntente , 


= mi. 


* : ' -iiHj.? w inshra id graiiM do iu rinrian 

3 OiiSnrvr? que tray una trwtil |)u* 

«ifna die ita paailiDtB .r y 3 . 


0 ^-P 


*\m* 7 


2 v 


fU. vj = f\ T, Mt.vl 


Limit 


m~,t 


HI' \ 


l >c es.it! nlddo 


,v* + (Mtj 1 

/■f-ti'. y) -1] viiniiilu 


*' + »V J + w'r 1 


^,v. y) —* (0, Cl) por v au 

I'm In Uinto./detwel inisnin viilor Untile en iod;i a-eisi jui vertical quo ^ pure] <>ri- 
iJvn Pern cstn mt dcmucslta quo el Jfaiiic dudn sea !>„ jxipque m h;n;c 11.11 - j|j r 1 u C n Id 

p.iriki|,i j = r tieiiv 


/I t, i) « ftr \ % \ 


y* 

2y* 


fHir I" IjLIC 


Irr + y* 

/(.I, y) — ! euamfc \x t v) — |0, 01 f** i 


v* 


PileSto que desde disiiiuas imye^mruis se ublicner diferentts ulnu-s limits cl limit* 

(IMLin nn csisle. 

Observe tilioni fus himlcs que .v/exiKien. Jusm eonut en el v.im> dv las limciixies Je uoa 
sulii vnriiible. el cdlcukt tk - Ifniites lIv las inixinnesdedns VimtU^e 1 ' se puedc simpliliearen 
i!t an nted idii iiiediurHc el usn tie his pu opted udes dc In-, limilcv I .is I eye* de In* Limilct 
que sc hsitiii en In sctvidn 2.3. *v imeilcn jienntli/Lir n hi* luitctK'Mes L k- tin* un.ihjc*. F! 
i finite dc una vunta e^ hi suma <fc ki* htntle*. el if mule de un pnulutin e* el produrtft *k 
In* 1 n mre*. y a*i MKcsinmnenle In |Nirneufnr. la* ecuocinne* sijjtiieirte* *nn \tilida* 


Jim ,r “ fi 

11 , 


lim v “ b 

I 1 rl ' 


HIM P" l- 
M rl -In W 


I I [coremu de cJieFimslrimiii'iim m dr! iiillilwrvhj tsmihkHi *l' i'linirili' 


*1 (\Ne 


,, h v 
rjmPLO 4 Cileule Imi — -f— 

* 11 , 1 a -Jii in | + y 

\J i)imil qitf en el rprmpln i fJcrnUcslfe que *1 flunk - en tu.ilqnier leula que 
jm*c p>r el nrifcw e* H f *ln im ilnnuestiti que cl hmiCr iludn *c.i 0 r [vm In* Imiilcs 


















*14 rill CAPITULO 14 [>E*iv*DA 1 


■ 0(Hj ^t»Jo * In->V J f-l rnrflf*e * t* 
E* fcErtml « lUillTJCCOn «> Ljyw [k Ej 
□An 1 De |Z1 M'rfifc^t <$jh 

jim Jjjp| - U 

j situncesla HTOiflHtel^M*rtKl dm 
que#J iJima-Hwhuai D 


cii las pniholsui > = > ’ y t • r rt>ulijn «?r 0. dr inodo que vk^ ^ 

limilc si eiisic y cs igtttl j 0. 

Sra e > 0. Sc Iw^.i dcicmtinw rt <1 lal ijw 


si II < \ i 1 + jr : < 8 cuamlu 


3*3' 


- «> < t 


I *- + r 

3j^ 1 v | 

cs (led r, si « sV + 1 f, cuundci < e 

Pcro ,V” x ! ■+ i ! ponqin? v il. tli! niLkdnqui: .i fix + v I * 1 y. por |o lunin. 


ffl 


—“ — . ■ 31 v | 3 v '""* 3 v< : + v- 

jP + y* 1-1 


Pot In mUix m escogc £ : i:/J y turn II ■ v i + y : < <1 cnumcc. 


^T-» ‘ 


.r + r 

Dc jqui" se^un III dclimciun I . 


3iA f -•■ r : « 3£ = 3^~| 


.. 3*V 

liiii j , «0 
* - . I . .1 +■ v 


CQNTINUIDAD 

RlI'uci dc que Cs [UkTil uVjIlilii U^ 1 lllliLi-s lSc FLHkCKMkiis U-CHlIk hulls con HIM sub v.LluWf S;‘ 
scali/a susuiuyeniJu cn iWma dipi'ii.i pimpic b prcifiicdad qLie deli nr unu fuiKmn : 
mm es If in, .. /U> fUi I Ljs fund ones cum muss de Jus. variables sc dcfirKfl umhufl 
pur medio dc la pmpkdiid Je uistitucitfn. 


A Se dh.r. que Lfm.i hiiiciiwi t ik d*-. variables c^ ankiinea in 

Ifm /fx i l - fUi.bl 

Ikjl -4**h 

/«s conlinua t L n /> vi / cs cuminuii cr» lus puntw bi dc f> 


Id vi"iiiliciuln iiiluilivodc iSMinmiislaLl cs que si cl puntn U. yl Lanibiu Mik.i ^nucm'--" 11 
ladaJ. dilutees ul viilur ilc / i i. vf i,Liiibiu mu |H:qLiufin canlidLui. Iists> quiciv ^'c 11 l l uc IMl,! 
siiiicHicic que cs III dc mm lime ion cnnlmm no licnc agujen^ rn ^ncl.i^ 

Al aplk-ai Ill-s |suh|ncilmks dc hr\ If miles, puede vcrqne 3as sijiiills. dticiviKHu. pi^l Lk 
iihs y L'liL'icjilcv Jl- luiiLioik s L uniiimus sun cukkliiiiius cii sms dominim Sc mss* C'V ^ " 
r j dr;i dir cjrmplEvs dc lnoeiuncs nmim 

I rut ruikiiiPfi |M»llpi4Niiiik»l ilc tins Mkrinbli'S tfvdts ii. mi psdiiHimm.es uua ^ 

IIIIIHn dc la U if Ilia « i * d.MHlc I CS Iin,i s 11 n *-.1. 11 k L if 1 \ ppp y ir s^vn cmeros (*u rh'paUH 1 ' 

I iii m hi 11 mriunul c^ nci.i fa/dn ik- fiitfnomHi* Pur cjcnwpki. 
























HE 




f*W 






SECCION M.l L'rtiT£> j COMTiNUlDAD 


• T1 


cn uthi ttinviun potinuiuiu. mricnifa*. 


tit*. v< 


In + I 


x‘ + y‘ 

unn fimcmn racinnal 

Los limncs cn 12) Jciiiu(.mi«h qiie lav fynciaKS fix. vl = x t *jU. y) “ y y A(x, jr) ™ <r 
M ' n wrainaas, Piles in quc l-uuUjuilt |hi]lim man! sc pucdc confrrrrrur con |j% juncmncs mid- 
pics/ gy !i nicdiuntc imillipkmidii t» adicii’n, sc inhere quc tn\ furtiiumhn . on- 
liiutos fvr R'. ])f miHicj’ii iL'M.ik ct)Bli|iiiiv fuiwirtn rat if hulI c* coni i rum cii domlmn. fuii- 
t^c es mi cocienlc ilc fune i ones com inn nv 


□ EJEKPLO S Evulilc Inn It V - iV + + 2v). 

Ir.H ’M-Jh " 

)0LUCK)N PiKslnqiic fix. vl i v x s + 1% + 2v cs un poliiHimiu v cs continue 
enlooces sc puede cncontrai cl Umim medtantc la susittucion dlicctu: 


lint lJrV- i v ! + h * 2vl t r 2' - I 1 - 2 Z + I + 2- 2 II 


iltIHI'I 


8 



EJEHPLO A ^ Donde cs ittiilinuu la fuiicion fix, vl = 


jr - y* 


x ■ + v 


1 • 


iOLlltiH La fund on / cs disconlinpu ciHU. In porquc no delimdu Mi. Ptiestn 
que/« urn him mu mciniml, cs conlinua cn su ikuninio. quc es cl mqjuMu 
D-{Uy)\{x.y) ' 10.mf, 


□ 


EJEMPU) T Scan 


tf-h.vl 


v : ■ r siM)fM0.0) 
j 3 + y- 
0 


si It./) - (0,01 


Aquf g sc define cn (0. 0} pao# cs dbcooiinua en 0 porque Lfm . JH ’ 

I vease cjempla 1i* 


EjEMPtO 8 Sea 


fd, Vl - J 


*X : > si (j.T) * iikOI 


x’ + y 

0 si Lx. yl = {0.01 


/common P«n. vl / CO. m pitc 
segun cl cjcmpln -I 


:sto tjl ie cs icua) u unit funcion nuMl. v * im,yim ' 


lirn ft A. vl 

<h ■■ -«* if 


m 4y-j-o-fm,w 

(,., | .|C1 IKl ( + J 


^ -». f « cwilinuu cn (0.01 y «"■■■»«' - “ 

el cmi ik unu (niKKin ifc ""• l '. l (vhtik' «?fiiwle Jen»wO» 


cSm 2*A"* 1 "'*'* ..JT"... -.. .. . 1 ’ 

. «*m~*-*'t* . 

vm wTv) -*&■ >»•* '»wh<» w “ .. 


























STA III! CAPtTULO H DffilVADAS PARCIALES 



EjEMPLO 9 fPAnde cs coni in ti u lit funt i^n hix. y) arcLim y/. t.r. p 


SQIUCIOM Li funcioii /I Jr,y) >/i cs im.i fuiwrin racional y ptir to Unto cornimu, 
tii en to tem .1 0. 1-4 funcidfl 0i = arctan f « continua cn lotto*. panes Ivntoik^ ^ 


tunckni compuosia 


d</f i, yi) ■ aruian(y/jr) & AU, > I 


cs contimu exccplo thunk i 0.grilica de to figura 9 imicsim una mtura cn to ^ 
Cli do h anihLk dd ejc i 


FIOUR A 9 

La luuciim Au, vi atcEihhi v u 
cv disamtinuu itonito i U 


FUNCIONES OE IRES O MAS VARIABLES 

Todd In iratudo cn L'siis Sixvton sc jwlIl" gcucralizur a luiKimivs ik n ■ o m L h a -,u i-i^L-. 
La notation 

Ifni /(jr. v+ r| = i 

i», p. Hrf.A fJ 

signifies que his vulorcs tic /I t. y. :) sc aproximan al rumens /. cuarido cl pm\t> i \ , 
;) ticntlc al punlo (a. M * J a lo largo tic Ciuriquier traycclona cn cl doniinm dr / t 
m o to dislan cij cnlrc Jos pan E os. Lr. y, _l y Ut. h. h! cn - esE.: JdimJj jm 
\Lx - ai : + i ^ Mi *■ iz i i -V cscriba to definition e*actn como ■ague |\ii, : d . 
mem e > 0 has on mi mem comrupoiklicni*: & > 0 id que 


si y, rl esla en d dominio tie/ y 0 < V ’U _ or + |y - h\ " i; -if - A 

enioncc* | /to 1 * y* -) ~ f- J < k 

La funcion / c\ cnnlinun cm («, M <■I si 


lim f(x, v + 

I I, V, IP "*iUL ft l L 


:) = /((i. /j, rt 


Por ejemplti. la luticiun 


fix, y ,:) 


+ + : : - I 


e» ona funddn ncinwil tic ires variables. \ cntonces ev continua in lod*'* U* puia^'W •'• 
cxceppo dmidt .1 + v" * I. Fn mnn palahras. cn divrunlmiM cn t.i vnIctj ».>h 
tru cn el iwigen v mdio I. 

Si usi Li mHaciiin vectnrial inirodticiila ;i3 (irul dc la M-uion N I, cnlomfN^ 
I'rihir la dclimcinTi dr limiic p;ir.i LmcinneN de Jiin o itv-- van;ihk-s cn una Mila I'nntip i'’ m ' 
piicUL como si guc 


LL Si/se dcline entiii siilK'iHijmiiio/J de ft", enlonccs. ti'iiK d /lsl i: / NijiiiHK'f 
i]uc pam lodo nOinem r 0 hay nn niimcro corrcspiinilieiitc h> 0 l.il i|t<c 

K <= t* y 0 ■ |x — u| < S CIltOlkCN |y'ix> / f 


Ohservc que si n I cntmisiv \ i y n ,i. \ (5i o jiuttnoitf I' ddWci"n lJ ' u ' 
lirmic para IniHumi'N dc una shIji vurinblc, Puru el east* n ” 2, * ( i, y). ■ ” (*L 

|x - a | = vT‘ - «)* + < v AV. ilc modnqnc (5> « haRtfofmi cn la dc lints'* 1,11 ^ 
St n L enlonces s ( i, c, :) » <u, fc, 4 -} y tyi h* micIvc la ilcfinlciiH* * 1111 ^ 

mite dc nn.t Itincn'm de lies larubk" l-.ii ciiJn csw, Li dclintvtnn (fc cofttiiiuidail 11 f 
tie cacribii ciwihi 


Inn flsi nm 























5 ECCION 14.2 LlMhTEi r CON I INUjDAD |||| *} f 



1. $UfWC9 ^ wc ,lm (l ,.QuO puctk ditii Ctrii 

val0r<Jcjfl3. 1V J ,.V M (es attUinim.' 

1 Etyliqiie P"' t t ,K ' v '** 4 ’ unj J c la 1 * funcmnes, c* eimlinuj (] 

. j. u tempo wlura ti! cl cvlcinw tomo hint..tie | a longhud, 

bllliki v licil^pt> 

.p. Ekiachto I Jltuni ^iha- d nivel dd mu ten (iintion de b 
kttcjiuJ. laiiiuil y uernpii 

lt( O toslo Jo un viaje cn Ij\i cn lunritih de |j dnLoocia re- 
i^vndji y d iwmp<' 


,t ’v 1 t j V - 5 2xy 

i fix .vi = — 1 —=- *■ fi*>yt - —. 

2 — xy t‘ +■ 2v 


HI Determine d Hmiw. si es quc enisle, tt demuesire »tue cl 
limits no esisie. 


5. hm (5;r — x'y') 

if. r! 


4. lim -- 1 mis[* + yi 

l«.'i HI II 


J . lim 


4 -- xv 


«n-n i ~ + 3v‘ 


/ l + r \ 
lini In ; ■=— I 
.. \x a + vv / 


lim 


■ " - " .c + + Jv^ 


r + pefl^v 
10. lim “v fc ; 

i. i .. 2 v + v 


It bn. 

■■ I'-'fJ.iii Ir T v 3 


17. Ifm 


fi.v 1 y 


11 Fil d . 4 

■ - .. lx + ,V 


xv 


Us. !fm 

LL n -41 -e v / + y- 




14, ]m 5 « 

,, ,« -nl ’ll- V + * 


3am 


rw’ 


a W\ 


-* -*'fr £ + 4ir 

+ r 


14. B> fTi : 

■ li |[ I J ift @1 if * i?' 


W. Im, . 

■. Y 'j? + r + i - 


IS. lim 

i, ■■ - ,ll<h 1 


£y_ 

1 + v 1 


liin t -cm ir/2 > 


Km 


r + 


2 / + V 


f 5 + y 1 + j’ 


% Un , *>** t 

"***■■* ** x 1 + f 1 + J* 


lim 


^ _ 

- + 4, ♦ >1* 


la-i, 


dim uifTtpuiwVini. ytlrtlitl 11 * 1 11 lllrK 11 1 

^ el llmiK fin cnl*tr 


c*pt' 


34. Ifm 


rv 


■ - -. i ' + | r 


ZS-I6 tmneoiie Mr, y > = ^</lr, y it. d . .. cn *i t u 4 i it t . 

(vnlinur 


y jlrl - r + vf. /(t> P“2x + 3> t» 

I " .11 


1-1 M Allan to tina uhlj tic nlom numMicos Jc y) p^i (i. yj 
terei Jcl “n_Lxn ptiinlec aljeuna oonjclura aecrva Jel ukit tk-i Immc 
jf h i. 11 ctundo U- y i - III. m. LucfO crplri)iie pur qirf .u crutjc- 

TUP. 


24, iirtrj = i + in i. /(.».> t 


I T I V 


F* IL“" 




Hm 


l* * >ry + <>' 


1,n + %y ! 


k? 27-14 (iniliquc b lunuioii y iibcnc JnruJc eiiiiH\nililluj i 

LIm.' Ij. 1 t'lriiiLi I j para cxpliear Ju tpic iu orK,-i v.jj, > 


27. fix. y) = f l ’ 


/Uyl- 


l - n* - r 


24-34 Determined eanjunui ik- itunm* en Its eualo U iliil^h. 
eontinua. 


24. Fix. y I 


w;n(.V3 I 


30. h i, yt - 

I t j t r 


#■ - V' 

31. fl.v.yl - aiuantr + y/y) 32- H.i.ylf + •JTryi 
33, GU .v) - Inl.r + r - 4) 34, Q x,» ■- nui ‘. 


35. /l.V. v.ri 


% y 


y r T : 


3*. fix. y, -| = v ‘x + v t : 


ii ll.ll r- III, oi 


h\ fix. yi - { 2x- + y 

l »j nil - in.®) 


1*. /<-*.>! 


-i!- . eU)l^«' 


JT' + XV + >' 

r , » u«l-10.01 


SMI Mediamc coonlciwdws l" 1 ^' ^lemifte d l.jmi , | ^ 


.on ei«nto»d» ^ ^ 1 '■ 1 ‘ ^^ 
r + 0 >> “ ' UJ- OH 


X ** + t 1 

3?. Ito “^7“ 

J ■■ . ,i -* ' 


40. Uw '■ 

(l ,i -i»i m 


41. Hm 


I* + V 7 I Inn + > 1 
r - l 


I , ■ "I nri I 


■ + V 
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tTI CAPITULO H DEIUVADAS, PAROALiS 




AI Miieio de c%ta wccum m! consider^ hi iuuciiiii 


/Uv> 


SCfU( L t y J J 
*■+7* 


v m? adivtnn quc r 1 1 . y) I cmimJn 1 i. yl ■ «l. 03 con busc 
en evident m mi merits Um ctMinlemulaii points jum ouirimmr 
cl t a lor del Nmiiv Luegjti ^raikjiic hi luncion. 

43, Cirjtiqkic % di scuta la uuntmmd.id dc la fimcitin 


ft -t. vl 


M .IT ** IF 


HI -fV 


«* Sea 


/U v» 



Si y * 0 u y ^ 

hi 0 < y ■ i* 


Ckfimiestre qpt /(t. vi - U emmlci u.u - oy o } 2 j(i 
largo de tuuCquidi If^VCtloha quc pu><? per if), 0| j c ^ 
lEtnriit a nu^cKHifl- -< 

(hi Nis oliMwnlc Ie 4 parte u)« Jcmuesire ipi. / e-, disconimy.i 
en fO* Oh 

fc> DemiR-siic que/c* Ji^ oniinua en dm anviis cnienw 


45. IXlilik'vLir LpiLZ b lltrxiiin f Jcfinjda pur f' \ \ ^ 

en R" | Sutfemti'ict ; Corwidene | % - u w aj. ft| | 

46, Si e E K,. denuiestrcque Li rune bn /definida por m * ., 
es ccmimu.i en R". 


14.3 DERiVAOAS RARCiALES __ 

En nil dm culuroso hi humedad extrema hate pensm que I;l iernperaEura cs mayor de In quc 
en realidjid es. en tanto que vi el aire esia muy seco, parece que In temperatura ts m.j- 
baja dc lo que sctkila cl lemimneim El National Weather Service de EhLkJos Unidn* hj 
disenadn ct indice ealoriffco, que se denoanma (amfrtfn in dice dc icniiKMaiura-humeiiJ u 
humidex cn abunos pafses, para describtr los efectcs combinadoide tcmpenmiray humoLhl. 
FJ indite culdrifico / ev 111 Icinperaiuni del a ire que sc sieiue c nan do la icinperatura real es 7 
y la humedad rduiivn cs // De este modo. 7 es an a lunddn de 7 \ 7/ > puede Cxmm: 
como / = /1 labia siguicnic de vdbrcs de 7 es parte de una tubhi qiK elsbord d Nj 

Tional l eather Service dc Extados L'mdos. 


TABU I 

Iniji.ee calon'iicu / cn tuncidn de la 
[empcralura > la humedad 


Ffunicthid iL'kicivu r- > 1 


r " 

” 1 


60 

ft5 

71) 

?5 

80 

85 

00 


% 

Oft 

HXi 

103 

105 


112 

IJ5 

lio | 

02 

|(K1 

1!« 

105 

ION 

M2 

115 

114 

123 

Iza 1 

04 

104 

I Iff 

111 

114 

hft 

122 

127 

132 

f 137 | 

Oft 

HH 

1JA 

lift 

III 


m 

1J5 

14) 

14ft 

- | 

ON 

1 14 

1 Ift 

’ 123 

127 

m 

13ft 

144 i 

ISO 

15^ | 

too 

119 

124 

129 

U5 

HI 

N7 

m 

fill 

Infi i 


Si hC L^ncentra cm 1;i ecilutiina ivsaltiidii dc hi lohLi, la otal correspnidc a la hudKd** 
rclaith ,i dc ft KVA , csfn eonsidcraixt^ cl indite calmilicn cuino ana fancidri dc b vm |J 
blc dfika 7 para un vatni lijnutc //„ EsL jiha ^(71 /(/'. 7(1), Enionees t^Fi describe cdiij^ 

cl indit e inliirilk-o / sl niticincnEa cuaiidti la temperature real T >t iiK icMienia eiwi>'b -J 
huvncdpul rcliiliva es •sfe 1 7<V i U derivscki dc *i cuaitdn / F ch la m/^n dc carnhH' 

11 iPi rcsprt ftui 7 cUiilldn 7 I 


rf'th h 7i) i*m) / EMCi i A, 70) 

d'(%| = Ifni -;— g - - Ifm ‘ • - 

* *it h fc -o 


7i 



























































SECCJON 14.3 DMIWO*' 1* l F 


ill. 


Apn.tmw g f m> usmvSo lw valart* & h table l y tamdo h = 2 y “2: 

/m, 70) - f m, 70? 133-125 

2 2 2 

.*YWn _ - jf/(%3 /m701 fi%. 7lli IIS 125 

—2 -2 " -2 " 

AE priinidkir liw valors, lu ifcftud.i ^ ;ipmumiitiaiiK!iiit! 5.7S hstu quiere dedr 
t|ik' l thitkln Li icmpcralura real c\ ik‘ ‘Hi H y l.i hiimedad rcUliu ct TIP*. Lt Icth peril tin* 
Ufurvakr tnnkt talnrifico) cfcva eavi 3.75 1’ ,pnr l.iJj gratki quc iiuincm.i la itmjvrj- 
tiitii red! 

Alumi \if;i cl renjdtin recall adit dc la tabLi 1, cl ai;il concsporide ii U leinjx-iatLiu lijti de 
/ = Wi ‘P, t.ns mimcms de este reunion *nn vulorcs de hi funckjo Cjffl /!%, til Li cua] 
describe c6ma cl i n dice ctilnrilicn iiuincitiii ciundq la liumcdad relative // se increments 
oinindo hi icriiiHTnumi real es, T - % 5 'l ; , Lu derivada de cnu lime ion cum in. In ft 70'.r es la 
iiisu tie camhin de / eon rcspeeio a H cnaiuln H - TOOf : 

^ lr GI70 + h) - am ,. /!%> 70 + hi - /(%. 701 

u 170) = hm -■— - ■= hm - —- 

i-o if i-o h 

Si hate h 5 y -5. se apimima a G r (70i u>ando U»s \jLitcs de la tabla 


cvm 


r .1751 - Gi70i fm. 75) - jm, 701 = 130 [2 5 _ 


5 


0’ H (70| 


g(65) - G{70) W1 -/t%,701 121 I-" l>s 


-5 


—5 


-5 


L | pfomediur esloet valores obiicne hi estinueiiin CITQi *= 0.9. Emo ctuhtax que. unan- 
O la lempenituni es de StfF y la huitwdod relama es dc 70*, el imlkc odOritwn w ele^ 
asi 09 D F pnr cada punlo porvenlual qsic aUfliGflla 3 a humedad rclaiivq 
Ed general. &i 7cs una fundon dc dot variables i y y, suponga que sdln luce vniar t 

licniras muniiene Hja a v, y = h. dunk- /■ ..a cnnsiante.E iiIoik^ es.t5considerandiven 

’•ihd id una lime itin dc una sola variable a; £i either, jfl.vl H.v. hi Si tf tient tun .u.i lik. 
”!;„! « ... derivado parclal <l,/u.n r.spec .0 a ,r on (a. 61 y .a i*m can 

Cri, it\ \\v consiguienie 


CD 


L 


fja, b] = g'(ai dnndc - / l r ^ J 


|>c itfiicnJn end la dclifticlnil dc dertvodn 




h 


cnliPnc » la tctmcic'm II «iwn^vrrn.. en 


J 


tin + h. frl ~ /(«■ b \ 

f.Ut.M - Mn» ^- r - 

p i -HI " 
















































CAPflTULO H DEPIVAHM PARCIALCS 


lie jpiuii rnunem.!« derivadu purrial de/con revpvctD a y en (a.AK ikrmnadii p,* 
v nhticnc A amxtvzs lija sill .<») Odom mar laderiwfa <mtinana -k 6<k L [ Urv ,^ 
(;*vl /(«. >'|: 


i»l 


fM,h\ Uiti 

J h -fl 


) trf. h + It) - fiu. J’l 

A 


fun i'stn nmjjciiin de dcnviidu*. purvkJc*. pucdc cscribir lus ra/oncs ik camhi»dc| 
«mlicc colorifico I con respcelo a l.i tcrajwraturj real 7 v burned*! rdativu fl <9Jnii 
T *H» f- \ H : TtKfr canto vi^uc: 


/,{96.70) 3.75 l„m. 701 * 0.«J 

Si iilnxa iIl'IU que d punlO (<i, hi varic ert las ecoadom* 2 y 3. f. v /. <*• ... 

IiHU'hiiil's tie (Ins variables. 


4 Si t l‘s una fimritirt dc dos variable*. mi-, deritadas parviakv w«i f.i- lunn.im> 
f. y (. dclinida^ por 


fAx, vl 


Mm 


fix + h.y 1 ~ /l.i. V 
h 


fAx. v) 


ft -n fr 


Hay mik’luis oiras not ac tones par** taw tkrivwtas pafcbles, Por cjcmplo. t-n luprde f 
puede escribir /i n A/paia indkar la ikviu&cidn con respecto a b primere variable, 1 Iw 1 
^ Pcfn aqui tiff ftr m> puctk interpreter cwno on codeine de clilcrvnciaks 



I'.n.i L ,ili iiljit eitnvadas pimialev (inln In que ddbe h;uci es rvmidai qnc, VL ^ U|1 
rrii;n‘inri 1 la deriveda pare in l con respectn a i es jU'dnnicntc la dcmad*i Nf!r,r 
In hmui'in v Mr imn sola vurinhlc qiir nlnu-m- .il miintcncr Mm a r Por bi 
i'iii iiiMirra hi regia Mguiontc. 


b 

dr 

M' 


REGIA PARA QEIERMIHAR lAl DERfVADAS FARC IA LH D| yii>< 

1 tViia Llciernlinar / B . cmiserver n v cmiMantc y denvar ;(i, vl emi rc-spixln a 1 
^ Puf« ik icnniirnr / cimvervnr a i cchui unite y devivar / U_ ^ i cow rrsprv^ * % 





























SECCIOH H.J D6RIVAOA5 PARC IAI Fi : ai | 


EJfMPLq | Si /(.!.,) 
101 UfEO « A | ocniv idefir 


-i f rv - 2> J , determine/ p (2, 1I y f A2. 1 1, 
cui,h> cc " n5lw,tf a .» * *riwcm fevpcctu a i vc obiicnt 


> I'niuiia 1 *, 


/if*. y| - 3i : + 2xy* 

/ f 2, i> i■ a ; + 2 - 2 * r l i6 


Si tojisiJcM 


«mio cnj)Manlc 


■i < > deriva cijn nCSpecto a y eiUotlizc* 


filx* i') = 3x 3 y : Ay 
M, I) ™ 3 * 2* ■ f J - 4 ■ | ■= n 


tNTEftPRETACIONES OE DEfllV ADAS PARC 1 ALES 


Pani ilar una inlcrprrtaddli ***ndtrkn dc las dcrivadas pafuiak*, rmarnfc uuc b eoucidn 

1 / reprcscntii nr;.Vrl.ue .V. i 4 i»e cs la grflkade/j. Si fU. /M - c + COtotm el 

uni it, . ( j evto vituadii V Si have v ■ b. wti cnltvandii la tiEcncinn cm btcur- 
va C, ert la cual el piano vertical y - b con:, a S i En i*ras ptfabns. ( la triua dc V c 

c r ldnQ * - b ' lx '£ Ua l Jiiam-ia, d piano vertical i = « ama a V cm un.i iun t , ( fauto l.a 
vtirva Cl oomaC;* pavan put cl punto p <vea*c figura 1 j. 


I IGlIftA 1 

Liftiknviidii piftMknik /en m, J*i 
*** li' peadicrrtev dc Lin lan^emev 
*SfCt 



h r Qi 


(Jbsem; LjLitr la varva Cr cv la endicn dc la T'unemn ^.xl = f{j. H. dc mndo que la jen- 
dieme de su langettlc J cn P in gin f « /An, bt La cum C : ev hi gnirka de L finxion 
61 v| = f\tt. vL dc mndaqiK la pendiemt dc vu lan^eflte / ■ en f* iW M« M 

por lo ismio. las dcri vailas pan tales/, Ur, AI > h ta r /») sc pueden intciprctai en lonna tvo- 
metrics comn lav piriidieincv tic lav lungcnlcfc ert Pin, b. cl a lav Irakis f‘i > f ilr S cu luv 
pLnov v * /i Jf.v ■ ri. 

Como ya vc vio cn d eiivo dc hi liiiK'iou ild indicc lafodHco^ lav dcrivaiLis purcialcv 
EiiiTihtcn sc puedtrn aiitciprclnr cohio ra-unt's dv ea/nbfa* Si : M ^ '"I, cmnsiicv i'. n 
rrpreventa lu niifrtii dc Qflinbio dc : curt nrspcclo a \ cuaiulo i imiiiiiiicci' convinnw, Dc 
mancra similar. &if*ly represcHta la m/iin dc cambiu dc : ... el i cmmdo v cs 

tolHlunlC. 

IjEWLOl Si fl «.,vt = 4 r - ly'.dcremiiiH./iCI. Ily/tl. 11.« mwpiwr **» ■* 

mer^rt vmino pcmltcuii v 

wmiaiia SI 

/J i. v> - 2 1 /.fu.vl“ -4r 
































.* 4 * . / * 

BiJ |'i CAf’ITULO H DtRIVADAS PAUCIALII 


£ <1 i 


: ■ 

! 


3 1° trjTta c 


I ;i gmiicti tie fn\ d paraboloids ; -I x 2 - 2> r? y el plumi vertical v 
f.n.ihnljfl z - 2 - v% y - I. fAl igual que en £{ Wfflfefeanicrii.nr, 6® C* en | 4 g.^ ^ lj 
pemlicnic de lu LiiigenLc tie csm purahoh en d pimlu 1 [, L fi l> f,{ I [ \ r " 1 

._ . . . ^ .... _ > . . " 1 ‘ MlTlu 


ii 1.1 MMiieiii. U curva fi i|uh? st I'lirmsi cuundo d pbnn x = I c-orfa al parahn-k... 


parabola - * Is', i I, \ b pendkme dc lu l tang[Cfiie en 11. I. 

fih I) -I tvitwe figuru Ji 


Dev 


Blh, 



MGJHA 1 



FlGlIRA 3 


[,U lignru -I gcnero mediums compuiadora y es anAloga a lu figura 2. Ha hp.mc 
Mi) n r ihislry el fdjiiiii i I qiie Corfu a la supcrficie para fWmar hi ewr%,i r U’n lnp.r 
le ihMe imiiMrn ( y a ( A pacir de las ecuaciones veeioriales r[^ ■. i\ 1.2 r 

puru i. i ) r|/j (I h- r, I, \ 2/) pam 7\.) Asiniismo. ta figura 5 corresponds j Lfi- 

gUlfl 3. 










































4 ipiwt i.Fisnas algrtwititt 

Id ti|piKLIli«|! 0fl 

;h. * vrwfetfls bpfirwtas per kuk«ms 

CT" VflS variatilifs Fn Id hggra 6 st> 
* r 4 fjfra _Y it (CuJCtin delmuJa 



k«h 


-V 4 a't 


’ ^^ « *, 
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SECCIQN 14.1 DERI WDM PAftCiALlS 


a £|ehplo I Si /Uy, - « J __£__\ ... . V V 

\ l + >’/ e ^7 y 7f- 

0lWtt " Al “l* 1 ^ la ntiila dc la ca*™ 


f ■ ^ 

1 ’’ i 

\ 1 + y J 



1 * / 

l J + y) 

1 *( 


fa fa 

pjra tunwnmiiv j L+ ,i«j unable 


] 


I + v 


* = “"V1 + -v)' i (if;) - -““(iTj) ■ TiTTr 


' V ^ “ 5 ** **" i^P'fcl'unidnte 


HI 


ctnno Luia lunclrtn tie 


* + y 1 + - 1 + 6.i v’ ■ i 


toiutio* Para doiemiinar Sz/St, * Jcriva cn r.™ a 
ciudiitln Jc tratar a v tamo con^LuDs: 


implidta eon respccto a t. tcnicrdo 


4 a . , i fc 

™ 3r _ + + 6 jv —— 

fa Ax 


0 


Al (iftal. Uene (jul 1 (t:/fa„ 


d- ,t‘ +■ 2vz 

Si ;■ + 2 j.'v 

Dc mantra similar, In demotion implfciU c<m respecter 4 > da 


^ + 2.TZ 

By f : + 2jry 


FUNCIONES D£ MAS PE TRES VAftlAfllES 

Tambfcta ve pueden demur kis derivady> parciolcs mediant? runcinnes dt itv*. n run* tum¬ 
bles- Mcir ejempla, si / es win funciun dc ires variables 1, ry; eitfoik,rs su tknvndn par¬ 
tial cmi respeciu a 1 so deli no como 


A< 1. y, r) = lim 

i—■> 


/(.V + h, v. ;J -/(*; y* 


v so deicrfiunn vtHisideriindn a y y 11 r eomo eonslaflics y derivLirnJn /i v. n eon rc*|wt;ro 
Ax il “ /(*. 3 ?f lit AflWineAl A = tovffa vv pue^lc imcrjWfur tonus lu ruztfn dc cuinbio 

dr- w cipii rrtficcEn a t titiiiuln y y * sc.. ctioMaiucs IVn> no puede baser 11 ill hi 

icfpfciHtirni gcnmclnepi putnue Iji grdfic-i dc t tc cltcoenlraen un etf vli-iu deciulco dinwn■ 

generiJ, *■* ** ^ lutKido tic ft vnriaWs v u = /n ( , \ . . » k ifrnvud.i 1^, 

t p,J 1 ■ 111 rcstweio it hi 1 tSumrt vnrtitHli- *. l 1 *. 



























| CAPlTULO 14 [DfftlWAOAS PARCIAlES 


> tiimhicii 



EJIKflQ 5 Determine f,.), y t si /f.r. v. ;) = t' In 


wiufrtJi Si mnoEiencconsumes a vy :y derivecon respeeioa .1, y uNkhc 

f, - >^“3n r 


De niiineni similar. 


Ins y f- = 


DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR_ 

Si/ c.s una funcidn de dus variables. enlnnces vus dcrivndas parciales /, \ ; <i« j am h ien 
fuuioMS dc dm variiMo. ik modo quc %c cnssideraD sus demada* parcialcs 1 s \ 
if K y if. I. quc m- Human «rgundus dcrtvudis parasite de/ Si : /(.i. vt. use la noij- 

ci6fl sieuiente: 






Por lo tanlo. la iwtucidn/, . <0 bicn, irf Viv (>.i>quiere decirque pnmch’ sc Jem a ton rfv 
pccto a x y dcspues con respccto a y que jI calcular/, d orden cs d inverse* 

EJEMPLO 6 Determine- fus se^tundus tfcirivsidas parcigles de 



WHIKlfiN !-i» d cjernpln I 



Put If 1 tanlo. 





0 

















StCClON 14,1 bfftr/ACMS p* SCALES 


HU ■« 


h lf 7* AalH >9 gcabcQ de Li (ij-n 

!*/*<«**• ■“i' - **" 

’ j t mu hiitdas pditialm p\i\,t 

, % * < ~ OtttffVfl QUO 

n3i?K*Mi JOI eon^irtfllM ton la intBfpfB- 
Mpift/, H b f SW J il& EOS Iflh- 

u m it * gtffia dt f Pw 
ii,, .iruu-.lii t ivcreri^ ii nbcia un 
r „ * la i-Xi [Mutivii 

st, tour "P^fa w : to nah»« ncgaiwn 
* i :n p jhws da .r. , i con in 

rife] 9 f pm we to iciacionei 



L 

7 




Observe tjiic / / t , en cl cjcmph ft. Eslo imes limq coincidence Nesuliu que I.l* den- 
^ jda> pBHciulcs LiimhiiKHJ^is / y /. mwi iguafes pciri hi nuyor piiric ik ks func tunes que urm 
irNLucnintcn In pnikihii, I;] teurenui ssiguit:i)ii\d cud rite Jcsctihtcrto por cl m.ii L 'mat mh tran¬ 
ces Alexis Cluirjul (1713-17ft5l. present^ l.i\ a nidi clones en his aides cs prailik alirmur qik- 
(.. — f.,.. La dctnostnifion sc [lmpaiciDiiii c*i cl njkmlicc 1. 



*a* «i '*Sr. sr jj^ 


eft 


II ,-Vf |hd r ](5 

^ , 3 *W!T ^‘4 en u 

i ,^ 4 * ^tuminr; f.mwdn 
“*‘**»*IW»( 

Hue Fut 
****> ICWntfiin 



TEOffEM* DE CLAIKMJT Supcui|Ni que / *£ itcllne CD Llll drvtO f) qne Offltial* el 
punlo Ui r f*K Si liiriiiN la Innciori f. a »»»/,. son cuiKirluls cn /* CMOItrff 

M * /n^ b) 


Ui derives (waules ilr nnk*n i«- Miperiflra tumhfen se pucdeii ildimr. Por ejcmiiki. 









































PABOALIS 


y i nt-iS i d rue d (e^rema de Clairaul m: puede demostrar qtie / t 
cioftcs mui cimti-fiuas. 



L T I T|FM:PL0 7 Cukuk/ H , si /(.k, v, ■ I + yj). 


UIVCI6m 


/, = ■ yd 

f*M ■ ^ «nl3.r + yj) 


/<.. = -9rccfeOyt + k “j 


/ t ±, = -9 ^m3.i * vr) + ^scnOi + yj| 


fCUACIONES DlFEKENCIALES PARCIALES 

Huy dc-madas pnreiaks en ins cmii'irwr-v r/ry<Tt"WTtir/fff fwt* ic$k r \ ijuc esiire^m 
yes fMmis Por ejemplo. hi ecuEieinn ilikreiicml pnida) 


« Maim reuaridn de Laplace cn lumsjr j Pierre Laplace i 17-49-111:? I - , Mlluci, ne, * 
esta tcuaciw fasten el nonibre tie fimiiorirs armijiik-av y dcscniptilnn un fujv! cn k* 
probtenms de induce ion de cdor, flujo de fluids y poEcncial clertrico. 

EJEKPLG S Dcmueslre que !a funckni a\ \, vJ = <.■' sen y e* una solution de hi ecuatirifi 

de Lnplnce, 

SOLUC. 16 M 11 , = r p scny u\ D e'eosy 


u tm - t m sen v h v , - -e" *en y 
n rt ’Mj . - * sen y - r 1 seoy = 0 


Por lo Unto, 11 cumple con !a c.uacion ik lapbwe 


3.a «nuclein de cinda 


fi'jj „ jfy 
—” ™ fl*TT 

cfj 1 " pAV ' 



pre^nta cl dcspla>amiencn dc una uicfila de y icdin que esb vibmmku-n d ik-mpi t > J urU 
di^itmcia 1 tie un cMierm 1de b mcnU. 1 cornu w ilostva en L %ura S>_ crafcHH o j<i 1 f bum- 
pie ftnn la MlMritia de nnda Ln cMc enso hi UHisLame 0 dejwnde de la ikns*dad de 
ib % dr U lenskm de b misma 


IjEMHQ fl f/nmpnicbc que La fuaeidn uti.tl scrnl i - vi\ curtiplr <m li rcusieiiw J* 
ondn. 

MUJHW n t - cot(jc * tii\ Wm sedtt - ru) 



fjc vpi 1 4 Mr h h 1 fi Liimple con hi Ci-uifeL'km *k imhIh 














&ECCION H .3 DEBtVADAt P**ti*Ll 


• IT 


LA FUNtlON [jf PROCHJCCION £>E COfeft-DOUGLAS 


I:ri el cjriiipln ' Jv la seccidn 14 . 1 . vc tksinhe el irahajo ik Cobh y Dougl&i al moJcliir la 
pioducciun local f* Jf Lin sisleina ccandmico cotiui una t'unemn de Li earn uhid iJf rtiann tie 
ohiit f. y h inversion tie capital K l*n iMc easo \c mi I i/an dcricadas panainli's purii demos- 
iriircAinn tli lonuy |nm Lirulstr del mode low: inhere dt: cien^ Miptisic tones que plan Lam m 
eon respetto a l.i cronumia. 

Si lu It melon ilt production w deimla cun P - PtL, K), ertlorvccs l:i dcri^ula partial 
i'f'/OL C 1 * III u/iin 4 hi cual canibi.i la production con ftSpKlO ,1 hi catUidail de iimio de 
obra Lm econcnnisiiLs la pndiKu^m ni.Lreuul eon respeem .1 la manu de obni o 


p/thlu* tnitltul nuirgiiMl dr h maim dr tdrni Dc mantra similar. I j ikri^Ja pmiil H P oA" 
ev |j fa/1 hi Je i.nnhiu de la pruthiaiim eon itspccln al capital \ sc dentwiiu firntfat mi- 
dmt ittiiryiiutl tt?l capital. En frslm ufnnnvm hi-* ^upusicioim t{uc planlcan m Cobb s l^uujjlas 

sc piii'di'n loi iiiLil.il clump sigtlc: 


lit Si la mano dc obra o cl capital sc desvanece, emonces sucede In mtsino con hi 
production, 

(iil La prod Ltd ividad marginal dc hi miino dc obra es proportional a la ciuilidad de 
production por unkind dc maim de obra 

mil La product ividad marginal tie I capital es proportional a la camidtui dc produc- 
cion por unidad dc capital „ 

Dchido a ijue la produce ion por unwind dc iiwikp de ohm esP t. b ^upNmipii 1 '< 1 pluu- 
Lca i|ue 


,jP_ 

dt. 


P 



pure algunu consianrc ft. Si manliene conslOTild a *' W = to), ennpaces csia ecuacion di 
fcrcnciid partial se vuclve una ccuacmn dilerenciul ordimiria 

dP P 


Si lemahc cso ccwctoi diferenciiil ttparaMe mediante V* * '* “ K " Sn “ 3 

sc lain M en cjcrcicio 79). obuenc 


o 


PtLKnl ~CML° 


fjb'icfve qoc lu cofisiaine Ci aparccc como ma 
valnf ilc A’fi- 

IgUftlnwnic. la suposkkVn liiil planic.i 4 «e 


a luntiul) de A'" (wnUK pnede tkpcmJer ^ 


r if 

UK 



y hc WMicIve c*la ecuiteirin dilcicneinl pai n Itfiiisr 

j H/ah A'I - 

\\ f, mi par 31 r las ecuaciont-v ft y 7 . sc ntatene 

. HI* AI - M > 
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donde ft cs unn constanle que es ivHlepemlientc tuntu dr /, como sfc A I 4 


mnestra qliC n ■ It) ft (I 


Hi 


Observe que scgun lu ecuncitin K, m la ctiano tfc ohra v el cupiMtl s* increment- 
lac lor wi, emonces 


jPOw/^ mi A ) hUrtM'imK f - = m t'PiL A * 

Si a + ^ : 1, cntoficcs ftN im/., imA ) = iriPfL, Ai. lo cual quicre decir que la pii, kJuci. .nr 
tambien uumcfitii un I'aetni de mi. (-via cs In rn/c'm de que Cobh > Duu^ljis Miptiq Crar| LjU 
<¥ + /?■ I y, por 111 1.milk. 

PIL, A ) «= hL 'K ' '■ 

fcvta es la funcion <!c pnidueciiui de Cnhh-Puuglas que csludWen la SLwitPii 14 | 



EJERClCiqS 


L Lj iirmpctaliJM / en tin Incur dr I hemisferk* mme depends 1 )e 
La lon^ilud . lain Lid 1 v hempn j. de minln que pm.de evorihir 
T fit, v F n MiJji el iicftipu en hora^ a panirdel ijiiein de 
sna 

mi i,Qui sijjiiilican Lis dem jda> pareiules ri7> -1 v y 

flT/flr? 

ihi Hmiiiliiln. lie ne ana kmgilud dr 15K 1 \V y ana I mil ml dr 
2 I N SufHHi i^li L|iir .1 his 9:00 vti el priinem dg gricro, h* 
v 1 r n 1 l is euipuiaii aire eulicnlc Lucia el mwesie, dr hhhIli que 
el Hire tld nesie \ del Mires cuhcnlc y el aire al mule y cl 
esic e^ mas r 1 h 1 , Lspeniria qua /,i I SB, 21,9h /,13 5H. 21. 91 
v r'i I^H, 2\ L 0 poNiivasu negMivas? E.tpliquc. 

1- W principm de estj secetdn. csludid la lime ion / = ft f. H i, 
■J***ide / es el imJiut cilurfiko. ft es la Icmpenilura \ H es ia hu- 

™J*I tvI jLiu M.-hli.LFfeU b ulil.L 1 C>lime/H92. Wkl) rtn 

- Cuale^. Ijv mlCfprctaektfWi pracfkas ifc eslos \alnrvs? 

2 . El laer* de enlruinirniii Ll. cs Ja lempcrilun qtic sc (Xicihe 

Luandn hi i^mpcrLiiiir.i real es ? y b icloeidad del Vienioes r. 
ik n.i nii 1 que ^ /l ^ p'i [lahla ^i^uiente de valofes cs 11 mi 
pane die l.t l.ihla I de U sertic^i Ml 


W-b\ ickisJ del ^ leiilfhfkistilsj 


T 

2/^ 

30 

40 

50 

60 

70 

-JO 

IK 

2fl 

-21 

:: 

-23 

-23 

*ts 

J4 

26 

27 

-20 

m 

-311 

»» 

* ¥1 

n 

M 

35 

-Vi 

37 

-25 


w 

41 

42 

-41 

44 


fh i l:n ecncnl. ;,que paede decir cem tc^pcrli' al fipKide 
m/dT y nil ae? 

hr I ^CtiiiJ pareee set d valnr del hmne mpuicnlc ! 

, m 

Ifm — 

* ' 1 

4. La alltira ^4 de lhiel ola en cl mar aide! in dcprndi ^h la i..;-i.Lv > 
del vicnin y de la Lam id: ml lIc licnijm que el ^ icnM ha ru.Ji- 
TiopLmdn a esa vdccicbd. Eu la inhla uemejilr ^ Jcc^rr.ir. --j 
U>res tie k\ timcidn ft = fir, r'i <n pies, 


DuracMft f horns 1 


1 

V 

s 

m 

15 

20 

Hi 

40 

50 

w 

7 

7 

7 

r - 

7 

7 

y 

% 

IS 

4 

4 

5 

5 

5 

5 

5 

20 

5 

7 

H 

ft 


y 


30 

9 

13 

16 

n 

IK 

19 

14 | 

40 

14 

21 

25 

2S 

31 

33 

33 

ft) 

10 

14 

36 

40 

45 

~4*1 

511 

60 

24 

17 

47 

54 


h7 



ui H I'u.iU-' kts sifnifik. r !ifli>sde |a^ dcm.ida* p.iM.ik'* 

dft/Ae y -ift Tif ? 

(hi Esiiiw hvs ^oics ik I 5 J y m 40 i 3 i. ( -C^*cs h" 

Ijs irUcfprel-KmrtC.s pr:klu a> de tf'lih laloiCs F 

let !<'iiill pofoee ^ci el vnkx ikd hitlitc sememe " 


E.iUJMPf |us vpikrfrs *1c ft 1 I^ Vi) y f,i 15 UlJ (4 miles 
wm Jjs iMcrpFclneMmci jimi litas ik- Ciins vplmrs d 

















































C-i 




•V: 










J.J llrtcnnuw I"* «^ nt " * *“ Jpriv5 * ltel P^lllr* ,1c h foctfn/ 


*fCCION HJ DEfliVAtjAj FAir;i*lf r , f]|J ««y 



l&. St- prctcnb un mapa cJc curvii> db nitride tub* Wi^ / £«. 
"w/.rz, IJ > /a II. 




is is 


S,' Ul Ml .- 1 
l un r,r t. 2 i 
J. ivi f. 11,2) 
L ul mI. 2 i 


(Hi All. 2) 
lb) M- t.2) 

U) /I.f 1,21 
|J> A,i L. 21 


II. S. M i. l | - |h - 4 j £ - y? a dcicrmi he /,(I, 2l j / il.]i f j n . 
Ii 1 1 |i4L’Nlm ihipUi ri in CDrar-i f^'iiih^niL-, IIii .Ml li> 11 gtifit.'j.'i 
clnkiruiJiLs u mnnr n mcdiunic 1111,1 ioiiijnn,ulnr;i 

13, Si fix* y ) - ft - jr* - 4j* dawrmtae /^l. 0) y /.ii.ifle 

kiilrilULiL' c*k* v.i](ire^ aumii ptndieMt', IliisLrr . • >11 jinaiiLj". 
dufa 4 Jitut a mumi ci meJianle uru K«ir|i|uii,|.!iii l | 


I Ln ^ufviTiiTts howw^. ftnia, b <. vno ^rjfitibde — 13^H hfitwititv f. y i \ srriui^ssr ; I > / um ll^miaiih j Jc%Jt 

IDU Illhihh/) tie 4 S den^^ |W\mIo/* y f,. IJnm|i(|ue cada |vr,pfiliiai «|w lc |xrmnitan Ij-, rcljfiun", wiis nil.i- 

misktIkk v £*^M|LK cl pnftjltc tie su clnCion . . 

13 . 1 U,y\ t 4 V 1 4 g-y W. /II .1 - rr 





IS-38 c ,1 k--ulc hi" tnimera" dcriT-iidns, p.u-. 1 - 1 I 0 <k‘ In lunci' ii 


IS. f\ v) v" lh 

17 . jfl l. f} - f ‘ t;ii" jrt 

IS. ; -( 2 < + Jjfl* 


16 . _$x. vi 11 Mi . 
16 . p| v 1 In f 

70. : l.m >1 


cri . ■ - r 

ill. r> -- 

It /ft, >1 -* '• 

1 +■ ¥ 

13, nr II 1 :■>*& 

J4. JT “ r' ,|f * t 1 

J5, /lr. j 0 - flnlr + J 1 ) 

16. ffjFpi) JfCtAfll V s Jf 1 

27, ii - tr m 1 

16. III.-' j ■ *b 

10, ii v, :J - vr 5.v v’: J 

JO, fu. t. ; 1 ' 1 Mint 

JjJ r Inf 1 4 2y + 3c) 

It u ;r 

33. w iv %tn 'tjffl 

34. ri ' 

A % L 

IS. /n. ivr Ml vil 

1 4 

)&■ li i'i »p ^ ^ _ 1 i. 

r • m-v 

II. » ,«1*.. 

11. ir ..-1 + 

hi, 1 


J 9 w« | KHcrlllMbL 1 .. 

II. - . & + M * 4 * 

tf. ^ HUliHlll'h '■ 1 " " 
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42. (it, ,-i ■ % ten i 4 mVi ► n : ., /:(!>,I), it *i 


U~44 A pwtd ilc h ilciinKi^ lIc Us denvadu putties cihvh) h 
miles 14* para drttraimaj /.(.i. r) y /. 1 r r > J 

13. iii. y) - n - i\ 

44. Jfi.yl ———j 

x * y 

4 v- 4| s IcdiiMiic dew iiv ioi 11 Piiplii." 1 1a, detrmainc n?/r\.x y f*z/*[y. 
iPutdL' ici count Sim e?siij.s superficies til Visual Id .X) 

iS. r' + y : + j■ " Xxyt 

46. vr » ln(-¥ + .1 

^7. i ark!tnji( >:) 

4fl, sen(.vyrl c H 2y + 

J«-i 0 Calculi: dr; -U y fc/dy 

41. lal ; — /H} + (H vl 

(t» - =/<,i + yl 

M- m> r - /(jrjf(y> 

(bi r - fix?) 

id r -fix/?) 


5t-Sfc Delermirwr lodav bs se^und^s dcrivadai pardalcs. 

SL /U yl — xV + lt\ 

52. /(x, y) * sen’(#tc + nyl 

51 if ^ u- + ir 

ri ^ jy 

S4 r v 

jt — y 

« * + y 

SS. r = ancMn - 

1 “ XV 

56, I.' ■ r ldl 

S?-60 C.mipmtbe i)lk (j cunclUMtta del [etifcma dc CMnui se 
cumple. eadacir, 

57. u = x ^enr.i + Sv( 

St. il - xY - 2xy’ 

5f. » - to Vj 1 +■ v* 

6 ft. u = xjw - 


4t-4l Kruuerrtre I* iknuda puwittl inJujib 

il. fix*y* - 3V + jrV; /„. 

41 fix, ti - x J r f„, f tti 

63. fit.y, cosf4jf + ,l v + 2 *J; 

64. fir,i,t) ~ r[rA/r» l t*y. f.„. f„ 

65. a , sen it 




HyP " w; 


ay 

rtfi rP|l fiM I 


W+w -— j 

j + 2* 


M * - T'rV 


n# 


F? Of 

rir J cP| 


*9. Cofi lii labbtle valent* etc /(jt, y) estimc ii^ valent -u 


S j 
. x , 

18 

. 

10 

2.2 

2-5 

123 

10,2 

9,:| 

3.0 

l®J 

17.5 

15.'/ 

5,5 

mn 

214 

26.1 


70. Se mucsOiB Ja* curvaS tte nivel para urku tiuKnm / |^ ttfin 
« lft * -W0“wnces derivadas pare ink* son pnilms i> n(: ,a, v % 
en el pmiHci- /», 

(«1 /■ 0>J J! <c) /., 

(d) /*, tc) 



71. Cumpnick- que la funeioTi u 1 r - ' ' sen k * cs unn -.. luyi^ 

ik- t;j vemcivn de la condifccidn dt'l adttr a, , r . r . 

72. tlercmiinc -si cade um dc las fujickme* Mjuuicmcs c > wu uHl 
ctdn ite Paccuacidn dr Laplace it., + w„- 0 . 

(J> ii - x ‘ + y 2 

(b) Pi - ,r - y 1 
(O w -*■' + W 

id\ a •“ Irt v i : + ~p 

tek ji — \cn x cosA y + cos .t vtznJn t 

rh il - r fc cos y - t cos ,v 

73. wrtfiquc b Tuindon u = I v i ■' * x' - - ; e% «ru w-iut < 
de b ecUDCfdfl mJinieflMtinal de Ljpl.Kc a + u * * J " 

Ocmuescrc 411 c eada una ik ]a^ tunoono ar.j 

Jlh’idm dr la reunion deonda u M =■ O'n, 

i J p tf - swcniist/i 

iki u ■= t/Urr - 

ic) il « i x - (aij n + U + 

(dj r# MTflE.v — fir] + ln(x + a /1 

71 Si l y U son lUrtLiimcs ilc una Mila h.nijHi- .lcin.ihk y s di^ u "' r ‘‘ 

dcnlucslre quo la funeiriqi 

«Lr, Jl =/(.v + oil + ^ l - oil 
ts im.L Miluei^n de la ecuaci^P dc nmla dd ciciciflo ' ] 

76 . Si ii ■ ' " |J L dondeoi + u:- + ■ ■ ■ + .*i J *f 

Klrniiieslre que 

f>*« jjf d'll 

a.ff Jj- 

77. \VrilM|i 0 t i|iir la functfn r - \tu* + r i es uno wdutidi sic 

feumni cm diltTnikialcs 
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V *>v 


Q cJL. 


SECCEON 14.1 DEMVADjiS P^ftfEALI 


JUr 1 


ii _ ( j*_V 

^ \ ^ Air / ^ 

Ort^fc ^ >* <* CtMhDov^Ms |w 3 i a ptrntorg^ 

** r - m <K* eurapfe «* Ij WUAUOA 


l^+k^- 
itL ati 


III + 0 tP 


n ivnnw^cre ,a r«nclAn tit; ('abb-Douglas para In pitiJui-- 

C ], m multiple i-iW hi.. K.||> C ’| l Al. . >/. '■ ivsokiendi n 1.1 csditu!i Lin. 

JikrfiK-i.il 


dt* 

dL 


"T 


V’canc ecuaeWn 


g, U fcrtspeTJiHtrj. P° 11 n P^nto u. y> en una pl^cha de metal pl.i 
ta.e^iadcfroiJ j pof T\ t, he = 60 (I + x : + ¥ i. do-nde rxe 
mk en Ciinfn mrinw. Culcule la ra/iitt <fe cambio dc L 
Kfnptr4turj -«■« nrspecio j b JisLincia en el punr*.' (1 It en 
i- ii JirteciLm Jf t v ihi la tkneeciiVn <le y. 

fi. U n^EciKu Mta] ft piiHlttu Jj pur tne* eomiuLucres eon rexi*. 
Cku> Jf-.. If; \ R< unitiav en up c ETC Li rio elCLlrico en piifiilekt 
oil Jclinidi pnr la ftmiula 


_|_ 

ft 


J_ 

Jf, 


-UJ- 

R : ft. 


Clfcuk att.m,. 

D. Lt k> Jc Iik yuKcs pura, unu inasa lijj. m Jf tin jjas ideal j tem- 
pe^juiri T phcsmii p y volumen V ab&olutos es PV ■ mft'f. 
dmifc ffr>U coPHiinie de Ids jiasics. Demticstre h|ik 


*P *V riT 


-J 


JV AT AP 

tt tn d ta*u dd idea] s |e| ^erckio 82. demue-ire 

."Pill/ 

T —3 —— • mfi 
AT AT 

^ * r1 *- 1rif tie ftifniEtiicnio < rundeb median re la ftim:i(>n 

u ^ I S 12 + 0.62157 11 J7r. ,M ,n + OJMSTp 111 * 

r*t| H tcmpeniiura f *Cji y ves la vchietdad del vtefllD 
n»A 3 . Ciufido T * - 15 *c y p - 30 km/K jarffttO c-HjwrairJn 

Uik4 que e#jcra 111 lempcrul U m apurenll W si III 
j^Pwwnra real tlnminiEvc I ("’,Y m b HvliKid.nl del vienlit 
****** u m , v ■ 
h ' tj «erwU 

' itiftK 11 iJt i m 1 tH -f(K 1 . (,-iiyu niLi'.j 47 V VfiJiK-PHlilil t r f' 
’ iWe^rr «,□«■ 

A*# „ 

■. " X 

, *m A * 3 

^ *** <*f m tnJHfalou jr 4 . Ji y ( v,it ^ 
rfcimnim: M/M*. «Af* ntedi**** I* 

•^pWcn# fie I* Iry Jf N» criHtt» 


Ml 


^ i ( j^ rl ^ ^ unj Funtli 3 r l/cu>pt» dcn^.nlj. pavolp 4fl 

k f ,3fl 1 + 4 > y” 3i - J iJOtbc ctwflo? 

1 H* HI pmMokh: r = 6 - * - ^ , 2f ^ d n^y jr ■» | en 

semete 1 *! 1J ^T 18 l3S enLBC *° ft(S (Manetncat dc la (as- 
7 C ° C ‘ pun,,, M ’ 3 - 4t <• '*’«* unj Lornpuu- 

d l^abdioidc. b |»iMl > la bn^mlc T 

tiiJMnu panulb. 

M ty dEpMjjdc At 1 + Iv- + _ ,f . . . 

dipw- (tEioicntte latte™aci«w> par.Mi^H.,, ...... 

f'ln tilip-Jf en el p«nk> f [. 2.2), 

it Bn tu otudhi ifc i»ncir K iiin jti cu » (c | llm | cn , (1 K . . .. 

i|iit lu ic m periiiurn Ten cl wmp., „ra«liJ„ 01 dl»|« mm pro- 
luii.jiil.il (mcdklu en piei) te puuJc nualclui m l., iu, 

= T„ +• 7 \e " HieniiMj - A.t) 


ilnEKlc v - 2 1 . H A o Ififct nnw.mif pi>.||^ 4 
Eat helemi.nc vT/Bx. ^.Cuil e% cl M^mliradn fm,u ■ 

EN Deietmnv AT/At, ^Cuil o el »i$niti 4 «ki nvto 1 
Ett i VmueMrc 41 K T eurnple eon b eoiKiiWi del cali« 

F. - IT,, pam ueu tiertacvostui *l 

EdE Si A ■ 0.1 Tm = 0 V T| = 111 . mdliihlt unaiomptiLailnFu 
^rjJiquc n r^ 4>. 

to ,-.Cuiil ch cl Mjrmlk jdn ffhico del tifmiind * \ cit litcHpie- 
'icn<tLir - A.i>? 

91. /\|HlKiEie d Eeorenin de CkintoE pjra dcEtKtMmr t|ue m Ins den 
vaElajH parcu les de Lemur prden de j sun u 'ill 1 mi ns. cnmik es 

Jiij "'/m ^ /nr 


: ana 


M. |j 1 ikmj.di's pjmalesdc ir-estmn nfJen Eii'jil 

Cuncidn tk dmi vanitiles.'" 

|bt Si ouv dennadas panreaks tmi eontntuas.. i uanLis elU- 
pitcJen stff lilspnlb. 1 

lei Kf'pnod.1 el indsn ut pam d , j*** de 1 j f*K^ ^ 

ires HaniNft. 

n. si yu. ti - xu* + rr"V-' mcmt™ n i. «> 

| 5 (pjrn-flCni: ctl lugj/ dc tull;it pnmrm t.t i H u. iihsersi- tjue 
niAs 1 jliI Aplit^r laasudrtn 1 ula eeuncECin - I 

94 . Si i i v, yl = v'J 1 + y \ ddenntnc 


9 Si Sen 


/ ll. Hi 


jp\ - .tv 1 


r + 


11 


X, I 1. ■ I * UK HI 

,i u vl Itlfll 




Eli 


(41 iwe- f ■»«** u, “ » mm 

(hi Biclin«»/>1>. vlW’ l, -. ,l, “ „mo ;I I 

.. n. 


■ ant 
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14.4 


PLANOS TANGENTES Y APRGXfM ACIONES LiNEALES 


Unadc las ideas tikis import antes cn el dlculodc una sola variable. c* 

acerca a tin ptmtu dc la gratica Jc unit liiiition derivable, la grifki Vu ^|^ | ' ' J * 
□ruble desde vu tangeiiie, y puede aproxirnarse a la funoon n tedium? uni fu^. , 
ivease section 3. 11 1 . Ahora sc dcsarmlhrn idea* stmibres en ires dimension*: 
da qurc sc iurcrca haem un panto sobre b stiperficic que cs b gTtffiea dc uria 

livable de do* variables, Ui mj|viIk ic se purece mis v in as a un piano, vu pl lL . 

le. y es. pnsible ;Lpro\imar\e a b ftmciun median:c una funeirin lineal iJe dos vm ^ 
Tamhiin *e general i/,n la idea tic ium dd'crcncial a fund ones dc do* u m v u j ubh > 


PLANOS TANGENTES 


:i 



FIG U R A I 

El ptmio lanpiik- 
amircne l.h Irueu^ 
unjccnie 11 - f y 7. 


Supongn l[Uc Lina Mipcrlidc & liene pur ecuaeion a: = /l.i. \), domic Iik imima.i. i ritJ 
das paid Elks dc / son oumiuiuv y sea P( l... yrj + r.. i un piiiiin en S VI iguul que - n 0 
cion anterior, *ca C, y f las curvu* que sc oblicneii al cortar h»s pLiiin. vcriivMlc-. ■. 
y Jt = in can la supcrhcic &. Por fa lanto. d punto p *e encucillra lamo en t *nm>taC- 
Sean T t y T: las recta* lungcntes a la* euros C\ y G en el punio P. Emonccs d pbnnu^ 
genre a la supcriScie Vera el punio P *e deline comoel piano que contienc laniu r^ic 
tangenies f, y (vease tieura I). 

En la section 1 4.ft sc ve que si C cs cuaiquicr olia ciinn que queda cn Li superior s * 
pasa por F. cn[oners so tangcnic cn P Umhicn esta en el plants lungcnle Pur In tjntu pm?. 
de pensar que cl piano langentc a S cn P consia dc todas las langcutts pi-siMes cnFi 
curvas que quad an en S y posan |Hir P FJ piano langenie en P cs cl piano que m> sr apnh 
xima a la snperfieie S ceren del punio / J . 

Sabc por In ccuaddo 12,5.7 que eualqnier piano que past por cl punLo ft l ■. 
ticne una ecuaetdn tie I.l Inmia 


M\ jl'h) + Biy - y n ) + C(: - r,il - 0 


AJ dividir csla ccuaciVin coin? C \ haecrw = -A/C > b = -B C. la e^rihe en la I |,nfbi 

Q3 * " Tii “ ^Ll — + biy — y* i 

Si 5a ecuaciiHi ] repreventa nr\ pbno tan^cnic cn P, cntoncc* mj inteMevidn ^ P^' 
v = yn debe set hi recta m ngeme / AI Imccr v = vnen la ccuacton 1 


■ O'- :&#3* Hr 4 


CM|4ll J#i : P^Ki f 

■•nm r ^p r« r , - A 1 * 


<1f if* 
jff 


i “■ Zti 1 ■ fitx “ -Vm ) y — Vo 

e idendficuesias cxpresioncs como In ecuncliSn de una i crm etii^ido leconoce P* 1 *^ 
tc y pp^ji pot on pnnto, cn doiklc Li pcmlk-nle c* u l s ero tic uenerdo con Im ^ ||lM 11 1 
pendiente dt 3-i reck ItmgciHe /', es /;( \^ r y M i | p 4ir ]o laiuo, .j M v.,, v,d ^ ^ 

Fk mancra miiiiLh , ill baccr i tir en hi eeuaddn I > bi y i 0 Li cli.i 1 
reprcwntur n la i»laiigciuc t dc iiukIo que h ~ i it v,d 


3 SufKm^ii c(tiie Ins dcrivjuLis paitEalc* dc if son continuio IffWi cvutw.i^ 1 1 ^ 
Iwigcntr a l.i Mqvrht ic f\ i ^ ci> d pmitip n ■ f cs 


U P 


■ n 


Mi..- i Ht 4 / <».>. v,.H > 


r„\ 



























jffi i-, Lj» H.4 H puedm 

I'li-adal 4e Ui Ajui il 2 y 3 • 


*. qv.' *w w 
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5CCCI6N PlAnos 
° ElEHPLd , CaluQtp (*| 


TAN-C5C NT e s ¥ *PROX IM AC ION Ei UNFA Us 11 p 

I’"""' U. I. .1), Ptano “I P-aMoi*clip,ico : = 3t + , cn c| 



IT I 


laiucida Sca/fjc, n 3t , . 

' + > l-nnince. 


M-i. ;1 = 4 X 

Ml. I)-4 

linmiKc, ,2, d. la ecuw.irtp del P W 




/■U v) = 2y 

J5M* 11 ■= 2 

■ 3 = 4l .i - h + 2f v - 1) 

- ■“ 4,t + 2 v - 3 


i iwRiun ii + i.Ohwc; que a nwdiito m* 

nu.s piano la grdJlca y mds rMnrce su pjano lanscnie. ^ 






4 4 ^ 2 2 

(•I (t*> {e - 

? Ej pnhnloKfc: clipim ■>: 2 1 + > jwirecc CiH^ctdiir uni su pl*nn un^vnk - a meJiiia H U|; se accira j i I. I 


j-n Li itgurn 3 sc compnjtfha esi* imprest al ^lTVotmc jI r unu ’ 1 *■ 1 10 " H ^ j 

JL1 n,vc. dc b <3, ,1,, > - 2r - *<**£ 

w <k- mvrl pmai mb «a» (-»«* « hH lo * 

tie lift plain * 







































"¥ 


It* 


a % 

* •. f\ , A 

||| I CAFtTULQ 14 DERtVXDM PAROAUS 

APROXI MAC ION ES LINEALES 




iM t, >1 4.i *■ 2v ■ 3 

him huerw a/fx. y) cuand'i U, vi cMi ccua dc 1 1.1), La turnt^m l ^ 

miming tinrutlzncidft dt; / cn 11 11 y la sipnmiMMctfm 

/(*» yf 4 1 + 2>- - 3 


reeibc cJ nonihri- dc apnijuirunuiti lineal, l* bicn. apntximttt wri del plana i 

Cft (1, 1). 

Porcjcmplti, iti d piuiUi ill, 0,95 ) III apiiixiniacioti I in till Jh 
/U. I.0.9S) ~ 4II.II + 2(0.95> j \j 


quc «*• niuy ecrcana al valor unl,nkni dc n l.l, 0.95) 2i 1 Ir *■ (0,95 1 

f>>si lomaun purtoalejadu de i I. 11 .ml ammC, . 1 ).ya niioutsigue 1 una hvcnu ,ipri'\iin> 

cifln, En clean. U2. 3) = 11 y /(2, 3) = 17, 

Eh general, sabe que dc aeuerdocon ( 2 | ima ccuacion del piano uneenk ,il.i cf-irki i 
una font iuii / de dos variables en el punk* In, b. nu , hfi e> 

- - /Iff, M +/.(«. fr.)l.v if I + f\n, fr)(y b\ 

La funcion lineal cuyn griilica es este plain* Uingenle. a saber. 



FlCrOi 4 4 


Jit.fi* i MU i'f '9, 1)1, 

j| * 7 f 




3 ] Li. i\ y) - fUL M + fjffl. frK.i - u) + /Jo. Al( y - b\ 

sc I Jams* la lint-ali/aciPn de f en \n, b) \ la upro*imackiii 


T 


fix* y) '■ fU*. W t - a P +/;(u^Kv - frP 


sL h Ham;* jjprmimandn Jinr.il if apmxiiiiairmt del phum <lc/ m s- ■' 1 

Ya lui dcfinidu pianos lun^entes para sajpcrlieie.s r /(i, 11 , Jonde las piirneiM'- 
das parciaks dc f son coniinu^ j.Que sucedc si f y £ no sort continue v T E ; n l.« ^ ^ 

i lustra tal time inn, >u vaKh nii es 


/l v. rj 


,ii 


-7-^ t Sl u, v) - (fl.ni 

,v J + y* 

0 si I t.vS - fl>,0> 


Dsled puede ruinpmbnr fv^isc ejeveki*) i-|HC c^isten sns Lkrivilda$ partial- 1 L ' h 
pen y, de hcclni, L\i >, 01 0 y Mn, L» 0 , pen* A i t. no s*m ronlimias. I .< apfni^ 1 ^ 3 ^ 

lineal semi fix, vP II. pCC> > }\ i. v| ' eifc (luIos IuS |Hinti*s de 1;i pet’th ^ 1 |K ^ ^ 

irniclfi nn.i fmun'tn dc dns vjiriahles ?u? pilede I'ninporlar nidlii .miienlc aim t'Lnin^ ,fc ^ L|1 ^ ^ 
rlerivankis pnh i.ik-s existan Wttw evilar dielin nimjhvijiimenl^, ^ planK-i Ij hL 
fiiiH HMi diferenuiiMr tk dm variiible^. ^ 

RecuE idr tpje |>ara liliu lufttlrin de nna varidKk, i : ;i u. m i de a ■* iJ 
Inline el nn leriienhi de ■. enifi^ 




Av /(« i A U /(ii) 









rn 




' M ****** TANGSutB » *PtO K ,MA C | QNts 




H « dflmuBttt in el apemjice f 


^ » V*S»* Antral i«gr«&e« ( rfc Id 
” 4 * ¥B|| >M'' £ (W Djwnpli} 7 



! *n, 


E* el capftuln J * ,* „, tt eUumMkm ,, 

^ * -A.IA. + . 4 * d** *_ 0 cuan<J(1 il _ Q 

Aha. «»*,*„ uhJ ri|llc|An ^ ._ 

J " Al > -JUL, [1.,v,,, , . .. 7 /Ii..> I. y Mipwju <0* J, t;l „,hi a lic „ 

J f-ni^Lc*tf| mcremcndooawBpcmdicnic de ■ ^ 


6 


A " fUl 4 Ajr.* + 4y) /f« r ^ 


^<nrr<r+ 'iir+4“r!>tr ! i * j, . re “ n,j ‘' 1 m wa|,,r */«“«*. u, r) pusi 

fcocWii dc dot variable, a gue> “ S " *”* <5) “ dcfi, " ; la J'fercncwhilkhi.l da ,m 


E DEFittIClON Si t -/(*, yK *tt)OCC*/*i diferenciahk en {<,, fr| si 4, 
csprcsar cn hi funr-a. 

J- M A.1 -I- /.lit. tn i> * C| At + C; Ai 

doiHk ti y El —* 0 iruando i A a, Ayj |fl t 


ms pueik 


La definit ion 7 tMahIcoc que uria fundda diferenciabk c«, una pam h eud |.i apm^rtu- 
cimi lineal i 4 > e«; unn hucw aprmi motion cuando ia, y) cneu ccivu lIc |(j, M |-; n utra* puta- 
bras, el piano icm^eiite sc nproxima a ki grafica Je/muy certa »I punin de unjicwi.i 
Algunns vece* ts diffcil upbear direct nine me la delinicion 7 pom eompmhur hi difcrcn- 
ciabilidcid tie imu funcidn. pem el lemeina siguiente proportiniia mu eontlieidn ^otii icnic 
y prictica puna la dilerendahiltdiid 


[|j TEOflEMA Si 111 ?. derivation pardutes/. y exhten cerca de (a. hi y son tonli- 
nuas en Id, W, cnlisnecN /e> Jifcreniiahle en (d, 6), 


Q EJEHPLO 2 Dctnue^lre que .r, y) = xe‘ « diferencidble en 1 1 . Of > delcrniinc >u 
lineali^ion ahi Luefo umtIo pom oproxirw f\ 1.1. -0.1 1 . 

wmm Los dcrivadu pafciiles son 


fjx, v) - *" 4 xy*” f- [x > 1 = * e " 

ft i.m-i / t ii.m = i 

Tanto fv como/* P^>n filiwiones eonlinuos, de niodo que f t> diku 
remo H. t.ii linejifi/.ueirin 

LU y) -/11,0) +/.(l r 0Jt* - I) v 01 

I + n ¥ - II + t *.v= * + v 


L> aprnximaeitm lineal corfwpnmlwiile 

- x + y 

ft 1 1 —O-I) ” i-i “O-i 

drifM^ique / t,l ‘ '** 

■ - h h _ 

f ompiirr IfHinlN’rHM enn el wlnf redl Je /* 1 1 


- 1 
Lie 


•■■' ti mam;. 



































nil CA#tTui.O 14 DfPUVAPAS CAhClALEi 

CjEHM) 3 En d prindpio dc la tccct&i 14.3. WUdin cl indicc calwflfcn Hcmpt^ 
pctribHli,! t coiwi una fumdo tic la icmperalura real f y la homed*! (dalivj « / 

^nio l.i labia iiguknk ite vjWv. del Namm.il Wc«bcr Service. 


Ilurltciljil relalnal'i i 


1 

5ii 

1 j 

55 

m 

hi 

70 

75 

SO 

*5 

90 

SNfi 


9U 

IDO 

JIM 

(Oh 

tw 

112 

US 

IH 

92 

MX) 

1U3 

105 

ICKK 

112 

115 

119 

123 

\:t 

94 

[EJ4 

107 

III 

114 

NK 

122 

127 

132 

157 

96 

HW 

913 

lift 

121 

E25 

130 

935 

141 

1-tr. 

9^ 

114 

9IX 

123 

127 

153 

ns 

144 

tflo 

!37 

11 iu 

U9 

12 4 



141 

147 

154 

161 

lr.K 


Cakuk una opHHuniKifri I mo, if para cl fiulioc calodBco i = f\T, H \cuandn / kf , Ll 
Jc %'F y H ess j ecrca dd 7M J ■ Med tam e el la clinic cl indicc cafurifki* l lu;..], > , ■- 
pcnaiura es de ^Tf y 3^ Inurn’iLuS ce 72 r < 

5QLUfrCH En Ea Libia sc ve l|ijc /|%v 70) 125. En En s^i-cion 14.3 usd |m vJit*. ■■ :. j 

lobhi para estimar que />(%. 70) 3.75 y TO) c = OA IVease paging v x*9 

EnkinccSi la apro\irn:iL niii lineal cs 

/IT. 7/) - /m 70) + frim 70)f7 %) + jfrtM. 70HH 7Q| 

= 125 + .1,751/ %| + 9).9(tf 70) 

Fin particular, 

/(9T.72) 115 + 5.75(1 \ + 0-9(2) - 13055 

Pur lu tamo, cnairdu 7’ L J7 T y H 72 r .* L d indicc calorifico c^ 

/ - I3I°F 


* 



frtfj rjnfrnir 

/rtfi * jT'ljUf I ri<| 


difer enoaus 

En cl caw de una rune ton dikfcnenhle ifc mu variable, v = /U). defina E.l Jil'ercrKW* Jl 
cimin una variable indcpciKltctUv; ce ikeir, t/i [mode tenet d % ..n 1 1 ■ t de n UJncni 

real La difsrencial de t ?,c define entunco emno 

ffl. dy = /'(t}d.t 

(Vciisf scccirin .1.10 i En III I i cutaii m 1 itllslm l,i rdiKum t'nlrv d incrvincntn 1,111,1 

L ial dv: Al rcprcsciiln d ciiiiilnd l-m dim a Jc In enrva v t l.i I \ tty rcpc-n'-nto «• l ' ,|,1-,h "’ 
cei i ilium de III CLinndu i tnillhiu liiiii cunlidsid tt\ Ai_ 

I-, n cl ctkMi ik tma luiu/nns dildciHmhlc ik dne vjiniiblcs.. _ A( i'i yi. dcliisa O' 1 ^ 

I'iwlc'i *h y rfv li hint viifiahks tmlc|H'ULlknk 4 s: es riedr. pueden tamii eualtjuio 
n-iiLi-v l.i riin-a^niuil ./ . l.imbuTi hjikh'hIli Mnno ilircivniinl tutal. ^ dclini: eeffw 


tu. 


d: /< i. i i -A * Mi. ili/y 


d: . *1; _ 

— rf» 4 — d' 

i>.t it r 


F I Gaff A # 


O iMi»paic cim In ct tun urn f l k Al^imns vcite ^.c Ij iKriaekm en luj^ar & ^ 
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PUN ° 5 7 ^ Q£NT ^^PftOXlhACfONEt LINENS 



*t> 


Sf loma _ 

citil de .* c* 1 rt y *6’ = it- ■= v — jl | 

dc Id ecimci(in 10, eniontth la direrun 


* «* inikln. .. n J^; ^ ~ "> + b ">' ~ « 

1 Cn ‘ ni,aIes - la “P">«imciin linral ,4 ) * puc j t (smhlf 


+ d- 


f h ^ 4 > - - -—.. 

akura del plant* tan^m, y As nmaJL d Jmh^^T ^ * rtpfev:nla fl tambin cn 

j *■ VI F** lie to. ft} , to rr, ft l ™ C " b a,turj * b - /<.f. VI 


FICURA 7 





<« Mr./i - Av r /rn + 4 i a A - i, 


HP ■*■ J. ■., /i ' Av.lli 

plami NiHLzenle 

- fat- Ak.i - cpI + /, -n, h m b 


’.UpO'fKLC - = fn V| 


J,l 


□ EJEMPLO A 

l nil Si- fix, y) t J - .1,£V - v 1 , determine ludifenncial 

ihi Si i carnhia de 2 a 2,05 y v pasa du 3 a 2 %, compare lot vulni^du J" y 

SOlUtlbN 

fa I Li del ini Nf da 

i/; = —tfi 4- — Jv — I2v + 3y) dx + t3.t ~ 2y) dy 
dx By 



(hi Si h»« j = Xdx - A i = 0.U5, v = 3 y dv = Ay = -0 «. 

. (I|2l + 3(31)0.05 + [3121 - 2{3>*-03M> -OW 

I I tncremcnlo du : ut 


3 r - - /II31 

- ff 2 . 05 )* + 3 f 2 . 05 M 2 .«J “ I 2 , 96 l : I - [* + 3 ' 

0,6449 

i ftKTVt que .i s f/j pem c * tt* ^ eakl,ltUV 

■ uvular rufilo miden ID um y 

■MM* * h\ radio du )n Km y In ... du mi L '^ k r|lC jivi6n <lt *U WCtM> 

25 t m, Fc^rwuUvifiiunle, pern Jmy un error i^m » 1 L 


*4 




























t 
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I C4PITULO H DERlVADAS PAflCIALtS 




mtfximn cfi tads tino Mcdhnle diferencmle^ caiimc el error mtaintu cn d volunie n 
eakulado del euno 


vOLih mu El vatupicn l H dv un conn de radio en la base r y altura ft es I' 
1111 ids i qtie la tlifcrencial da ^cs 


*W , tw aj 

r/l 1 ' =-dr + dir 

&r rdi 


2 77Tft 

3 


dr + 


irr' 


d/j 


irrfi/3. Dc 


PucvU" que catlii ctror es de 0.1 cm ettmo miximo. ir '4 0 1. Aft!' 0.1 Para ilctei- 
inirtiir cl cmvr ini') pmndc cn el volunien. loircimm cl error mis grande cn la mcdkiiBj 
dc r y tie ft vnlonces dr = 0,1 y dh 0 I junto con r = 10 . ft 25 . Esin Ua 


dV 


ajQff 

3 


10 . U - 


UKhr 

3 


(0.1) = 20 w 


Pur lo (jihcu, cl error max i mo end volumcn calculadn es de easi 20rr cm 63 cm 1 . 

FUNQONI5 PETftES O MAS VARIABLES _ _ 

St (nieden defimr de mancra. similar Ins apfosimiidoncs lineaies, la dilereneiyNlidad \ 
lasdilcreruialcs para funeione* tk nias de <k*x variables. Una funcidn difcrcntidhEt teck- 
fine enmo un.i ctproidn simitar a la dctinicnin 7, Para tales [undone* hi aprnximaaofl 
lineal es 

/( x> \\ *1 ■* f{a, ft, c) + fdt f. ft, riU a I + ,/Itrt, ft. c)(y - ft) + y4<r. ft- r){ r - d 

y ki Imcnliuwitin i.l,v. v. *) es el segunetu miembro de esta es pres ion 
St w k ;Ia. y B zh emonces el incmticnio de w es 


Aw = fix + A\ 4 v + .Ay* r + Az\ - fix. y.:) 


La dtfcrcncial de dti sc delinc en fundfoi de las dfitfenciates dc di, d\ } dr de las \ ena¬ 
bles mdependienfes 


Bw . ftie , 

dir = -r- da + -— dv + —- dr 
da By r 


EJEMPLO A S.iis dimensioned dc uiui taja rectangular son 75, 60 y dt cm. > vadn medifb 
no dibere 0.2 cm del valor real. Mecjiantc dilerenciutvs cstime el error nus grande prei* 
hie c Lion do el volumcn de la cajn se calctilu a pnnir de esas medidas 

SdlUClO* Si Ins dimensioned dc la eaju son x, v y r. entonces sia volumeti es I « v_- P tTr 
toque 

dV = — dx + — d\ + — - d: * vr dx + Jiarfv + X) d: 
tlx dv r dr 


Sahe 11 l if | At| ■ 0.2, Ay| ■ ■ (12 y \ A: \ * 0-2- For In tunto. para delermmar ekmM- 
mris grande cn el volumcn. uiilicc dx * 0.2, dy * 0,2 y dz ™ 0.2 jnrilu eon X " ^ 
v 60 y; 40: 

AV d\ (60|(40)(IL2) > (75K40H0.2) + 17S)160)10,2.1 
- 1980 

N vcm^iyjiiieirte, hti error dc miIm 0 2 cm .il medfi cad* nna de l« diincii'i^ie^ P°^ a 
Iknmr n un ermr tic jiNnk» xmntx hWHl tin 1 en el fiilunicn calculudot Mo piiccw™ p 
jir,m vVfn e*. airededor rlr I'4 del vulnilrfh ik 1 La euja 










SECOON t 4.4 PIANOS lANGFNTES V 


APROXiMAClONSS LINiAltl |||| im 


^44 j ElEftCICIOS ___ 

1-4 OcKTnunf ucvn cvilw n.»n del pbim Linpeme a la ^pcrfiew ^ 
rt! d e*pCCfc& 

|, r -4.v j y* + 2y. (-It 2*4) 
t ; _ j£i - I r + 2|y + -V + 7, a -2, 12> 

1 - « , a. M, I, I) 

4, * - v In** 11,4- 01 
(,:■ nssl.1 v| . 0,2.21 
H, -I. I) 


■W Graliquc la superfine y cl plmm lunge. He cn d t»unio <|jkdo. 
Etija el dumnmi j cl dn?uln desdc domic nblcogu una hyena vista 
Jf Li fflpcitk-* % del planft taflgr rtle LucgO tftttlK un aceaamren 
Fl> tu^U b vuperiitfitf y el piano DflgcHf Se vwdtc irtilistinpurNIc 

l 2-JT + XV + V. n. 1.5) 

1 :■ nclkBl xy J I, i L I, it/4 1 


J '-K Grafiquc b mperficic ) cl plums mneente end punto dado, 

'l ^ an %i sterna coniputaiizadtt ,.lc iiJj’ebm pidi.i cukubir Lis <jcrivu‘ 
in porciaF^ y piirj ijrjfivwl? siipcriidcy su plain> Ungenled Luego 
=6aane un jccrcjmicmo bism la v.perficie y cl piano ntnpenic sc 

jsufrmn^uthle. 


tMj] 


n yrnfi j- y> 

i + v + y 


,(l. J.Ol 


11 /<£,*> - , ' 'k [+ vl + v!5j.tu I-3r 


15 III E^piiLjuf pur i|ui Id funciftn ei ilifcKnciablc cii cl punlu cliwlci. 

I <*•>., determine la lifted I i tacitul i i e y) de la funddtl fit e« punln 

K /Uil-ivV ft. 41 n 

ta - /'j. j) - —^—.(2. I> 

* + y 

II A*. - r 

^ d - ifllfJr * 3y|. i 

| # H'pi'fFtirniurprtn lincul en fO. ( JI 

it 2* + 3 . . j 

X~ t ♦ 2f - Hf » ■ 


IS. /Uyl- jV.IUi 
14. /fjr, y) - v'i + ^.0| 

J t 2l 


W ' ^Iculc la J pmomarum Im eal de b funi.-ion 

/I t, yj - v 2f) - ? - V*n (2, Dy ton clla anDiime 

/fl.M, imi, 

/: J 20. CjItlLile Ij uprotLRlKhVi lined de b fun^iim 

f\ i, \t ■ Im ( - 3>ft-n n 2j > con did upfiniinc fd9, ;<*,i 

Gtafi(|uc / > d plant> lan^ntc 

21.. tHtLimihL b aprotimaeidp | mL ^i j e f unc ^ n 

^■l. s. cj " v'.c* + ) l] + J j cn. f3. 2.6? y a travtfy dc clb apn> 
Sime d mllncrn ,, 0.021 ' * 'll.'iTp - fl.WI 

St La allurj h (If ueu okl Cfl cl m.ir j.hicm>. depends de Is %rbxi- 
dsii p del viulo y dd ncm.pi, t en que Jia cHado niplando el 
aiie a esa vdotpdad. Los luliprcs dc I;j funt uVn H — J[u t 1 1 se 
rtgjstian cn In mhls si^utence 


I lur .it tt'm I horns | 


’ if 

t 

5 

10 

15 

30 

xu 

40 

50 

20 

5 

7 

8 

8 

*) 

9 

9 

30 

9 

13 

16 

17 

IN 

19 

19 

40 

14 

21 

25 

28 

ra 

33 

33 

JO 

W 

29 

3ft 

40 

5 i 

48 

™ - 1 

50 

60 

24 

37 

47 

54 

62 

67 

69 


On JiwfIj dc la Tabla. dclcrnimc uni aprotim.i. inn lineal a 
U I Line mil lie M all Uhi dc IA ilia tu.mdo P eM j »fti de 415 nu- 
cEn< y r cs <l< eefta de 20 hmas L«e^o csnmc bs jJluhis dc 
la* olos auiiulocl vicnio Im cslndo soplando ilurance 24 h a 
43 fiydi'i 


S3. Med unit la tabla del eiempln 3. dc [ermine una jpiinmani'n 
lineal para ta funeifridcl indme taliifineo t uaAd^, la lemper^rg 
nj sc ateiua a J F y la hiimcdrid idaciva cv de Lin Ktl'i |.ue- 
ih» cmlfnr d iibdicc calurffit-o i KiiiiLlo Li icmprr.imr.i cs de F- 
y ta humedad vclilliia CS dc 7$‘ I 

21 fl factor ile enlnamienln Fi'cs la Icmpfraiom que *c penritic 
cunndo la lenipcTalura real T \ la Ltlocukl <lcl J * r. 
de eiilslJii que IP ■ rt T, i'l t ,i lalbla \Lgwicnle >lc ulrtti« tan 
mpIo lmi.i jiurlr Je la [ahb I ,fc la SCCi'ifrl 14 I 


Vel, \> I.kI ■ k~l vn-nfn rkm It 


t 

a 

- 

! 

J 


rr- —i 

r *■ 

20 

JO 

4(1 

so 

m 

TO 

j 

“10 

-IJ 

-20 

-23 

_ T> 


-3 

15 

24 

- 2ft 

-27 , 

-29 

id 

- 30 

30 

- Ml 

-11 

W 

35 

-36 

-37 

1 “25 

-37 

“39 

41 

“42 

-43 

+4 




















































































































vtiti CAPITULO I 4 DERIVADAS PftAClMiS 


Crtl eMit tiWfl ik l rmi i ik 1 uiia ipmuin^i^ lineal .1 la funettki 
Ji'l Uicuu de cnlimmicntH culiihIm Tc± t iiM lie - 15' t y V d* 
cast ik 5i> lan/h Dt^pcuti eslimc el I at lot dc cnlnuiincmn 
ouiKk la temprratWA <-» 17 <’ s la ick>atbd del *Ur e* dr 

55 kmfli 


JS-3® Ptimrnnc la Jilcrwul dc b Iuik h« 


21 : ■- i' ln( i i 

V > m - pV 
24, K - it/# a* y 


?! i- 

21 J 
30 . w 


y tttt 1 L 
£ 

I + wrif 
n 


3| n Sii .- 51 t s > U, \s f.imhi.i Jc ll. 2M ( 1 (tf. 2 11, compare 

lift vulurth de A; >■ d_-. 

31 Si: * - XV * V y 1 1 . >I caabb dc I J. - 11J lUti, 

li impure volutes dr Ary f/r 

31 E \xp* \ cl incho de urct reclaim u In ninkn ftspselivomcaic 
30 cm > 24 an. am un cm* ^imo «m la mnlkiim *k 0-1 cm 
L-itc.kSii Linade l.i\ diiiHirki.iLinE?v Use diteirrtLiules para e,Hliniiii d 
own nitatmnend :'irea ealcu bub del nxlJingiilD. 

|i L ru c jij redan aitai cemiJa rmde SO cni r WJ cm > tt> ^mcn 
sir* ire*. dinKiuaiues, con mm L-iiLir pi^ihlc cm Li mtnhciOn de 
02 cm cn tali upm Use difcrenciakat para esOmar ri enof 
miijRHK m el dkub dd jtea Mipafeinl Oc la caja 

IS. Use ilil’crciiLiittL-s piiiiLL-hlirmir Li CUfttidud de eslJlftn cn un.i 
jjij cerr-taJa de cM.in -1 CUVo OrJmctTD c* * em > allura 4 k 
1 hit. -I cl rsiant* ciefw 0.04 cm de rspcwM 

31 I. -c dil'efwiafe* para cslimar l.i cjmiluJ de metal t s w Nila lul.i Cl 
bnincj Lcrab que mide 10 cm Jc alium y 4 cm ik tliiwnu H 
mcul pma la pjiic MipcriiTt \ eL kmdt> ik 0.1 cm dc ^rueso y 
cl meld «le Icrc laclo^ tiemr 0.05 cm de e--[Te^Kr, 

3f. \»fcik"Lkw dc un ra:ik^ak> 6e IIX> pyw 200 pic%. !ia> piniaiLi 
un^ rrj«|j de ^ fnily dc anctm. qwe sine enmn I ini lie Liiiliec 
J 1 rercnc 1 ales p ir 1 ipmximar l.i ^ntiducJ ik pies cilllduitktf de 
pvBtura cn b franja 

1L I-J prr •ii.n M’lnrih ri y icmpiTJiEunii lie liii irml lIc jias nkaL e^- 
ran rclik ntnadn^ mnlianfe la ccuucrfrt B.3I / . ikmde f a ^c 

mhde cn krinf*ra:.ik*. Vtn btno > Ten kehtn. Medianic dilc 
rcFRiak *. deicntnfK el Cambio uprrcumadLi cn l.i pccsiftn el 
.1 In 1 Mi n l> 1-..1 .j. 12 lilro'- .1 1 : 1 fiii> 1 ■. 1,1 Viii| '-. i in 11.1 < 1 1 mmi 
mjyedc M0 K . W K 




39. Si ^ li * la ic^istcncia lulal de Ifr^ rcsismtri .. - -nec i.i.l. ^ ^ 
ntle3o H tipn rciistenciJis W.. enlcmcei. 


I 

H 



± 

AT. 


Si la re'.KfeiJL ia sc nude en nlun-H ccumo W 15 fl. ft 40 ft 
; to 50 it am un crrPX pyftWt 4e 0 y ■ cm coda lj -. 
cl ctT'if mliMinn cn cl valor calcidodu dc k 


c LUtnp ndnscras pn^iiisis^. cud.i mm mem^fik 5U. -. rc.U,PKlE^i ri j 
la pnmera cilra devnthiL y luc^ ^ mull 1 pi k an 10 dm \kj r ^ 
diferencidcs. «mutk cl «froa irniKmiQpttiible cn cl praduum 

cjlculndn que pttdria resultLr \hm el redsindai 

41 . I'fi IThxIcIi’ pan cl area supcfhvii) de Mh Liicfp^i huimAocHfl 
d.idu pH hi S = 0, |O0| w' 1 h" \ dondc m es d pcstf un libnisi, 

Jl Ch la edatura (cn puljCadjs i fr V sc mide cn pies vUa.Irjd! -, St 
Uft crmfics dri b mcdictrin ik «» y h mm j k* mnKi un 
dilervnciales para t-dirruir el muAimoemu pureentUd! end 
^irea superlk'ial takuluda. 


41 ^upiinpa i|Uc cl ktcnf necesiu Mher ima eeuacinfi i,kl piano 
lansicnrc a la superlioe S cpi rl punta ^2. L 3j. Nn- Hr fie una 
eeunciOn f>ara S pero sjlHc que l.i-. cuAas 


r,m = (2 + 3f + 1 r. 1 J* - r> 

Ti(n) - (1 +■ r. 2 m' - 1.2n + 1> 

se cpcuenlran ambai. cn 5 . Lnmcimc una ecuMrion *kl pliofi 
un^rnic en P 


< 11 - U Demueslre epic Ili liincmn c^ Jifercndahle deiermman^' 1 ^ 
vakiMis de r t \ K : ^UC tumplCM Cim b JctanicuHI 7 


glj /I.T. vl - + y J w. /te yt * .¥>' - Si ' 


4S. I>cmurd(c que m / e^ lina Im«CJ*hi dc ^ atiablcs que dik- 
fenciable en Ut. 0L cvU mees / e\ coniinu.i en Ur. hi 
Sutfcnrnrifl: demuc^ti? que 

lini r(pt + Ai. + Ai 1 - rOkfti 

li. i.r-rlll III ' 


46. rai l-J luJICHMl 




. A li.vl * to. 01 

f + r 

0 vi |.i + vl * S 0 T Wi 


^c pratka eu b ll^Ufa J IVuu*estac q^w" oislcn lafltn 
/.lit, NS enmu/.ll-L,0>. pcr«d micsdileErrwmbtcen 10.01 
mm: d rcsuliatk^ del ejen'iciu | 
rbi pnr que /. y / mp cuirtiimas cn iO. I |j 
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SECOlQN 14.5 REGLA t>£ tA CADEMA || 901 


14.5 


REG LA DE LA CADE N A 


Recueide ipic Li regia de la cadena para liincioncs de una sola variable. da la regia pam de- 
nvar una lundtin cumpuesta: si y /la ! y x /fin. donde fy t} son Curiumies dikrenciabtes, 
cnlouccs ves. nidi reclame ntc unu Fmncirin dikrcntiable de / y 


11 £{Y dy rfr 

dt Ji 

lirt cl taw dc fum-times dc imis tic tma \ 4 r 1 ahlc. lu regia dc la vadenii iicnc Yanas ver- 
sioncs. udj uikl de dins da urui regia p.ir;i denvar una iuncior aimptkMn La primers 
version (tmcnui 2\ rcUciona cun cl l .imi donde z " /i*. yl y sada variable i > a su 
vc/ non lniKiiin de la variable r. lislo sip ml it a que : cs induct tamer tc no.i tunerm de k 
: t lift i 1, /mil, \ lu icc la dc laCadcnik da Lina lorn ml a piimdifcrcriciai . cornu Lira Funcjdn 

dv / Si i| mu pa l | tic fca diferen Liable ulflnijeirtn 14.4,7). Recucrdc que l-s<c es el ensu cuaji- 
di v/. y / son uinliniias (teoremu I4.4.M, 


7 RE6LA DE LA CADENA fCASO I) Soptmga t|Lie r — /lx. yl cs una luncion de Jt 
y y dilcrcociablc. ilonclc .i ~ girl \ i fi\t\ Min fiirkiones dc f ddcrcrkiabfrv lin- 
looces : es una funcidn de) difcrenrfablc > 

di tif rlt + i\f dy 
dt ri.tr dt by dt 


DENO&TKJLCIAN Un cambio de A / cn r produce canibios de A.v en X y Ay cn y. Histos,. a su 
vc/, produced un cumbio de A: en y dc auieido con k delinicidn tic 14.4 7 

Ar “ A x + -f- At + e, \r + e : Av 

<lt fly T 

domk «, * 0 y £; — 0 cuando I At. A.vl * ill, 0). |Si las funciones r, y r : no cs*an de- 
fin,^ CO rn, Oi. puede delink que son 0u)lL| Al dividir ambus miembros dc esia ctua- 
cimi coirc Al 

As bf A.r M Av A.i Ai 

— - — — + r- r~ + e, “ 7 ” + E? "T7 

A/ flLr Ai f/y A) Ar Ar 

Si ahorn hiice M - 0. enturces A i = i/U +■ Ar| git) — » porque g cs difcncntiable y. 

p, f jo laitio, continua. De igunl mnoera. Ay - () A su vc*. csloqmcrc dceir qik.' e, —0 
y j - O* dc modo que 


d: 

di 


At 
Um — 

\t n j i 



Inn 

rt.l 

Jl .n 

/V 

r/t 

ill 

/li 

fp/ 

ill 


r/r 


A£ t J£ 


III n 


Av 


p/t 


A i 


•u 


Al 

Ai 


+ I4 + o.=- + « 

fly rl/ r* 

dy 

it i di 


dv 
• it 


a 





























*01 ILM CAPlTULO 14 DGKlVAbAS PARClALfS 


* 0b»rw i it Simihfud w Sj drtnoto ta Id 
Mfspcud 


d: 




Como m. s c^crite a mcntuln /c/ta en lugitrik Bffdx, puedc volvcr a cbciihir I t regia rjq 
L'JklciiiL en l.i Infill ft 


rfz f>r jit dz dy 
dr Hx df By dr 

EJEMPLO I Si z = x : y * 3xy\ domic c ■hen 2f y v tns f. determine ffc/dr cuamJu 

f -0. 

10UICIQN I a rcpla de la cndcflu da 

dz fiir tlz Jy 

df d t dt By dt 

= f2 iv + 3 v 4 H2 cos 2l) + <Jt ; + 12 jv ii-scfifl 



fIGLJRA 1 

Lj curs j i = sen 2i, t = cos t 



No c> nceesJirin escribir In^ cxpresinncs ptiru i y ver Sdrtnmus de / Sim pie me nlc 
observe que cuando / : 0 liene x ~ sen 0 0 y y - ens II I Por k> i;nmr>. 


(0 + 3)<2mk 0) + (0 + 0l< sen fli = 6 




Lj (terivikki del ejemplo I sc puede mterpretar conw Fa n/rtn de camhin ik- eon re-pee 
to a / cu undo cl pmnto (x y) m? dmpbn pit to curva C coy as ecuadcwv ppanwirica- -« i 
- ten 2/. i ~ cos t <v£a«e tigura 1 >. F.n particular. cuando f ■ <1. el punt» 11 , m es 10. !j> 
dz/dt — 6 cs la razon del incrementcuando uno se desplaza por la tuna t que 
punHQ ( 0 , I). Por ejemplo, si: 7(.t, v) i \v + 3.vy 4 represent;! la tempera 

to (*. v), entiinoes to fun cion compuestarisen 2f. cos t1 represent:) la tempi- 1 uimu 
pantos sob re C y la derivada dzfdt representa la ra/or a la cnal la icmperatiin cantl'i.i 
largo tk C 


□ EJEMPLO 2 La presion P. en kilopasealcs. el volumeii L en litros s la lemperaiuni I 
en kelvin, de an mol de tin gas ideal, estrin re lad on ados median le la ecuaeiPn PV " 
8,317 Determine la razon a la eual to pres ton camhia cuando la icmpcniiuru cs de 300 K 
v se increment a a won de 0.1 K s v cl -> uluinen es de put L \ se incrementa a ra/on sir 
0.2 L/s. 

FOLWOON Si / represema el tietnpo que transeune cn sejiUmlns, emonecs en el instiurte ilii- 
doT = 300, tlTfdi -0.1, V ~ 100. dV/dt 0.2. Puestoque 


P K 31 


c«sn la regia iFe la cadena 


dp -ir dr Wdy dr hjit 
lif dt 9V dt V dt V s dt 


K.3! 

loo 


10.11 


8,31(300) 

too 1 


( 0.21 


tltuiss 


1,41 presn-n disinmuye n i,t/on dc cast O rM2 kPa s. 

All nr a enrtsntore 111 nilinmrin en dttmli- (It. 'I pen ► cm I a vy r ‘‘s t" 1 - 1 ,ur,L ” ' ^ 
ilrrs variiblcs t y t .. f rfj. ||, v ■ hi v. f). lintunees es mdirectiunenie un» f tim - ^ ^ 
i y dc t y desea tin 11 nr *:?*% y dt/itt. Rccucrdc qne «l eulcular flr/# lha,,ueraf 
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SECCtON US SIOIA Ql LAC ADEN* 


*01 


t-dciiLu Tu Uerjvada unhiuirj-t i 

fu ‘thkni't ' f ' re *P ec *° a *■ lanio, aplicaz eJ teofcma 2 pa- 

Oi = jfc fly 

t,f * fiy f >/ 


^ I™ ^ y -f« demues.il | a 


vtffsidn facuienli’ Jc 


rcndabl^fe x ^Vd 0 * 1 !* ^ Suf> ° fl ^ a H* * Jd w uni fuaririn tfife- 

,> y i, Balances ™ * * ' J< *' N * 1 ” Af J- f> 50,1 fur ™ne* ilifcre triable* d e 


— =a — iiilL fly 

& A* fl.T f)v ftj 


+ fly 

3/ At df Elv til 


EJEMPLO J Si r - e 1 sen v. dnniic a *r v y ^ ri. cikuik «.- fa \ lPf . 
WLUCIOH Al apiicar el caso 2 1de h regia de la cadent ubrenemm 

<?- dr *f cl: fly 

a. = 17 V ■ (e ’ M,1 > )(, ) + 

" / J r *'' sen! .(‘ r) + life ’ 1 ' cost s v) 
fl- fl: fit Hz Av 

i 7 _ nr + 77 tr = ([, ""' IM + ^■co.vM.'p 

- 2ste sen! if. + jv cosl.f-ft 


B caso 2 de la regia de la catlena vonbene ires, (ipos de variables ,i y r son variable* in- 
dt ^nditnUs v y v sc Hainan variable* itllermedias y : es la variable depend ten.?, Ob®tt> 
vc t|iit‘ cl Icorcma 3 tiene wu lemuim pnra coda variable intermedia. v cad a Lino de estos 
Ecrmiiins es similar a Ja regia de la cadcrta mi (dimensional de la em.njkw l 

Pure recorder la regia de la uuh-iia, cs mil dihujar el ddiprunia de arhol de It ligu- 
ru 2. ]>i bop inns, ramas dcs.dc hi variable dcpeFtdieriic r u las variables intermedia* j y v 
para mdicar que ; es una Junction de i y y. Lucgo dihuje nuns dc>dc i s v a las s ambles 
itiii’|'i‘ttdift»l(Si y f. ILn tali) raina esc riba la dcrisada partial (tm%jKinJkiilc. Para deter 
fnm.ir n: *b caleuied pnntJuun <k las ilerivadas par*, talcs ert enda irascct^.i desde : hj- 
.41 t y littpi sunw los prixluck» 


flj flt Ar t): fti 1 

d'l.V rPA (If fjy J ( v 

| If la PiHsnia nmnem dclvrimnc fl /dr mcdmntc las ... de a r 

I n i j'luda L-onsidcre In stnmn ion p ncral cn la cual mm (iiruihle dependienlc rr tv un.i 
Mitt Umi itr it variJiblcs inlenncdlias t ( . ,, < , taila tma dc las l lmIi v a »n vc/. cs una I'un- 

, i/j|i # Sr" m if ii nab lev imlcpeiHJicnk-s t u Observe que huv « It'rininos. uno para eada 

variable mlmneditt I a tleriiii^lr.n mu ^ tirmltir a la del cutn I 





























*04 j||| CAPiTULO H D*mVADA$ PAUCITIES 


4 ftEGLA DC LA CADENA {VERSI-6H GENERAL) Supongai t)uc u ei mu funcioi, j,. 

ft* rtrn triable Je kis u Viiriubies x, , v.- .jr* y trad a .r, cs umi lunriftn difergnciabJc 

dc I [is m viirmhlcsi f- „/.■. .,. „ f„.. Ertioncfri n cs umi fund nr dc f it . ^ ^ 

dii _ <>n f>.v ? + rlu flJCj ^ tin &x n 

til T rJx | riJ, tix? tiff ri.V* ^1, 

para gad a i = 1. 2 , . , , m. 


□ EJEMPLO 4 Efcprcsc In regia dc la caderia para d cslsq domic u? — /U, v,f i y 
v = xUl p)* v = yin. v) t r = zOj. u) y f = ftw, d- 





A A A A 


y f H- ?' If IT I! I' 

FIGURA J 


50LUCI0N Aplique cl Lcorema 4 con rt = 4 y nt = 2. La liaura 3 muestra d diagrama ik dr- 
bol- Aunque no ha cscriio las dcrivadas cn las ramas, se sohren deride que si una raiua 
va desde y a jf, entonces la dcrivnda parcial para c*a ramo es. rjx /VndJ. Cun la ll\ lkIli del 
diagrams de tirboL puede escribir las exprcsioncs necesarias: 




Sjt 

_ J 

fJMI 

L _ 


filif 

L _ 

Hz 

_ _i_ 

tiw 

tit 

air " 

cU 

at* 

dy 

d;i 

r - 

az 

Bu 

Hi 

FJU 

f)tc 


fix fJ lit 

fjy ^ rPM? 

dz j 

tiw 

tit 


nl.V 


r>Y 

f3lf 

5 r 

tit! 

tit 

tiv 


N 



X V Z 

/l\ /l\ /l\ 


r 5 f r x i r s t 

FIGURA 4 


El EJEMFLO 5 Si ti — ,v 4 v + y “r J , dondc x = me** y = rs'e * y r = A'.v sen ^ dCTCniline 
cl valor dc du/3x cuando r = 2. j — i. j = 0, 

SOLUClftH Con la ayuda dd diagrama de arbol de la fig urn 4. 

tin f>u &.x tin fjy flit d: 

ds d.r fi'.T tiy tis dr 

= <4rV)(ir J ) + Q' 4 + 2j-r J )(2wf" f J + I3y 3 r)(r 3 aeiu) 

Cuando r * 2, j ™ I y f = 0 iiene v = 2, y = 2 y : “ 0 n de csic modo 

— = (64K2) + (lf>K4) + (0)(0) = 192 
fis 


EJEMPLO 6 Si ijkv, r) =/(.v‘- f\r - s 3 ) y /es difcrenciablc, dcmucsin: que tfcumplc 
con l:i ccuiicibn 

-o 

as 4pj 


n lI dan 


-1 1 

y v = 

■ r 

x'. EnlonceK, f] /(-t. 

>1 y 

% ; 

Bf 

fl.r 

tif fly 



- 2.0 

fit 

tix 

tis 

av as 

fix 



Hit 

_ V 

ti.x 

,y rl f 

r£, 2 ,i 

A 

(2f> 

<v 

ti.t 

til 

rlv rrt 

ti.\ 




Pnr Ie> liin(t». 


-*HF) + (-**f +to f) -° 0 
















£ECCF6n 14.5 REGL* DF IA CADlN* |||| ?Qf 


" J ''° + ’* 'f* n der " ™«“ 

lidurihu y ’ ,ff '^ 


MlU(l6n 

' a> 


^ » *1 ** <fc dv * 

* f -Tr dr 6> Ar “ bK [2r} + 17 ,lf> 


<W A1 * P ' i ™ '“ ** b ** *"*«. - t «, b p«<., *&* 

•V "M ^ 2l a7j 

= iiL + 2r -L|»i\ + 2j jL/fc| 

4* 9f \ «fa / br \ by } 

I tin .t] Upliear l.i regia de tu cadtefu uny vc/ mas rvcasc tigury 5k Tlegy y 


[*] 


-1 

f-1 

1 =±| 

f-'l 

\ — + JL\ 

f A- 1 

rrfjr * 


' At ' 

[ &x I 

' dr by 1 

l *v j 

-l 

f *) 

|-±| 


1— + — i 

f X- \ 

<v 1 

l t'J.V J 

1 Ajr ' 

k **y ) 

Hr by 1 

\by) 


+ ^-ar) 

flvAr 


A1 sustiluir cslas cxpttsi«ncii en III ecuueidn 5 y usar lu igualdud de lax derivudas tk xe- 
gamiti dkIl'ii cmiihirindns. iihlknc 

ah , rx- , j\ ah „ ah \ , (\ ah , ah \ 

T7 " 2 — + 2rl lr-^r + 2a ——— I + 2s( 2r --+ 2.r —r 

f)r Ax \ dr* fh’ffi/ \ r?.v fly Sv / 


2 ^ + 4r =iiL + a „JX 

Bx ar flue j*v 


4* 




dv 


□ 


DEAlVAClON IMPLlCITA 

Jj reylii de la endenn w puede apltcv para tener una description max wmpfetedel prive* 
sti de la dcrivacidn implftila qu c sc empe/.o a irularen las secciaiH 3.6 > 14.3. Se \upvmc 
uup mui etuavimi de la fauna Rf, yj = 0 deline a > en forma implfciia como unj funetfn 
difcrenciabk de u e^ dccir. y - && Jfcjtxft = 0 p*a tuda ren el donwiin tk/ 
Si / cs dikrerx i.ihle apliea el castf I de la reel a de to eadena para difcfttwiar ddiihtv. 
„ llt mhn>s Lie la ev nation R <, v) = II con respetiO** P^oqi.e ianto ^ ^ r Pun- 

cititvs de r ohitflf 


flf_ th_ aF d> _ 

Ar Ji flv fh 

py re .rfi/ib - I. .Ic c'tc iix«J*> 'i ' 0dettrminedyA*'! *’•*«'* 

























¥01 mi CAMYMLO H DEftiwDAS PJJtCMUJlS 


hfV dcdiRir cilia ccuai'ioiit supod^a quc /»r. >1 = 0 define a v implitii jmcmc tJflB . 

kiivkaiiiuk" i El tcarem* de b funcinn ImpilVitu que ^ deimjesmien uilaitu iiv.m/.idn. p tlJ _ 
I>uk luiiii condicmfict en las cujIcs cn vrilida c*is stipoucmn Establccc qut -.i / w ^ 
sohfi- mi disco quv amnesic Ur h), donde FUt. At - Q s F,{a , A| * n y / y £ ilsr , C[m(i _ 
linns t _ ji el disco, cnionces hi rcuitcrfii /■'(\, i) <1 define a y coma unji funcirin dc i tCrtJ 

del punio Ur AI y la derivada de cm a Uhkhki la da la ecuacidn 6, 

ejempld ft Determine y‘ si jt ’ + >' Cwv. 

VCHUCiun l.a ccuacidn dnda se puede eserilw anno 

JFfjr, > J - t 1 + y 1 - 6.i y - 0 
dc nnido que hi ecuarLdn 6 da conui itsidldn 

* UMwciOftikifl(empta|iu dy F, Jjt 1 — 6 y Jt 1 — 2y 

lilted 15 "^7 = ~y~ " “ i| = ~~ v ? _ i v 0 

Ahora sc suponc que - e*Ta duda cn forma lmpWciia camo una tuncion . «■ *, v.i mz- 

dianle una cCUACion de la forma f 1i. t. z\ 0. Esto quiere decir que / 'ujii ■ m = 0 
par j todi> |.i, yl en cl tkrminio /, Si F V / vtirt difmnciairfei. enttwes apluj la rcch ck La 
cade™ para dentar ta ccuarifrl flU, >•„ rJ II con® siguc: 

ftF ch + fjy + &F flr = 
ri.r d.r i> v d.i f>z rfx 

Fat* — (jf) 1 y — (y) = 0 

d.x Bx 

dc esic mudu csta ecu ac ion sc tramfofina cn 

ftf ^ $F 5r ^ 
a.¥ rl: At 


Si * (J> determine Ar/Av y obnenc la primer?! formula de las emwhmo 7. I.j lorniu- 

1u iii/ily \i? iibliene ik uuu manera paa'cida. 


IP 


<fF 

f*r rf,T 


By 


§y 

BF 

f): 




I Imi vlv nuK, mm viT^iiin del . .de In Imitkm ImpIkHildn oHidicnHk 1 '. cn 

le*. In ms [iimu jn(i hecha cs vdliUlt Si- / esltfl drliilidn den Era Je uhh c>li*rn qm L4 "' 

Ui h f J... Hm. K . \ 0. /■ Ui. A ■ > ' £1 v f - >■ /■' «" i rmiinun' 

ici i cMirm, ct in rvuacidn Mi. v. :l • I) ileflmt n tw uiu iunuon ■ v v jt 
pun rn in. A. ( j y rtiji furR-u'rti c% difervm lullle Mi^ ftetivadns f«n;iwkv 1^ vkttm i 

















3ECCIQN 14J MGIA DC LA CAOlNA j.|j fa? 


l| 


( u 1 sa‘ dHw cornnarar 

- f j # nen*ito4 oe La sKt'-fln 14.3 


^MPU) , De, crininc i V4 te 


jf y By Sl ■* + - v ' + z* + ft-vvr - I, 

Wim* Scafl-I- -I- *’ * i , 

e i«n« 7 r + **7* - t Enfcmttfs. * aeumlo con Ju «rtia- 


~ >= - Ll * _ 3*' + **v‘ _ x l + 2vz 

fix 


f, 

*' 


*r 


/ 


S*’ J 4- fijf v 
V + Gxz 


3: J +- fav 


’■ + 2 xy 

y J + 2x: 

«' + 2xv 




EJfRCICIOS 


hi tyb|ue b regia tic I j catleny para lull.ir 4 ^/ 4 * „ 
H:» r+ r + xy. j - sew f. v ■» c' 


*■ » - In v jt + y + r* * - sen r. v — co* r r : — tan t 


■' J Med 1 jure la ffigb Jf in catena eocuenu* Fir/rtr y dzfdr. 

1 .: - <V. x = i cos f, y •fjcil/ 

1 - " wand -yj. x - f 3 + r, > - I - 2xt 

*■ ■' ’ ten 4errs 4. 0 • ,r. (fr= ff 

y-,/. f 

R*f^ewft r-w, 0 - s/jl + l j 


ft;- 


uiwii PI. H - 2t * if. It - 3 t 2 f 


Hi, * 

*-*■ Tlr dftnde / c* (life rent ruble, 


^ * #frt. 

v 1 Wl|. 

*4 

1 

- 

% 

M3) - 7. 

fth * 5. 

A I1J - -4. 

Ml h-t, 

f.f2.7|- “ K, 

- ,1 


H. Sea toh, ti - f|n(x + 1 ). vi i. jm, dnndc f. u y e wn 
diferenmHcK, 


■= l/l 

fftl.O) - 2, 

*(1.0}* 3. 

y “rtsi 

m.I 1 . 0| - -2, 

nl.Oi - 5 y 

J “ F~* 

ff.lLOl =* h 

KVli.Oi = 4. 

- k :"l + It 

^(2.3)“ -1 

/;i 2 . 3i - in. 


Determine W.i |,0)y H.i i.oj. 

T5. Supon^a {|uc ; c% un,*i faarita tiifacm-iibfe de x y y. 1 HM c 
9 ,u ' r l “ fU* + vn p. c’ + cm i't \fcJiinlc b UMj ilr 'aU>- 
res caktilc n.Kl. tl> y 0), 



/ 

a 

/. 

/* 

10.01 

3 

I 


4 

* 

(1,21 

6 

3 

i 

«■ 

J 


16. Supemga t|iKy>!i una funcidn eiilL'Pcneidble de a > y, > ■ | ■ u- 
^(r, .vl ' f{2r ~ a. ,t j - 4#*|. Medijinic la uMa de VUlitfCx dd 
ejervieiu 15 cnkwle I, 21y.Hl, 21 

17- JO Mcdunle un diagram ,1 Jc .irlhlL tWfrhj U repla dc Ij 
C ildena [ur,i cf CASO dado. SuponpJ <{ut rntlu )i' (unLimifi 'tm 
difetenduhlciv 


|17-| m = H ». vK dumk x ~ '■ f)i ' “ 

IB. R fit. 1 fi. ilnndf t ■ ifw. 1 1 . **'* ' 'Ik, i 1 . in 

j ■ ^f«. r. IPJ. I ** MM.! 7 , irl 

It. IF " jlr, j. II. hU inkle r — dt. k» P t M*. n|l i At, <• 1 

Mr t " /Ilf. l^, «’l, ill Hull 1 1 If * ; rlf/TL - 7 . r 'I, !•' “ « '<■ 

[f “ urf^. i/. 1 ; u 
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«■ CAPITOL O 14 OCRIVAOA5 P^ACIALfi 

21-24 I >£ Ll rqcb ik Li ^kkfU pum ulk-ubr U» ikfiv«la> puitia* 
krv que w [iNkn 


tv 1 , i trr" + pct M 4 


21. 

r — 

4 1 + 



(17 


ii 1 

ftf + 

2t 

M ™ 

v r : 4 


At 

rim 


lit ‘ 

«3y" 

21 

R - 

IlllK 


ii — . 

j ^ : 


1'if 



41 r 

Jr 

24. 

M ir 


437 

I'AJ 


ri w 

’ 4r 

21 

U “ 

Jf* + , 


Bill 

is. 



_ ■« 

ir 

24, > - 

nr (an 


ir 

n ¥ 


er r 

il l " 


21 .-, ^ ■ • 1 r y + ! cm f, t e + v \CH I . 


r* r*li- jr. * “ 2jrr; 


Gttflftclllfl = 3| f I 


iruuiHkx^*lr» 3,(? 0 


LUJndiT f = l,. .l = 0. I 1 I 


27-10 Aplii^Lii: Jij tMLihicin & puna enccnilsiu Jr/rA 

27 s * ■ I + Jf : t 3$. y 3 + jr\' * t 4 vp 1 

"M. uni i vi - if ID. shSh ji + cm v ** srn t cos y 


]J-M f . «ii iia cl twit tones 7 haJle y Sr/^n 
H 1 Bffii jty* ■ ctiifo ■f j ■ :i 


37. U k ihIa! del KJiiiJtiq|Be viija auh% ewk|..i- ifJ y 

ImnLtd ik 35 parte*, puf ffliltof. e^Li m-dd-itU p T | 4ftu ^* 

C 144V.: +■ 4,67 - imsr 1 + l>.(KMtt9r * nw iS> 

lIniilL t e* lii u-tiM-LdiiiJ del Mniitln tan incite p, ir x . Eir 
w l4k icmperaUirn Sen gmdm Celsius) >■ /i i% |,, prulumi,^ r 
;iluin dc Li kli peril!sc del mar ten riven nvi L 11 bj/f, L -|. llX l ! " t 
Ju Jiuifrinmu cjnpte/3 a suroefgifsc cii L -| „^ UJ ^ nSj|r J* 
luiulid-id ild buns* y Ij [emperdUFj del jj-u.i 
rttfJCVln A licmpo se revision cn l s is piilu.1, -1 y' 
nie Ij fj/nii tic rambta. con respccfo ■! ikmi;*i j* L r 
dd Miiiiii a irjvfs del nigua dc mar ^ljc etpcnmcrai^cl hw.7* 
durante tuu inmcrsumi tie HI mm , C.’udJc^ ■nn h, uni ^ ki . 



3JL F4 ratlin dc un ircsiw circular rcctii inciemenb j utvj .: 
I pkilje. s, mbefltRi* vu Lilutt j d i s 11 ttilLux c j IJ/ 1 TI ik ' 5 pulg ■= 
i A L|iie m/uM L'iimhia cl volumen del cuno i wiindii dnnJi-.ns 
pEil^E y lu nil urn ch de 14(1 pulg? 

ay I ji Eungluid ^. siiK’ho «' y a I tuna ft de uua Cniju eamhji omt\ urmp 
lin IIFV Cietld uihEjnie, \i& dilMl^jOtes vnli t I fn > a ■■ *. ’ ' 
m,j i 3 ri' ^ mcrcjnenlan j dc - m ■■ cn UtnU' ific ^ Ji^- 
Miye a fjy<Wl ile 3 m \. Encuejilre en l-^ itlsLiiiEf \*> ra^nCsJ li- 
cuoitf.t Ut Mgtikfltes magiiiriKles L -umhuui 
i;VI hi Vtilumcn 
iht J r .| iftii %LipcMkial 
It'l La I'inyilutL de b dij^tinaJ 


13. 


34. yr I tti i 4 ; |. 


ill <-+• teinpcwlufa cri un punln U. y\ c h JU, y|, medidjh Cii ^nidivh 
* i ■ 111 ■ l ri jiiijtij Piicv yc arra^ifa de iu] ijnr vu 

j« , ■- r ■•-,■: i ik*b. estf tfefmiiLi pir i v I + c, i 2 + 
*^*C i > v rniLktl C n tenlrmelrirt I ji flllKlrtn dc U tempera - 
..umpk Lr-t I *2 It -- Ay 742. 3| - 1. ,gi*e i,in lipkki 
ck>ri U tcmfK-fjtgra en Ij trayeelnfu del jihiujIiim dc^puc^ 
fk l tCfUIHlM 1 

li. i . •-!>. nn k 1 ri.*«- eiv un uvfi dado, W ikpernk tie hi lem- 

\*i .r .y.i |’>fiiiii ; -i,- i.k preeapiimnt'in pluvinl iiimniI F I ,i:rti 

* -.! ■ ■ ... U irmperamr^i prtniieElin icicvw a m- 

/■ i k ii T ( .mil y 41K b prcufhlikiEin e dniFiiiuuycnLlo 
A tMtim dc 0 I un/aftn Tamhkfi BllUlMn L|Hf 1 ilr 

pr#idi* it iii.ih jH- • . 1/ 2 y riWfltfr N 

u, J 41 jfI ri el *U 1 de If? 1 - M^lhn dc evljn drchvdH^ 

'H, l a»FTw U raerm tk - attvNti *cmjI sk Is dc irijtt-. 


40. El vult.Lne hen imeircuiioelectrics sinrplv Lti«mnurt ^■■n 

lilud ,1 med k \;i L|iiL n l;i harena sc jjjaI.i. I .ii iL^htetielj ’■rrihl^ 

mem.i lemnftrcnte cumidocl rcsJ^i>i %e vjilieiu.i Mcdi.Lii^ l;i 
ley lie il Ifun. I iR, detenu lul- ed 11 h n L .imhlM Li L'tnUCTilc / cn 
d ilHMIU-III11 efl tjue F = 4IMh|E. i ll.lttt A. JI «ft ' |l,,, 

v/s y JR Jt n 113 i 1/s. 

4h U |m-Muii de un mol sfe pas ideal ^ inureimrtn.i J ^ 

ei 05 LPa i ) Li icmperuiura sunvnti j n/^n Jf ll 13 k 1 
C iiIkt Ij ccuthikki tiel eiempJii 2 |Mij ileieniiiiuf 
l jnihiii del tiiSumen eujnJo b pteudfl & *k 20 LTj > ^ ^ 
peraiiirELeMk- V^i k 


41, 


1 .1 jih.i- 

hl iiri 1 .. A viLija liLidttel ihhIc |n.ii In t.im i' Ui in L 1 . 

rin'vil It \ 11M-1 lukiil d iiv-Nie |km b eunvteNi 1 |h U 
‘■e ii|irii\linim a In mleisceLiiiu de diehiL^ e-meiei.'^ | n |IM 1 
m nmiueino, d innomiWil A cm a IS I bn eL In uite 1 " 1 ^ 1 ^ 

■6dfelfpUttK I v(l bn/li mk-iinm ipie tfl anlmiNu il 11 ,, ' Eil '' ^ u 
4,k - Li Hllnm dost y viflju a Sil km h , IJne U\n Pd, l s,1 ^ L> 1 M 
JlMJtrh ij rill re lu* iiiiEoiiHiivile* L n lk ilmmcrtl Lp 


41. 


I ’n L-wli i cL un iitdrtjruln e«.ii ^fpekiwki j kk L n> ^ 

*j 1 li mlii bull l r MIL i kt i<% ifihb ■ j riM tip ile 2 ^ ^ ' 










































SECCIDN t«.s MGtA DC LA CAftLH* |}|| fflf 


*■ eo “ t “ ,c - i.a riimw cjinibli -:r jnir U | r 

^rr b- Ub- «:iunikd pnmn la*. rtwifc .Hi cm 4c h»c d 
I jJt« es <fc JO cm, y cl an^uJo n t 

m un L ^' fiwucwm f cs. ponhjs idn por lipm fucnrc qup 
* JP’pUW " Sf> t**'* Ufla ™n upuliv1 , v LM , »hvn a . 
j* * murwtHin rapid™ iv ji It. ^iqtci dc l» nilgtraiu Ifoeiufcsdt 
In .liifttfirtB <1™^ I™ Ll <««?»"■•■ .. . h. frecUi'lldi, del 

^ ii|j|ji i ctfuchudo pur el observador l-s 




A*i*k . cc U wloeitlad del so dido, ife imos 33a m/*. ( j5^ e ^ 

riefrdto tfoppfecd Suponca t|u*.-, cn n>mcnu >vh parnculaF, 

incd eda in un Ota que cum: a 34 mk y qn* acclera a 1 2 miv. 
\ i, iicn * jpnuima Jc-nOc hi tlircccuHi irpiu'ski cn la oira via 
. -in Iih. jcclcmmlcs it 1.4 mh\ y Imt-c sonar mi sjJhmtn, q,] C 
|,-IL tuu ficvuciKiu cfc 46Q Hit, riii Che jnstwitc, ,^u»l us la 
liKucncw pCfLibitiu ijue listed cscudia >■ con que upidc/ C mj 
artwldfr? 

ij-4 Mjpuoij qut urias las funritmti dadas xm dilcreiKiatiks. 

It ' • ?r t. ■, i. tb culc i = r cm W y t “ r urn u. la) determine 

■: s >: ^ y ihidcmuesire 4uc 

feHfHsHte)' 

'' J f fl . l ibmdc X = f 1 COS j V V - r' sell I. dcmucslrc 


teMj)'~-[(£)'*(5)‘] 


«L v: 

■l*: 


p" 

'/ J ' ■ ■. i, dcmutrsire que “ + —- — fj. 

<J* -lv 

• n '- 11. ifcmdc x = i + / y v ^ /. ilniiucstre que 

(*)’-(*Y»** 

’ rtJ / V fiv / ifllx Af 




mdm be roncHmcc iLuiat umen tferivsUai par 
mjffl cj intinuas 

rhlJrilfc '^ ctul((trKr bncit'ifl Jc h. fnemn 
- r - ft i + Ut\ + tfi t - till 

* ^iiiat n-m dp |j, ^uncilSn dc ortilii 

. A 1 ! 


S ** 1 / F *. > J. ibifrtlc ± - f 

IftK 


™ly r’f wn,detmucsirc 


rl ^ 

+ " 


j J W r>‘M 

rii : + tir 


SL ' r '- J ^ 2n t dwcmiine 

11 ■ ^ i'j fti f i■rEfcp 4 U- 4 _« am t"l Erjcmplci 7 

Si: fi r, VI. diiflde ., = ran u. v - m cn fl, ikictmine 

|i| *»r/.V, (|>J ici rift 

SSl ^ ■' "A“- Jfh doolcx - ran 4 y - r sen « Jcmuc>i,v que 


ii.r } 


in 


^~L 

fjT 2 rUl' 


1 

r rif 


SuptJiiyji C|LU?: fl.1. yj. tkindc n ft \.y ri y y *r.t. n. 

I ilj ( h’MHEL", II V L|UC 


f—1 

1* + 2 ^ £ it + " 

f l 

l ■'■‘J’ J 

I^.i *J h ii# - 4 f ill 1 

Ur) 


te ri’Jt . « H I 

+ -— 7 - a-- —~ 

Ax 3 f‘ % ,>r 

tb} (ilKucnlnr him fiHmtib timtljf |i.,ia .■• n ,.? 


SS. 1 im llllh'il'in/ \c llamu hiimii^viu , ;i dt linidn >t SI cumpk c<m 
b t'cLNicmn f\ix, fy) “ f"/(.t, s i pjr.i hKlil t, diHlitc n cs un eJl- 
icm ptfilivo \ /licfh. 1 dcrivjdus purctulev conlinuns dv Miitundi. 

1 mien 

<sj Coropnk’bc que fix. vl *- . : y + J.ty ■+ S cs h.mK^c- 
na ile pMJ<. 3 . 

(hi IX'liliicMrcquc si fttknncpto Je WidiM cii!-.-fkcs 


Af 

if+vr" «/l* + d 
-H 


hVajsrn'ni'im: jplis^uc la Fcl? la sis’ la cadcrla para sEcm.ii 
fltx, ty) on rcspccEB a i.| 

56 . Si / l-s homupdneu Jcgradon dcmuoiirv i|li«- 

, ^ + 2x\ “ d* - hfli. v) 

At" Ax Av At- 

ST. Si f <c h.itlHTiCnca Jc ffrado n dcmacMrC qi»c 
fAtX. Xjl - I" 'f, M. tl 

54 Snpnifj!i' #' In ocuadriti 0 ik 11 nr tu fimtwi inni’i 

cjldJn him ib r I as l r. 1 s fiiri iiKk'S X, ,V y - SWW ^ llrtttfWW* ib: OtfflS 

dim: f - ffa >'). y - gU, i)> x - M ft ' 3A dSferenuulik’ > 
r ,i y I sun Llilnurriisde L«ny dennt , '"i i|hc 



























*10 II CApItULO 14 DEftIVADAS PARC I ALES 


14.6 


W) 




II llll I Ml .HI 

MhiAHM Miua 


I H^lhP 


*S uJI Ffjrk'iw «- 


Ui 


Til 


| 

1 


Lax V c 


VCKfli* 

r 

i L*» Art|fck> 


FIGURA I 


DERIVADAS DIR ECCIO MALES Y SU VECTOR GRAD SENTE 


lilt d nuipa del clinui de hi figure L j*c muestto mi niapa de curves de mv. i L Jc j L |* JrR 1 
ItlrtpCrmurn / It. y) para las esEiuias de California y Nevada a hi* 3:00 km ,j t . m ? 
tie neliibre, Las eurvas de mvd o isoierrna*. Linen Jot alidades cun la nuviut temper t * 
La dcrivada partial 7 , en tin lugarcomo Reno cs la razor de cambio de La tetnpeiriiiui L 
respcctoi la Ui&iancia m viuja haem el este desde Remx T, u\ lu mam de emlriodc | aT ^ 
pcillufn si vjaju tiaeia cl none Pern, ; que succde si qyiere xjber h ra/nn de 
la Eanpcfulura cuundtJ viaja haem el *urc*Ee; vs decir. hack Las Ve^, q tn aJgoru j jj 
rectum p Ell csia section sc esludm un iipu de derivada. que ve denorrnn.s drnmidu ,i rfrr 
rumal, que pmmtc takular la ra/un de cambio de uiu lunemn de a miv \ 
ciialijnicr direction 


DERtVADAS DlRECCiOMALES 


Recucftfe que m j M.i, y X cnioiKCS las dcrivadas panciaks/; y / ^e delinen cmm. 




/lI x„ k v«) 


= liin 

k ■ ii 


/U, t ^ VnJ ~ /f.l-,, V.-? 

Jf 


fv(Afr VriJ = hin 
* -ft 


/fx- ih + h} -/{Xfr y n ) 

h 



y repjcsenUin las ra/.one* de cambio de r en las direct;ioncs v y y: es deem lt la*. din, 
ncs de lus vet lures unilurittf i y j, 

Snptmg;i que aborn quiere eneuiunir la ra/nii dc cambio de ; en 1i.., v..l en J.j dinzccidri Je 
mi vector miiEano nrbiinirio u (a, />). I Veasc tieura 2.) Para luster eslo eiHMdcre h m 
peril tic A’ aiyn etulLcidi'l es : = /(.i H y) (la gnSfiea de/J, y ha^a /l x . i litilnm:^ ^'1 
pmiio f J i\ if , Vi i . c-i \ quoli cn .S. El piano vertical qiie pnsa por Pen la direct ion de u 
a S en una curva (' (vease ligura 3 |. La pendienie de la recta lanyerie 7" a ^ en el pu^ EL> 
P cs la ra/iin de cambio de c en h direction de u. 


FI^URI 7 

L r n ^cctnr mhario u f u,h) = 
sen * 


CH3 Vnujl 14 lAdu/f ffurtl 

hmtu 4» dt I* fpfl J il hatir pfit 
a / por to Unto / 



f IGIIR A 3- 























*ECC*6ti 14.4 DIRIVADAS 


DlhfCCfO^AtESY SUYiCTOP GAADIENTE |||| fll 



t\ <ii((ijp un |„ en fj f*\ Q' wn pmyeccionc\ tfc P„ {t en ct piano n 1 . 



en * > f*- Q' Mm In* pmyeccioncv de P. Q cm cl piano .ry. 


P*Q r /til {/rfl + M) 



Ai _ - Jb d fi-Xti + fefi+ifa t hh\ 
h h jfe 


il =, ll 1,1 1 + />/** ~ /lx*. w>Jf 

h 


Si considers cl I unite cimndo h -*fj, uhliiiK In ni/im de camhin ik : um re sped n a In 

distant in en In direccidn de u k In cuul sc demimmu dcrivadn dirrcciniial tie /tn la Jirec- 
titVn de n. 


II. uhliidt! In r-tmri de camhio ik : um re sped n In 


Jj„] [JEFINICION La dcrivndn dirvcdMiul de/en l'.vn, y u l en In direction du im 
vector viniltirio u = (a. h > es 


D m fix*. v.,l = Him 


/<i* * hu. ym * ftM ~ fj_ -i*- y* [ 

h 


si cxwe estc (finite 


Al comp*ror In definicirin 2 con [ I). observe que si u = i = (1,0). cninnee* l)\ f /, y 
si □ “ j “ (fl. 1). cnlnnces DJ - f En turn pidahras, las dcrivudas pun.inks de/con 
respectn a x y \ son justamcnte cases. espectales de la doivada direccinnuL 

EjEMPLO i Con nyuda del map* del dinu ilusmido en la figura L csiime el valor tie la 
tfcmadn directional de la funcion de In lernpcratuni en Reno en la direct irin Mireste 

SDl.tl&N El vector uniia.no dirigido hacia el siireste es n " ( i - jl v -■ P^ ri1011 neccsa- 
rio recurrir a esla expresion. [nick ditmjnndo tin* recta que pase pnr Reno y qiie sc dinja 
hue iii el sureste (viase ligura 4j. 



noun* « 


Sf apron lift* a 
tainhi" de In irnlf™- 





















CAMTULO M DEftiVAOAS PAUCiAiES 


/ <T0. Lil tcmpcruiuru cn el panto ;il sure sit- de Kent* es T fill [■ y h icmpem^ 

cii el |HHllii noroesie de Kerin es / 50'F. Al pareceJ". la distance enire Chios. ji„ 1sfl , v 

CS tie e.isi 75 milla- I >l' esle undo, la ra/fiii tie camhm tie la icmpcraiura en ]■, ,j m .. 

sure sic es 


D.l 


tt) 50 
75 


10 

75 


- 0,l3°F/nii 


Cuoikki eukula b dcm.itb direction al tie una funcion que esia drhnida pt* niedn-Jt 
uiwi fdrmub. en general apliea cl leorenl* siguieme. 


J TEOflEM A Si I es una luntinfl dilerenduhle de x yde y. entunces t iicne unj 
tlenViida tlireecitmal en la direccion dc euakjuier vector unitario u <a,b) y 

IhfU. v) ™ fAx. via +fAx.y\b 


Di HOfTRAClOi Si define una luntidn •! de una sola variable It mediante 


gift I =/(.vii + ha, Vo + hb) 
enitKiefs sefiin b definicinn de una dcrivutb 


HI 


= lim 

k Qi 


j-jdrl - g[0> 

It 


Km 

ft til 


/Ui + ha.y. i + hhi M.ii.. v. I 

I, 


= A./Ui.v,,) 


Por uirn In In, puede eserihir g(/i) = fix, y). dondc jt = .t« + ha. y y.j + hb. de nutF 1 
i|tie la ice I: i de b cadenu flenrema 14.5.21 da 


&’<hi 


>if i/.r rif dy 

Hxlih HyHh 


/,(.r, yki + fix, v i* 


Si ahora hacc h 11. enlonce* t «=■ ,r*. y - >h. y 

S] tfWi -/jC^jvJo + fdx^y»)h 

At comparer Ijv «4 y 5. observe ^uc 

D.fiXii.Vnl “ /J-Vn. >v M + 1 

Ss cl veckw uniUiriu u un .in^tiEn B con cl eje ps^iiiAo i, icmno ^ jl IS;hl1 " n 
anlGftx* puctlc cvcrihir ii {co* ft sett 0) y um In ftinvnjln del leoremn *■' irand' 

1 M lKf\x r v) = /,l.i + v) cos 0 + /fcyt sen 0 


IJEMFI0 i [feitmiiinr Li ikrivnehi direcdcMifll O./l a. yi 

jffji. y) ■= jr-’ itv+4v 

y ii i-x iil vti mi iimiEhnch Liiii- si- ohdcnd tritt cl rtn^ulo ft 7r/(y. ; r Qu& ^ ^ *' 













p —- | 
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S6CCI6N M 4 DEBJVAOASDIIteCCKINALeiV SUVICTOH GAAriSINTi 



p vi ■ A/ll. 2J CfcH 

o 0 iiftQ t * ipi wntt# b rajrtn tfe cjunbn) - 

r - i, ifmr# * i* S i U [wfldwta * latnA 
i Lt nrvj iK WWAi d* l« iucti‘r 

tx; - i’ 'n * <’ fltfllmnfiKji 
^puwi ll. Hifn U flrHUdn 0# 

■- k tr~" 4 - 





l*t>r Irk lanlo, 


IK f n. v I fj i, i ] cos -— -•- fax. vl \cn 

h 


5 

= <M - Jvi ~ + i-3t + SyiJ 

jl v \i- - ly + I* - 3 v3 >_vj 


P*ftU2) - - 3(f) + (8 -‘3 V /3)(2}J 13 " 


O 


I4GUH S 


V ECTO R GRADIENT? 


Observe que <fc aciwnhi Lttn cl icornna I t dcrivad* direccinnoF 
cl pmducto pmiro4' tltw vudins; 


h 1 puetle i-vrihif ntmo 


S ft ,t, Y> - /*< X, yto + fXr. y\b 

" f/ifAyKM^yH ■ (a» 

= (/dr. v), / r (jr. y)) ■ u 

El primer vector cn etfc pmslucto punto .e presenLi nnsriln ol ciktulur lav ikrivarUditw- 
cionafcs. MJU 1 tamhten un muring mms vtmtexins, For esp sc \e d:i till nrvmhre espccml 
gFtriientv de L y mn itotiuito especial! (ni-art fv r/ 4 qt , e v C let- “nahta ri 


I DEFINITION Si f cs una funcirin de tins variables r > v 4 enlnrn.es el ^r udk-oli 
tfc/cs Ui tune ion vectorial V/ del i m da pnr 






EJEHP10 3 Si /<JK, vl sen i + c entonecs 


V ft A*. Vl {/.►/*■} f COS .r 4 ye Vf ' 1 } 

v/m 11 a Ei) 


Ton c'irst lit (|iit'iiiii puni el vector grndicntc. jnicdc eserihir Ll c\fwsnni \.'h |i-u.i !■■ den 
vada diiiecckiruiJ c»mo 


fix* vi T fi i. v| - u 


hia ecuucirinexjweni In ihtn.ida iIiii'uumuI en fa duct cion tic n tnrntt l<i pruyecrnln cs 
filar dr I vector j!.r.iiJirn|c in ii 

































9M |l|| CAfiTULO 14 OfFOVADAS MACrALfS 


■ El wcin qr.-Hjimnn- T/ 1 2 . 11 d«r cicmpln * 

se miXT3-tra <m la txjtit a & ttfv pun(n bikhi! 

13, -h TaniMta s* mmstr* H ml pm 
da ft tfcvxtfn <)n la denviadi Ambw 

vfldwei se Mr ^ p g w n an lai eurom rfft rwtl ito 
gmfc-nfe / 


»Ji 



FIG-UH e 


Q E|tMPLO 4 Determine In dcrivadn directional de l« funcKin }\ r.v) rV ,,, ^ 
cl purlin (2. I ) cn la direccidn del vector * 2 i + 5 j. 

IQLUOtol Primcm cotewle el vector gnidienie en (2, -l): 

V/U.y> - 2xyM + <3*V - 4)j 
V/12. - I) = -41 + Sj 

Nr«e qne v no ev un vector unilafio. pcn> Como v = v 29* el vccior unilanoen li 
dircccirin tie v 

V _ _2_ . _5_ 

U |i| y'29* v'29 J 


Por In tento. vcpiin la ccuacidn 9 


o./( 2 , -n - v/a, -n * □ =■ f- 4 i + kj> - (-^i + -^=j) 

"4 ■ 2 + K ■ 5 32_ 

7^5 J29 

FUNCIONES DE TftES VAR I ABLES _ _ 

Pmu I line lories de ires variuhlcs, puede delirir las dcrivudas directional rs dc iiphl miinrrj 
similar. Ipnalmcriic, D u ftx, v. cl puede imeiprctarsecoriin la rarain de camhin dc lafoncrfo 
cn la direction dc uii vector imitario u. 


SO! OEFINICION La derivada directional de/en (.r n . v„, r„ t cn la direct idn tie an 
vector umtario u « (<i, h. e) cs 


D.f IjtTn, >'fl. a) “ lim 

4 i ■!> 


/f.i'r> + ha, Vn •*• kb.*■ Jtfl ~ I'lwi 1 


M ctiMt ctie h'mile. 


Si tin li/a la lUHucirtn tie vecitwcv enforces puede cscribir amha> definitions- - 
dc la ilcns ad.i direcciomd en la fomm com pacta 


; i fl 


ill 


O w fi\ n \ 


/ISO + llll) -/{Unl 

Iflfl-;- 

« 


. . . *■ ■ V|f > ** " lyt., Li„. v.,. :p) si n - 3 . Esin r. ra/ona' f " ^ 

o IWHO vr'i ri ll ml lit racta que p«Mt pur jc, en In direction del veOtDf u uit 

i Km 1 nt Icviijiclcin 12.5.11 y dr r^ici mmUi fin** + repfese^* ^ V,J ° r * 
pi mu *t snhfr ciiq r^'tn 
































N ffl OISECCIONALE? t 5UVECTOR GMDIENTE 




S ' V< I-. i'i /) t's derivable v ii tu i • 

od rr cl icorciiKL 3 p iir>l dcniostrai qu ■ Cnt0occs ut ^' Cc cl mismo meiodo L\ue *e aph- 


B>] 


mfix ' y - =' ~ Jfc A» + /fc>-dfr - jju. v, ;)r 

o ururt /; c\ Xa * ^ fl,rtL 11 hr| f <Jv lf ^ variables, d vector gradknte, denotado por V/ 


r/r * >'■ 2j “ <*' <x * >■■ /d* >\ :>. /Jj. v. r>> 


c* ilccir. 



Eniunco. juMo como rti la- ruaubnc* dc do* variable*. la formula 12 da la <fcrivada diret- 
oonfii in' puede vis|visr s c\prvwo>nm 


EH 



Q EJCMPLO 5 Si /U, V, 2 1 v sen yz, (op determine cl gradiente dc fv ihp encutmre Iji 
derivada directional de fen II* 3, ()) en la direcciun v = i + 2j - k. 

SOLWCjftN 

(it) El grtdicnlc dc f c s 

'P/jJt. v. z\ 


(h> Hnn,3.0Mienc V/{1.3 t nj 
v ** 1 4- 2J - k c*. 

it 

Pot lo tanto, lo ccumririn 34 da 



MAXIHIZACIQM Off LA PWIVAPA DIHECCIQKAL ---- 

Wmial t|ur ItrM tiro* fltneidfl / dc do* o trev vjirkibfes v considera todai fos denvada* dl- 

. . . [h.s.1.1.(!-■ \ ..f i||i|I!<i diidii faras dun las n./.mc- de ... / 

l__ tijreccifjncs pmihk-v ( ube wilotwes* planner Ids pregunuiv ;yn cud! ik dtmxro- 
net/cimtiia mAi l*!5 y «td e* lo m/dn dc ^ La> rcs|™*™ las pniporcio- 

n.i el icofCtiHi HijKiM-Pfitr 


= (/,(.v, v. r), Mx. v, zl fXx t }\ r)) 

= { sen vr. .tr cos vr, x y cos y ~) 

™ <£l. 0, 3> r El vector unitsrio en la direccrfn de 

1 . , 2 . I 
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CftPHULO H OfMVAE>A^ PARCIAtES 


*. V m 




I Vphi*i 1441 jntpmtysm 

CCNnftnnifP&fi. iftMjJ M ^ 



■ En 12, ill La (i JCiran CUil upsttipta G to 
rwjfjtiwia rr.rr. rajiidfl mu la JiimjCifri d*l 
.^■cicn prMi[n^ V / ( 2 . Ok (I, 2 ) Clhmifw 

T-jt :-eQs/i la hgtffl ? «1i vwlm al (WKPfffl 
53 Dcqr | 'dc-.|..JN A Lfl Qm RivO* MU [W-H 
pt> 1 m Bnii%.ii. , i8^iiuici.iU«Ka1if..iiSe 



mgu«* a 


15 TI0REH4 Supuli|Ni qlK t ^ un* 1 funtTldn difcnritciiihSe tk 4m n In*, \ AU 

J-] - valor maxima .le U defivwla directional n.fix) cv V/ui j H ‘ jhw»u . .. 
ii licnc la mi'fni diiwcirin i|UC cl vector pratliente 


DlKOllUClOx See tin la eciiactrin ‘J » 14 

IKI r/ ■ u I V/||u| cos 0= ]V/|CQS0 

ilontli: ti es el Supulit enttt V/ y II- El valor maxiiwt de cos 0 es 1 y esto uciKBeflm* 
Ii - a p or | ct lartln, d valor iiuImmio de />„ f cs V/l y sc prcsciila cuundo it n 
decir, cunndu u licnc la ini'... i|ue Ty. 

EJEHPLO b 

i a 1 Si fix. vl u- . deter mine U r«/<*n de cambio de fen el punt, > l‘i 2 JU en Ij 
dircccirin de F a J, 2). 

ibi , En qtic dircceitwi f liew la maxima ra/on tk* camhio * ,;Cual o V'i .. nutnttj 
Je cambio? 

HHVdAl 

la] Primcm calorie el vector grmlicnie: 

Vfi.x,y\ - </.,/.) - <*'..»■’) 

v/am = d.2) 

HI vector nmiario cn la diivccirin tie PQ = < — 1.5- 2) es u ( . ), ■ II- wmlnqllt l.i 

rwrin de eamhio de feu la direct 1 inn de P a Q 

IK /I2,m T/(2.01 ■ u - (l,2> ’(-<.!> 

-11-0 + 2(0“! 

Uhl De actrado eon el u-urema \ f se menrmetiia ina> rapuk* cn la dd f 

ptidienle ^fl2. Ml '1,2^ La vafi>n de cambio maxima ^ 

|T/110)|-M 1-2)1 = v? 




EJIMPLO 7 Sup<in^LL que l,i lempcrjiiunt en im pun to |.¥ + 1 „ i\ en d L^paui- 
Hx + v h =) = 80/(1 4 .v' f 2y fc }:•' p, demdc 7" sc midc cn gnulo'i i"etsi | i |lh )' * 
mclttis. ; r Hn qtie Jireecicki ?>c iOLTt-nitMiia eilis uipido la lempeniUJr.L en d pont" 
21? I’.rnal es In iwon Uv incrememn maxiui:i 1 

solution E] gradielite lie Te* 

tljf dv Hi 

lb<Ji 


H’llv 


4SH.' 


II + a 1 + 2f 4 \ : *f 1 ft j v V 2v' + 3rl : ^ it * « f * 

IMJ 


II + f + Zv J + 


J.-p* T « irJ 


i.-kl 


























“CCION „ 4 Di||lwt)M 
Enc 'f ,l,n '"l<t. 1. 2 le , 


tlf 


QIMCCIONALES T SU VSCTOft SltAGiENTf , 

I- h ‘ ;ri -I - 2 i + 61 c) = il-l - 2 j + 6 k) 

Rc amenta dm ct ledraiib i* i . 

Vt * Tor gnktknc ri(|. |, y. * * ™m«iiamis raptda«i |» j iriVCh - in iJd 

fCvcitSn (Jj -f ji . A _ , n bicri. tn fnrmj cumvafciHc eti hdi- 

* «'■ - 2j - *—«* 

|V7(h L ' ->l - il - i 2j + 6k I =JV5T 

' , l .. .' tH1 *** incremcmo dc icmperarnra « jv^T «■ JT/m, 

ns m. w 

Suiwn^a ip* s ey ima Mijicrlfcw cuyi tctmctfn es ft r i j - I „ 

fioe dc ntvd Jc ur. . fun . . ■ . ■ - 1 Uh dt^r. un-i *upcr- 

C una cuna t|t.c gilt . ( j., <„ | 7 s l ™ blB ** > *** ^ 1 - ' «■» puniocn V s CJ 

b vt-rrirm mm »«P«flCie S Jr p^a pur cl ptiMii P Rrtpfrdc Lit* 

f r "rs ■£* una «> SKE 

m . ;• !} S ' J ft ' ci v;,|lhr *1 Rranidro quo con^m,n.L V J C s ifccir 

«.« h ec^;v * A .rr' “ *• <''**•*'*”» -•'«<MH«il 


ES 


A'lAff), Uf), ^ff)) = jt 


Si A, v y ; son ftninoiK-s difcrc.luj .let tie f > /= cs Urnihien difenmchihJe, e .. * Qp |, 

ca la regia dc In mclona para dtritar tmihos micinbr™ do la ceuaeirtn I ft cumn siguc 


na 


(j / 1 dli ^ tfA" fA 1 r"fA ii~ 

Si ih Hr ilf 


0 


Pkrnx con* TF = iF„ F im F > v rVf) = <y i/i, - if|>. lawujckm 17 « poctknco 
6 ir en funcrdri lie un prudtK n> puiKo con» 

TA ■ t\I) = 0 



^Ut 


- + 

lnOi'h Idnpchlt: 


F.n particular, cinndn i /.. lient* n r. r ) t ii» k Cu,) r do tmurii quo 


m 


vn^ v^ Jfll ■ r'ttr) = (I 


|ji ccaaci('m 18 cslahlece i|iil- ft mw ftmilifttie fti r. V^.iw v, _f Sfnrpfmh< nttif,it 
vrt'Utt mniir/ttr r'i/..J *t 1 Jtiitifltirt fttrVt* C r*r S ifitf ptimi /n»r /■* Iv^ih 1 lijsiihii 01 St 
V/ h !,!>:■. 1 ‘ M c* f ,[ N In (unco nuiitrtil ik’finirct |il»nn InogHik a la «ipt L rllcli a <lc nl- 
¥ _l ft , Vi -| — l in f*t in. 1 I I'linndo cl | a liim» i\ua paws pi.n P \ 1 icin' Wiin iioiiiird 
.... \ r..i Si kjfllH'ii In ft Mil’ll'« c slam In r dr un piano leimdin I' . 7 1. oriba h 
ccimcjdn ilt esie fHnno lanKimlo town 




























’^.J • W rn m- • m 

http://libreria-universitaria.blogspot.com 

• II lltl CAPlTULO H DEMVACJAi fAACIALtJ 


Ln nilii normal a S cn P c^ h recta quc pi)^ pur P y es perpendicular at r U n , ( 
piMitc l.u dirci/cnin lIc Li recta normal CMd dL'finidj ptir lo linln por cl vector Kril j 
m i,„ v„, y. tic cMc mode. nicdianic taecuncitfn I2.5J. »ns eaiacioncs sinrfi,^ _ 


m - - - - y ~ - = 

t .i 111 h Vpii, "| ^ P d-ttN '■' ^ F p .(-tO p Jftli f 

Eli d especial tn cl cud la ccuaritin de una Mipcrfieie S es de la forma - = ^ 

les Jarir, V e* la pnilica dc ana fiwcirin f ikdm variables J. puede vo]vtr a esenhr ia 

ettin ernno 

fir, V. rj = /U }1 - - = 0 

y comklcfar L S cornu uim superlieie dc nivd dc F con It = 0. Entonces 


^ li Jtdi-p 111. I“ /t(jn F V-: J 
FUch^. Io) «/Xt^_V*) 

Fji*ii.>. "hj “ - I 

dc rrifxln tpic la ecLincion 19 vuclve 

/Uoi»iKx ~ jrn) + fAxiu yn)(y - >vl - (: - : r ,i = 

qiic cguivalc a l.i c^iKLL'ic^Ti 14 4.2. Pt>r lo [anio, 1 m rcueva deftm'ibji gcrtcnil' ile un 
pluim Nmgeme vs congnienic con Li dclmicirin qnc sc dim ptira ^1 caso especial tk l.i 
cirin 34.4. 


O tjtiiPLO $ Determine las ccLiadones <lc1 piano [angcnicv recta normal en el puma 
(- 2, L -3) ul clipsoidc 


x 1 2 : : 

— + r + — « 3 
4 9 


■ EpI» 10 »i.-iUn si ^tpuutde, e* 
Sfcira 3 flftv» f a i«a wnwl del «&mp*Q @ 



HHlfUtiN El elifftdide es la ^uperticie dc nivd dc In fun-cion riguienlc con l — 3 


For In Canto. 


Fix. y T -I 



9 


x 2r 

F.fjfp y, -) * — JF' < x, y. = 2y Fit. y 4 r} =* 

FA-2, K -31 — -1 FA- 2* I. -3) = 2 1. -JJ - “? 

L.nmntcs ki cvumoVi IV sin la ccpacidn del plnrni iJJigcnlc en f -i 1, tualldfl 

Tit + 2J + 2(y - II - lf= + 3) =-f> 

Jnciuil %c Mtnplitiuifl 1 y f n + 2; + IM* (), 

Scrim la ecuim ifri 20.1;i% ecuadnnc^. clc la nrct.i nomiiil son 

i 4 2 y - 1 _ r + 3 

2 


F 4 

FIGHIA I ft 


f 


I 


T 
















IM PEWVADAl EUfttCCIONALCSY SUVECTOt GHAHKWl r||| fit 
JMPORTA^O AD tLv tCTQft GRAQIEM TE 

Ens ^p | *fa ** nmimeii Lu -—-"— 

raosMera ima (umifin j P , * JVt* 4ue d ***" S"***™ « impwianic Ptimem * 
*ado> dc avuerdo cun c i , rtl[ . . ! ''" U " ptMl1 " 1 ■ -' 1 *n mj dunnmo Pur urn 

incrtrmcnio mis rrijijd,, dc , Aiknii £ radw, * e */**»• %b. indica la d fc a wfcto del 

Miperfidc dc nivel v A L in . A ) anshu " w " abe £ » uc ^ A ■■ ^ | 1 , 0,^1 i( | a 

compatibles iniuMivimeni ■ 1 ST*** *** 1 * llirasc a fi ^ ura d*» pmpicdades von 

et valor de/no cumi>, a U qtJc * alc * ** /J «" J “ ^l*=rliue dc nivel 5. 

Jictar. * cansigtic d “ <, ' Sp, ““" “ *'““*• *■"*- 

VH d^nTn^U rn V ^ *■ . . ld<Sjl ^ e do!i variables, y un panto Pix»> w. P 4^11 

lu nuk Ljfe < !■ A 1 C VW T mdKm * >'^ 5efid * lu dtecddil dd inure men* 

tanfiente/^ ni ..'£^ mllmo ' med J^ 6 wnsidenwiones similes a\ audfitfr dc h» pianos 

sue nava rnrPiS moai “ AM* U n , y, t ) C s pc radicular u In cum dc nivel /.r. v) = * 

Jon rr * r r:i VU/ CV iniu,t|VBfn<m[c P™ ble ponpe l<» vuJoms lie / sjjfuen siendo 

coibtantes a medidJi que sc muevc n Jo la^o dc | a Clirva (v &l W (4 fi g Uni , j > ^ 




surva dc 
a.«(ns(p 
ek’^;idu 


FIGURE 13 


Si considcra un rnapu Mpo^rJlieu dc uiu col inn y represema mcdianir ,'l.s. , 1 1. 1 alt uni 
por arriba. del nivel del mar dc un puma dc courdenadas f.r, y I. ermnnue-. ■■t- puedr Jiho- 
jar unu curvudc maxima pcndieiue coiiw cu la tieura 1 2. haciendoJj perpcndivul.n j LisJ.o 
lav eurvav dc nivel. E^k - tewdmeiw lambner vc poede observir en \ j lijrufa I 2 de la seven in 
1 4, L don tic lAvncsomc Creek sigue un j curs a con el dcscenso mlv cnipin.ulo. 

LoS sislemaS' alccbraicos compulJCkviatcs po^ctn comandos para dibu;jr vectorcs Lira- 
dientc muestrahrv. Cad a vceioc eradicate V/fo. fr) ac graiica de tal nuncraque imeie en d 
punio ia. hi En In (tgnra 13 sc iluvira ona grilica dc eslas <i]ue sc dcnivminan i tmjkt dri 
vector gradient* h para la liiflcidn fix. y> = - y* sobrepucsia cn un irutpa dc cunasdc 

tlivcJ dc/ Conio era dc cvperarsc. Ins veciores gradiente sciialan “pcndicrUc arriba" s «Hl 

perpenditolarcs a lav curvas dc nivel, 



MGuft* 
























*30 CAPITUI.O 14 DEIHMDM (WKCIALI5 


14.6 tlERClClOS 


MB 


:.!■! ** llih.h ilc oivel jura |hmmi h,.iw-unn <fii rri.il i 

KuiUti, |\im 1^ ft fN) 4 xt del 11> dir IHujciiikpc lie l*j*JK Lllfcn 
/unjcoii um do mWu l ?7Z mb m- nimnL- hi lujiiriii imtusie 

lIi li'Vij l i Jk>tillk I I il It* lurjiu dc J.l ll I Il'jI (Tn|[M ’ h' K ikCllfPlL". 

Kciw^lxiis ri S i&iLUix Ciiv, limu} oh ,400 km I viimu el vuiirf do 
lu ifcmada dirmruinri ta fomdOri do ppvkkiri on Kcjnm?y cps 
U si!iivt.ifciPi Jr S»ii» Ciiy mw ta» miuLmlc* do 1 j. dcri 

\ mJU tUftvvjixial f 



2, El mjp*k Jf t uiihirni.s muestra d prumodin Uc lamporijiiim 
piir.i iHivicniWe do 2CK»4 <en C* I''-time cl vidui de hi 
dem,id_i dncccinhal Jc cstu tunuCui Jl* k'Klirol.iliii.i cifc J 'iiilihu. 

■i* £mIi'* dd Slit, cn hi dinkxHin do Sydney ..C'iiliIck soil 
La* umiiudsk 1 



I. I m tsN j fir - .ikrfr* parj d factor de cnfrunurtHn W HT. r| 

en rl rjenkto 3 Jr h priptm h*h Mi'dpwite 

fiiKJj c dm* d .1* -I*. II. jpi irj In hi diiml* n i| ' Ji v ? 

4-4 t Jr I r r m i rn . i J ( r'fc * Jhj i ,Jj fOC Cir.lfljl ik | CPI d [hl4lli l tl.iili i Oil J.l 
Jim I i*Wi ^ indi- a d ifijmlr? 0 

*■ /' ! ■ 1 * v 1 1 il. 31. 1* ff/4 

S. Z 1 ( > n dj.1i it - In/} 

*■ /* - ■ * > r a m m */* 


* a j f k terni i nc r I gm Jpctiic Jc / 

«hj lAiiliir cl jju.ln'htc cn d piintu f p 

(t I 1 NL’iitMiiif hi nindn cfe ljiiiHl-. dc J cn iU-n hi ti limiHn . , 
vacuar ii 

?- Ill v| - wifljLt + Jyi, rt-h 4i u (v M jj 

». fi» i i i, rti.it. u = ,(:j * j 

*■ /<> ■) r* , mm 21 . u 

■ v i ^Tr. rti. i, ij, u 

IMJ Oilmlr bdernwliiilin?cd<»n,ti Jf In (iMkn.rtcn cl piniin j a . 
iii* L n ii hi Jiri'ti iiVji del s-lx Iuf v 

ULl yu. vi ■ i t 2t, v. fi 4i s , (j, ;i) 

IJ. /(«. ■. l im i-4 . (. (2. I I. % ' ■ 

13. g<j*. - />" r ,f 12. I H 4 i - ij 

14. .hi. it (jti ./ii. < I. 2i. v >i ♦ tnj 

11 i< t. - i.' ‘ ti . <ti. ri. i(i i . 

Ii- fix. i ■ , ii •„ i ',1, ft. * 

17. irti.r. i u * 2v + .In il 1,2l. * j k 

11. U,l' in ftj'in .< pHiv e^imar 0.1 1Z. _ 



!l9- C.iktllc l.i ilctivinln dittccitnwl .1.- . vi ■ : 1 s■ 

In JireuvnH( ill' (f( J, .11 

10. J iiLiicnltc-1,1 ilcnuida «Jirivcit'i>:il .1 

rti, ], «ten l.i dificciiVi! ilc (It 2. 4. 4 1 

71~24 DcInwiK 1.1 i.imn nuximj Jr unihin Jc f cn rl iimii' |U *‘ 
J la (li((rtK'i» rn l.i i iliI m: piwnu 

Jl. fit. it . i (2,41 

31. /(;». if i .f, > (>.- (O.iti 

33.! |H. rl m-Ii( il l, i I III 

24, fix v. i ii vi. ,i. 1, i, 

JS, (*> i > ,i ' T i 1.1.«. -’i 

11. /li i i i, mi i ■ *r * J:i i 'll' 
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itCCldH (4.4 DtmVAOAi DiflECCIONALli V SUVECTO* GAADlENTE ||J| Ml 


. 1)t Deal***** *««■■»*«4AMrtfc.. ^ „,* 

- 1 f3P iJjn^"‘-' *■' * ™ til ill five inn .I vcvl.il U N[ || C J ] 

tc. o Jedr cn b Jirivil'Mi lie VH\) 
jW MedbftU: d icwiJliido wiIkm, Oi'krmiiic L dirwxian cn 
^IcIWKHinm vl l\ , \ tKWXmKtpto," 
d punm £2, *i 


is. Sc4i f Uii.i luncinn tie das variaMcs irtifl Jrn^adns |t,ii i de- t«m 
iinuj% j cunhidcrc las punto* df I. 3h ftG P 31, Cl 1, 7 1 ■• AlMv 
I 5J-. Li dcnviiila ijircccknal dc/fllj4 cn lu dirvLuan ilel l'lHh 
AH e-s 3 y 3d demada (fireecMGai imi A L-n In diroccjan dc if" 

^ t’akuk it dcnvada dirret-innaL Jl- fen 4 cfi lit diret-cnui 
<lei vector At} 


* b* a bs cimJcs Udcrivtdi dirwianiil 

j--iL *1 - w ' ™ d F^min id. 2j tictv c! valor de | 

jl_ t'j^^ienEre 5°^ P* 1 ^ P»" eiftilo In dirtcci^n ddJ. vam- 

““ to && ripnk* ifc la Inrtcion /r i. v » < i i * 2.t 4^ 

«*i + J 

* fraL*. «wtb 4$ unj bmo, b profundM** dc un |j^ h cn c | 
-uDd--J k*<LX] fdbmbs txfa in : 7m i + |> |>i * fH«ii, 

A*fct l. i > ; « mukr cfi mfitti* Urt pc^udor cn un bue pc 
iptfG ^ J*™ 1 y sc dmgE iiji, m t.i hfif t. b cnl 
* 1^1 ea 10- 01 ^El a^Uii bajn d hue sc hace mdx wmcru n 
w pirfundi cuamk* el pescador parte? bxpliquc 


3t. Pjij d M|uicatc iiiapa dc ojojn dc nivd r dihvi|c el tsccfi^i- 

rrt.1^, empiruniii que inj^ic cn Z 1 V ttt Q. 



IT. U rcffipcnnura fen tma bola dc mcc.il m^T^.Lmcntc pm 
a la cIi^hjhm deuk cl ccnirn dc b bob. el cual sc 
aMifcracumo eJ mgen. La Sniper a !uni cn eJ pumo 1 1, 2, 
i^es 

i* Dcienninc la r»won dc cambiu dc T C3i {L 3. 2) cn: fa diicc- 

tptin hocia cl punio £2, I, 

■ br Dcmuesu'e l|uc cn cualquier puntss cm i.i hsLi lu dtrcuckin 
bercmcnlo grande dc icnipcniiuni cm.'i tLclinidu phir 
am '.cdnrtiyc sefttta bacia cl urigen 

H Lj icmperatura cn un jpnjrno lx y, i) c^j'i d;wJji pni 


3?. Ix^nuc^tnc t|th.‘ I.i operation dc i^Ec^cr d ^r 4 wJieme tk" lull iljij 
Chin Cicnc fa pFopic^ldiil djdj. Supmnga l|uc t*\ i ^nn lutiuLme* 
difercnciillbles lie x y y y jj, ft %im CuflsLUlEiN 

lal -l- ftt-p diTji + ft Vl« Cl>h Tflilf] ji Vr 4 e- Vn 



Uh V r r T,j 


3fi, lr:iLC cl 'Hxt'-ir cradi^nEe ^/l4. hi pj.nL hi SiinciHin f c n>>>^ cai- 
de nivd jwc^rican. ExpKic|uc cijnio .seleewDnu hLilm... 
uini y hL Lul^'ilulI de c^ic vcclor. 


7"(.v r v, r) 


mu * 


■ V-to J 


dffldc T se mide cn °C y x. v. : cn tnclros, 
a. tkicrminc la rj/ftn Jc Cambio dc la win peranum cn cl pnn- 
|l > - I. 2l en Lu jjrra t6n hai iu cl ptimi> r.l. X .Vi 

hi, £n que dirccc^r^n fa tcniperaium inciemcntfl trm rupidti 

At” 

■c liaoicrurc fa rautm manmade intrcmmio tm t* 

ft S^rmci qoc cn uru L’icna rcy-iun del evpat'in rl polCfUlik^:- 
irto F»ij defifljdop(Fr VS.t. v.ri - Is*" • Jju * i>: 

* l i>e?crmEr»e fa ra/iifi dc «.jnrib]o del pc He fit i .i I Cfi i*i X 4. M cfl 
^ duces: hrifl del vector v **■ I + j - k 
- i.r. qik dircvHTriki auvihia V enn fapidc^ cn F* 

Ch f J-d cv la wki maxima dc L^nihio cn FI 


4tK wait una rtHmUhti tuy j fnrnhi fa eb la CCWikMWi 
M 0.4WS tyitfa drHhk ■. y. : %e dun cn mcfri^. y 
^,*>1 en p^, n | ir €U y*\ u n filcnJila^ OWl, 4(l r 

T EJ eje dc Ijh. r pnKimi^ vi fiflCEii cl c^ic y cl epr ilr ln^ ^ 

***** ** el ftrdc 

1 dirmo ft^L-Ta cl cur j renpe/afd awrefldcr ** 

1 cavnma hmu d nrrriteiitc. ^empe/ara ji wembf 

® | kv.ewtr' v 

ft> < * 1 * cc< * w *» b. mfamu pcnlN-nw * (,('ipAI U nt/.'m 

■-«nhv, ^ tHil f4ft (jujt a f ^ 14 (h j.rf jvrihu ih* In 

w ™»Ul la irijycvi.aka mH fln cvt thrttch'fl'f 



3*-4* 3 hlLmnnv Jiis Cf Uik 1 k*IK' Jv (J' vl platti" Ijn^cnlc > lh' tic 
la ivtix norma} a |a lupcd^k dadj erul ptintu cqKcifiCAli» 


w. 

2m 

- 2r + i> - Ip + I- 

- 

3P M>. (J.?, 5) 

40. 

y « 

r - r. (4, 7,1* 




41. 

r ! ■ 

2 r » r‘ ♦ vr - 2. 

i 

2, 1 

-II 

42. 

1 

; ’ 4 -Ifctiiii! (••; f, 1 1 

4 

n-. 1 

. n 


* > 

T - tf'iw:, ir,n. 

0} 



44. 

v j - )n( i + :}. (rt. 0 E ti 




























*22 nil CAPITULO 14 DERIVADAS PARC I ALES 


*i 45-14 Mcdi mic mu i ujnpLiu,loi:i ymliquc hi stip^Tricic. cl piano 
tdjigctttc y fa recta flormal en h« Tm^ma paillaUft- k'wrtp cukbriO' 
^nim^ d dufmnjo pjo c^iur pljiHH- verticales cstnrwri. l -Uj+n la 
pcrspcrtivB que Sc pcrmkla dftteifjrar bien los lev* nbjcEi^ 

IS, ii + yr * :i " \ 11* I ■ II 

44. ik - tL Cl. 2, *) 


4?. Si t ' i. vj ly. Jficrmmc c! pr<*iityrte t/(3« 2) > am 

evte tkiaiiiinc hi tahgtntc u hi tiirvti Jc iiivel fix. d G cm cl 
pmuti <1 ,21 Dibutc Lt cum Je mvcl, 1,1 reels Ungcmc y d 
secUM pradiente 

41. Sijh.vi * t " i " * 4 1 . determine cl vwlor jerudic-rkte 

|„ ■ 2t > con cl dcicimmc Im ievki lungertks li hi curva dc 
nLhd gi u v I - I en d puma f L 21- Dibuje la c#m dc nivd hi ^ 
msa ui^cnir y cl vcvmr sraduc-ncc- 

«. [Temuc^re que Lj eciurfiirl del piano Un^cnlc al efipMude 

. a 1 * i ' b + r/r : D I ca d puintm ix^y^z^) sc putdc 

cwrihir como 

££^ + + =a * i 

** b 7 r z 

SO, E- iivLicnuc la ecujOfjn del ptan*» Ean^cnlc al hipcfbdtiiifc 

i ■ ii' r, i- 1 1 cm f. fti y . :*>, y tiprcscla cn for¬ 

ma similar j b tie I ejcteicio 40. 

SL rkmyc^Eic que I j ecuauon del piano lanjpcnle ill panthnloiJc 
dipEjw'i ■ : i • i /a 2 + v/V cn cl punln (iVj, p .... :« I >e puedc 
etpresai cornu- 

iTAd _2yv.- : + _r.. 

a J " r 

S2« . I n que pun£i>dcS panMoklc i = r r cl pi,mo L.mjjcmc es 
pjmkJo 4iJ piano s + 2} +■ 3; ■* 3? 

SI Hjlk kn punliirs lid hipcfbcilixide je ' v ; - r = I dnnde d 
piano t.mjzentc e> puraldo jiI piano r = x + y? 

54l Demuetirc que d dipMwte li + 2> ■ +■ i: - 9 y cvfcri 
t - > : * : : K-r - 6> - Sr + 24 ■- (1 sun lan^cntc^ cnlre 
o cn el piinio i I 1. 2i iE>(o quit re dear que treocn un pbno 

Ungefftf u tfnun cn w puma > 

SS, l^rnursifie que Inclo pLam que A tan^cnic j| a™ i 3 * y- 
P«4a p»tf c! rcnjten 


S6. Jh'intk-slrc que loda recla nomuil a la cefcni i' - ■. ■ f 

p.t^j p*n cl cctttm dc U Cifem 

j I* I lc i Hues lie que hi suina dc kc. uiici sCLciurw^ con e| c|e .i.con 
el i y cl : tie maimer piano laiipcnic a U mpcrlu ^ 

jx + y/y + v .- v < c ■> njia Cull hi ail I if. 

5( a PemurOre que b* paramide-h ^ujxadj^ ticsdc d primer odanle 
por cLialcstjuki pl.Liiov lEuigcnich ,i la superlicm n" - I. en pnati^ 
del printer oclanlc, deben Ecncf it'da^ cl tnismi - holumcn. 

59. Detenuilie ht> c^uacnmc^ poram^tni^s U\ rscla nm^nte „r h 
curvadc mvrwcidn dd parnbuloaik : = x + i y d clip«ii. 

4.1 1 * t : + ■ *i cn cl punto i ~ l h l 4 2| 

60. on El I'Lirm 1 - : I uJ utitvdi d cdindn > i ■ . Sf.Tinj 

uria dip« Detenu me las CL Liaciimc, punniielrk'afc dc h 
reel a tun^ente a esUi elipsc Cn d puniu 11.2. I! 

ihi GraAque d cilindn^ cl pUim y la reda lancenlc en L rmirtu 
paulalb. 

6K (ai Sc dae que dc^ supcrtiac^ wn uriPia.*males en un punto lie 
micrscccitm m ko reCTas riormnlcs sun perpendieuldres cn 
c^c panio. Dcinuc-slre que %upcrlicic^ om n inrinoc< 
jF(j P y. ri w 0 y fj'ti. i- r r> n^n ono^imales cn un pumn 
p donde - II > VG - U ^i y m»Ii> vt 
P G, + F G ^ F G = licnF 
i h3 Con nyuda dd indui iaJ tleruuc^tre que kis mipcikcka 

* ¥ : +■ y y .1 4- > ' * :' m = r nm nfK^gtwules cn i.mh 
purtiii dc jnlcrscL-niAn. ,,Sc da cucrtla por que cvtoc-i cjcnu 
sin u^a.r d tAkulo 1 

ft2. on DcillucMrc que la luncion f \ w vi ^ ufs Lonunua _s que 
las ilcnvada* part ialcv / ) { c^hicn en t\ or^cn, pens 
que no cxi^len la^ derindiits dirccdonnlcs cn ind^s Lis 
otra> dircci'ioncs 
Cjraiiqoc / ^crca del onjicn \ airnenle cornu fa prillca 
cmilirnia c3 incisjn tm 

Sj Supon^a que Us Jcnv.id.^ dircccintiaJc^ de n i.. 1 1 cofM^cn 
en un punio dado un Jos dircLvionuh no punitel^ ilad:ts por In 

valorem Uiiiuritiv u > * c JLv p^HiNc deicrminur T 1 cm p^ 0 ’ 
in 1 Si es uhi. f-cueno lu hiLinzi r 5 

64. tieniuesire que m r +• t'l.i, 11 diferen^iaHc cn % t ^ ■ 
cnlonceft 

/Esl - fw ,j - T/{XrJ ■ ix - XciI 
lim -“— . . — ** lj 1 

* ■». [sc - Xv 

\Sugtwntw: EipliqLtt 1 diruclaiucutc la dclinicioii M J d 



VALOftES MA XIMOS Y MiN IMOS ___ _ 

( ftlltr# S*f e>Uihlfcin cn cl tiipilulo J. im.i dc l.i*. pnikq'u.li'- iiplic-u'innc, ik- Ij 1 - ilcri'Jil' 1 ' 
I'rrtlniiin.is c li.ilt.n I,,, v:,|i >rcv (ikiimmis y minimus I-.n csla -rtccinn aprednerii cuiih 1 u‘* ,ir 

!■■■' driivmlii |Kin i ill's p.mi |im .if,y n I.... s imiimi.'. Jr ... - *k- ik^ ' Jl1,1 ' 

hies f n parik ulur. cl c}i-iiiplo 6 |nlu dc to.. cl vnlmm-n dc uiw tajB <■«' IJ f M 


>ir purr uuH ran it miI.il I lijudc oairiui pnM liuci'ilu 
















fig If fs 111! i« \WW 




b * ^ \ 

http://libreria-universitaria.blogspot.com 

seccjqn n.f vALQfih nAxino^ r m ni«o% 



913 



nfaiffln 

.1 t**l*l Lilli 


1 

nttlH » 


rtlAtinm 

icUJvd 


minimi* 

rcUUlvq 


I i i k' C J lS Cw *' ltas - I th vjUcv en Ij irrjlicu ik/mostrada en ]j li^nrn I Hay dtn puntm 
j o 1 • ►tn / none un mdximo fin al, c^. dedi. domic es mayor t 'a. hi quo Inv vqfnTcs 
t . 'Euiiih /lx, yj, IJ mayor tie i?Mm> s.ilureh es q] mriiimu ah^Mti V.iummn./[jene 
i u* mimtlins locales, domic umi* pcquefta/fm6) quo k» vjIon^ . maimis. El metier de 
e ™ diK Flores cs el irtAi/iMti aWnm, 


I Defihiciqh L iiii funcjAtt dc lios tunable iknc llh imiximu rvluiim on ju. /*) 
s * ^ l- * 1 ^ fl - h\ L li. nidi l t 1 , i ) esia Lcrcj. de (cr. hi. [Es(o quicrc decw ijik 
/I.i. \ i fUt, hi para tidin |t>s puntov I t« cl en algun dwu con cecum f<i, feu| El 

numcrojlov hi rocibe cl nnnihrc ifc uliir niilntorebfttHn Si /' c i - /<«. fri 
Cliandu h, y| cnii term ik (u, fa), cnnmceSjflr/. hi e. un minimn rr luljin un n; fri 
V / ffj. hi es un uliir min him n lutioi 


t ■ •« 130 la ( ondLiWm del learsma 2 si? 

alAO'Jfiiec * 1 Id norjertn ce- las «ecwp> 
joervemV/to-H - o 



N** i 

i*J. - 

r *f ~ lf-^+14 


Si Ins di-MjmJitdLides dc In ddinidon I sc umiplen pum futh.i los pun ton [x. yj en d 
ilmimim ile /. eitinnces flicne mi tmisijiin uhMihito, o un minium JihMdutn en Ui. h\ 


2 EtORFMA Si/tknc mi muximu nJaliwi u »n minimo nilatmKT in, hi v Li deri- 
vtuLfi iviinijli-s do printer order* c\i>leu alls. entonees fdti.h) ij y / Ui, hi H. 


DIMOiTUdOM Sea d-tl fix. bl Si f iienc un maxiitio rdalno v un rnin.inr.it retain. 
elt hi. ^1. enlOftcesg liene un mdximo ratal tvo o un minimo rel.iloiM.ik it eiiluiiL'es 
yin} <1 \cgiin el teorema dc Fcmml lv<Ju\o leofcmiy. J.I.-li Pen* ij'iui / i.j. in tv di¬ 
sc ecu ac kin 14,3.1) de modo que .Mtf. h) = 0. De i^ual iminciu, ul upliciir d 
Icon: mu du Fcmmt a In fund on tr( v) [{u. y), obiicric fjtt. tn fi 


Si hacc J\Ui. h\ = 0 > f t (o T /’ll ll en In ecuacion de un plurio tjngcni^ iccujuton 

|4 4 ’ I. oblkfie : “ s,. Pltr 111 tanm. ... gcoUHtncj del Lunruiu 2 c - que si Ij 

grdticj de t lierie un piano ijn^ciilc cn un mdnimoitlalivo ocn un miniino fclalnu. enlon 
ces cl pijfto laneemc dchc hon/omal 

Un purlo In. hi sc 11 hum jroiilo erilien o punto esKmomirn> II 4 t -i r 'n = 0 > 
f.Ut. hi = 0, a m una dv cnI denvudns pveiales no e\isie hi icorcmj 2 ditc qm' -i / lie- 
we un maxima relative? g un mfiunw relmivo en to. hi. entooces oj. hi es un punto cnTico de 
/ Sm embargo, conic en d vilroln dc una variable, no iodo> lo> punlO' crikk-m ^enenm 
un uuixiiuo 0 un mi'niino. En ini punto vn'tieo. una funcii'm podrui ivnet un imUimn re 
laiivii i» un minimo relulivn o ninpuno de luv dm. 

f|EMPL0 I Sea fix. >1 ; X 1 +■ > ,s tiy + 14. tinionee'*. 

fix. yi « :* - 2 /,(aj) - 2> - n 

| Hi;m dcrivadus paruialcs *ott tpuules a II cuaihlo i 1 y i K dc mi'do q**e d (“*» 
|n|fit(p I h 3 j AS cnmpleini d t uudnhlo. se cmuL'tihu que 

fix* y) 4 4 i.v — t) J + (y 3) 

PueiEOUlM U - if * y y l> “ 3J 1 * Ot tlencquc fit. v) m 4 ..- l |,s »«!«» & 

( v |t|f IuIiuiIU./IIt - 4 es un mininm rclutivo. y, ert efedn. e* el minimo ateinlutn 

1-V Sr imeiJe .. . . urderkn en Inrtn.i foom^trica a p.utn de la ttraticj, de f, In 

Iu.it e^ el |ntfrfmlri4fc elipifeo ton verhec ft, t. 4i qut‘ v lluMra en l*i lifUra -* 
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CAPITULO 3 4 OEPIIVADA^ PARCIAl El 




ijrMPio I CtkiUc los vaibm* extrema* dc fix* v| ^ > i 

xiii >Di hh>KT que /. = - li y / If* el timeo puntu Cfftko cs di_ OJ f IWn,- ^ ^ 

puniivs cn cl ejc t. y = 0 F de omdoqipe / r i, \ i — jr < ci (sj i ^ 0}. No uta'anic, pq rj 

pH rift ^ cn cl cjc y. i H de iihmIm que /'i t. \ i \ ' > 01 si > > m Pnr tr-. lanin rodo di^o 

am ccnlm cn (0. Ill eoniicm? puniov ilondi? f mniu valare* positives mi ajrnu punun tlnruk/ 
Unm valnrcs negalivus. Por In iwniw, fiil III Cl iie> puede *er un vulnr cutcum dc /, \W rm*k) 
Ljiit 1 / un iienc valurcxlrenio. 



) 


Id cjanphi 2 iluMra cl hcchu de que him funcion no lienc vnlnr rnsiMmo n niinimn en 
un |Hinlo cnftico lin fa li^ura .1 *e ilu^ni lu mancni coma esiu ls pudhlc la ^r^fica dc fei 
d purahuUndc InpcrhoLicu : > i cn d onecn dr la ruul pasj uu pl-Jim idh^-nic ho¬ 
rizontal I; NJ Pucdc irr que /III, 0) 0c* un nuixiim) cn lu direiciun del eje t pern un 

11 ] in i rm i r b direueibn del ejc % Cere a del nfi^en. la gfdfiea itene la forma de una silla v Je 
moniar y por IG, Op sc llama pwiiw nth de f 

ti\ nectSLirio sci eapii/ dc detcrniivmr si la Fundrin lienc o nu un valor rMremu L'n un 
punio en'iicti. La pmeba siguicnlc, t|ue ^e dcimieetni a I final ik la seecidn. cs analu^a i la 
pnichii de lu Linda dcrivactu paia linicumcv de ima variable 


3 PFEUEBA DE LA 5EGLJN&A DEHIVAOA Sup>ng;i qiic la^ ecgumla^ dcmad.r paf- 
l Hale^ de / son continuas cn un di>eo dc cenlm Ui. h\. y *upniiga qnc ! in, h\ (I y 
t, lu, h \i 0, cs deeir. \a. b\ c> un punlu eriitfO <le/ Sea 

w ■ fXiiji) - [/..Cii-ifj] ; 

i.u Si /J C y f t jc/ L > SL cnumces fin. b\ cs un mfnimo rclahvu, 

lb I Si t* - 0 y /.du, /M ■ l). cntullees fin. M c> nn makimo rclaliu. 

(el Si t* ' IL enionccs- /i) noes m un iiijxinm relation nil lmi niiniimi ivlalivu 


WCHA Ln caso de (cl el panlo («, hi m: llama puntu sillu dc f ) la gfrifiea de/cru- 
/ad piano laneenEc cn (a. />►. 

IQII 7 Si jTJ - (X la prueba no pufhitniina ml* imiacion ; podna kner an rnaninK* fe- 
l.uivoo un minimo rctervo en Li P h l H a tneo. ht, b) pinlna >ci un puniu sill.i t 
ho U . Para nscortiar la rornuik de P is uni eseriHrb coitk> un deiermmanic 


P 


/m ft, 
/,! .ft, 


-Ai/» - u;.^ 


L T J Ejl MPLO J Dele mi]ne Ins vulores nkixiniEi y mfnimo rdalivos > lift panms hilhdc 
/( ii yl t 4 + v 1 - 4.i v + t. 

WIUE L Primero lixrajice I ox punlos criiieos 


/ h = 41 1 4v / f -4v' - 41 


A3 rcnalnr a estas denvaduv pMrcLik'^ cun 0, vc i^lhlicncn la> ccnaci-me-* 


.r 1 y 0 y v 1 ■ * = d 

M-nii .. Uri vstivs ceinit nun's. Mi'.liluya i \\k In priim-m ceU 3 lcidn cn la wgimila. > 

obi mu 1 

n r* 1 - Hi* 1 1 m‘ dll' + 1 ) ' iii nil + Dll 1 + ii 


1 — ;JWjp * 


4 


mm 




r 


m 


m m' 


-j 

















s f C <" ion \4.t VALOftlSMAXlMOSTHpNrMOl 


O 

:/ c 



IFCUHa 4 

,-=.(*+ w*-4 1 v f I 


* £' i*Ji»w .-I m^a fleamior- 
*** i» &«*i / M tfcnvkr 3 {„ cvm 

* a*i»d * 11 r j j I <fc I -!. - 11 w 
Ee rttcjn qi« 4 medwii ^ K 

i*< I, I Eof I, ■ 11 m cmkjjlh <foa:- 
i (i» / wn Gwfntej Lm a*. 
lEftwmdtti], (ii pwdira pam » 

11 | ijpj.in w qufli tuMfc 

»^p«wpi(doKkt Hvat**/Ei fh |cs 
i * P ifco ton si jl^/nas drfiecciQfkK 
P« DUCT Ml s: Ir.iSi Rat |q tan Di g \ nyp^ 

“wwnffl. sugiera hi prcsimti!* da las m tamos 
f *>h!D* miit qi U! »ini:nntrn cn fll 

i] 



f;? l "1"' l '<lIn.rafe, r „ lcv , _ o ... 

II. hyl_l _l ( . . 1. Lra tret JXIIMOI crtlkm vin (o. 0) 

**“ akuk 10 '‘HiMHb y 

4 - ^ /.. - -4 /„- , V 

,J< ''I !+t*V- it, 

P^oqueWfO. 0) . - lit j. . ( 

,,uc <***■* ■» m rum... . ^ «Su".lu feiu*, 

“ (Q.Ot. /)(!.,, ps ,' "■ ” "MiiHw. m mfiihn, retiuiv0 

de hpracNique^i n _ _j u ' u , ‘ 0. se wt que sojiln c! case (a) 

$1-1. -!) - |2S > L, Lf — 1* l*Ml«. cm. W 

ininhicu un injiiiiin) rclmiwi. ' ‘ " ' -1. J|~ 

I.ii //fallen tic./ sc ilustru cn la lijr.ir.i j 


ns 



EjEmplo 4 Detamine > ebufiquc lo, punk*critic** dc h ruAc 

fit. >1 Mr.r - 5.t’ - 4\~ - 




2 \* 


Aiienias, encucnlrL* rf punlo ntas din cm |j grjfica Je ,r 
SOLUf inh Las iltm>ulas pareiiiks «fr primer tirden jsimi 

/ - 20.11' - lO.i 4 ,t 1 / = in.t J - Si - Nv 1 

ife jtichIii (|HL r |>ara detcnniiua Jos pitnios crfticos. mx^itu rvsolvci fu^ cfuacioivs 

2 r|IOv- 5 - 2 i-J = 0 


Ay 4v 


0 


ii hicn 


I0i -5-2 i ii 


tin cJ pfiriK-i oimi h ll), Pa ..* vc vtwhrc - 4vJ I + v > 

h || y time d puppu* trftk-M H3. Oj 


II. lIc iimhIm i|im: 































• \\ 
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*t* I CAFITULO M OfMVACMS PARC4MES 

Eli d wsgundo ch-kj, «H)y - 5 2.r ()}, nhicrw 

01 jr - 5v - 2.5 





FIGUKA A 


lDH Sn-uit H I mu*irrj 

^ ****** n*« 1j ujQtrf** d* 
7 f 0 »t ua m a m fe roi da 

■t* mfji fiff-vircH 


y ;il Jlcvar £*io a In «WiMn6n 5. ubkne 25* 12.5 4y 4y 0. Entoruo hn\ 4 uc 

revolver la ecuac*%i cuhka 


r 


Af - 21 y Hh r 2S - 0 


Si iiwUijjiig uiui L.ikulatitifu que jmitique o uru curnpuiadurit ufeiaiga hi p jfkj dt b 
hint uSfl 


fit v) 4y 1 - 21V + 12.5 


cointtem l.i li^urii ft. UecuKii'm 7 ncne lm rafees wilcv Al accrcant a 1i» vatoics, *< 
ent-LH'tilr.in Vas rakes cun cuatru ■, ilr.is decinKiks 


y - -15452 


i *= 0.6468 


> l ,8984 


Si > 2,5451 enfcuiccs a nm (iciw v-jlotvs rvuic* mm^pfimJMrniirH, Ss ■ 11 M6fe. en- 

Topkc* 4 ** ±0-8567 Si J ™ LK984, entonc^v i ■* r 2,6442, Ik e&fe modo ifeiefl 
iin li^liil dc cincn punlo> oilicos., 3n> cuaks se .mali/an en fa lahJa aiguknte Totias hs 
esmtidsuks esuin rediiiKleadas. a d<>s cifnw dedniakv 


l^unl.v tofit'o 

VJ-w Or / 

/h 

D 

Qifiduui^ 

m. to 

o.uca 

— HIJDD 

HI MX] 

mjhirm> rcMivo 

(±164. 1 *JO? 

» # Sl 

-55.91 

2488 71 

frdstfttnrdillvo 


-1 48 

-5*7 

— |*7.f4 

puTistp vtlb 


Em kis figures 7 y K *e dan tins, vrslus de la grilfica dc/ doildc sc we que hi supuriicie 
*e ahre hada abujo [llvtu Eamhien vc pijede veren hi esprcMrm ik ^1 r >3: kvs rerminf' 
tlciminanle^ son s 1 2i B cuaiido | \ \ v > wwi ^ramies ] Al ^ompittar U** valwe* 
f en sus puntc* iti.i\iiin>s relau^ov ve ve que d valor maxima jbMiltno ik r e*. 

/i + 214, 3_W>j 8.5(1. l£n oiras |Milabr4s, los punn>v iiill'i olrti^ cm In grdficfl de/ 

(±2.Mi I>70. K.5m 




HOitiA / 


f tCUt A t 


(S 


lOtfa ofnitKi cs aplicar ei m&mki <k Ncvrtlni ii bii\t .jiIht de ruiccv pura locali/.if ^al^ 

rt?,.i Dr acuodn uin hi etruacifwi 6, ln\ valorcs i\c i i^riLisrjLmdienii.^ esr:tn %Jfiinidos 

f - *v1T"T5 


V 







































SECCtOH N.T VALOMS MAXI MOST MINI rtOI INI *17 


1 1 * 


tlW d-pU^h» cfft' 1 '* Hi' M funciUn (rial 


. rtissw I'n ■ 0*W H'jn an t'l iM.iii.i 




Fieui* H 



a EjFHPLO 5 c. akulc la diMnncia mfecorlQ {fade cl punlo 11,0, -2) aj piano 
x + 2y + ; - .4, r 

IDLIFCIOM I.lL <liMimeia m6s cortii de*dc ciuijqtiitr puntn l,r, y»:) a| punto (I, (l. - 2) a 

d m v ; f-f - IF +• v 1 + + 2p 

pero si (x, ,v \ :| se eneuemra cn el piano ,v + 2y + z = 4, cniunecs ; = 4 - x - 2y y se 

licnc <t — \/Tv — l|- + r + (6 - * — 2vl' Pucdc niininii^uw/ mj%jmiA;indo laexprv- 
sion mas M-ncdlu 


d'- ■ /|a, v) = {* - I r + y 1 + 16 - X - 2y)- 
Al resolver 1; i v ecuaciones 


/. - 2U “ I) - 2(6 - a - 2>> = 4a + 4v - 14 * fj 
/ = 2,i - 416 “ x ~ 2y) 4 r + LOy - 24 = 0 

Se eneueiitni t[uc cl unicn punlo ciftico e.s, I ", ,}. Pweao i|uc 4 r /,, » 4 \ j tD. sc 
ticne Dtx. > l /../ . ~ (X,) 3 — 24 > 13 y /,, r 0, de es,lc modo, dc acuenkuna la 
prueba dc la scgtinda dcriv»du f lieiK un minimal rclaiii o cn {",! J. Intuftivamcnte, w 
desprende qtic cmc minimo rgLiiiwies cn ic.iIh.LkI un numrio ah solum penque dehe lusher 
un puntn cn cl piano dado t|uc estd nms. ccreu a i l + (I, -2l. Si i " y y CHlorices 


tpubnen 

an Xrt mMedos da 
US 


d - o*-iH + r +<6 -j. - 2vi- = v'(;) ! + l!l ; + Q’ = 1 
La disiiincm mi* corta tk\ dc 11.0, -2J al piano x + 2y + 4 cs J v 6 



[ jf hfi o f* I Jiu fajii n-Uun^ular sin lapn sc Inbrica con I 2 itl dc carton <.ale lilt cl 
uilumcn misnM de la caja. 

• v >if iln Scan i, i y ; la hin^itiul, el andw > la ultUfu ifc la caja cn metms. scpun %c 
nuicsrra cn la iigiini 10- Emiinres. cl vdlunien dc la caja e# 

V \ vz 

l upresc PontHi miii fjmddn dc sdhi iliw viiriiiltb i y v rcmmcmlo jJ hcchiidp t|uc el 
■ lfC J de |ns ... IihIo^ y cl.. dc fa ca|a cs 
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CAPITULO |4 OERIVAOAS PARCIAlES 

Al revolver lit ectiat-'ifin y ddcnniiinr ohtiem: - = H 2 1 ’■ kf-l < * > >J- de n»rnli, ^ ^ 

];i c’tprcstnn pini V sc tninslbniw cm 


12 - X v _ I2 jv ~ .r,v ; 


'*-* 2f,r + i) 

2{.t + y) 

( uIcuIl- l.n lL-i iv;idu\ particles 


i)V y’(l2 2w r’l 

OV ,012 2av->-| 

Ox ~ ZU t y ) 1 

fly 21 .v + y) : 

Si Fun un ntsbimo. eninnccs nlUi AV/Hy = 
iUk qiiL- ik’lv resolver las. ccuik ioih:s 

0. pern v 0 0 y “ 0 da V -= 0. Je m. 

12 2.iv C = <> 

12 - 2,rv - y * 0 


I h ■ signitica que X = r y \ v. (NijIl- que .t y v dchen sot arnlus pusitivaji eti tvir pm, 

hlumu. i Si Iuill- _i = y t‘ii aialquik'i mru (xuacion uhikiu.' 12 .1 \ 0, In viuil lLi . ’ 

v 2y : = (12 - 2 • 2}/(2{2 + 2l| = t. 

PtHlrui milizar la pnieha tic la segunda dcrivadu parii ilcnmstrur que est» Ua un rriiixi- 

mti rclunvo tie V, a bien, pudrui arguments simple mente que jr* la nattiralir/a Fi'-kj Je 
cstc pmhlcnia tlebe habor un vulumcn mix i mo absolulo. In cual ticne que i turrir cn un 
pimin yritico de F, de mode quo sc debe prcx-niar cuamin > 2. t 2. * = l, F.nT-.-^t- 

1=2*2- I = 4. Je modt) que d volumen miurno de la caja es 4 m 


VALORES MAX1MOSY MlNlMOS ABSOLUTOS 



i jj Canjunlcn. cerriiJos 



ihp r .kfljUnl-.^ £|UC J10 MMI ^CfT-HkK 

Fl&UM I ( 


En d cwso Lit li to hi pc ku i f dr am variable d icofcma del valor eMreuio establccL* qwt 
si /es continue en up imcrvplo eerradu [a, h j, enlnnces / iiene un vulor minima ;sh--ii.! 
Ip v tin valor maxima absolilto. Sqjiin d melodo de! interval o cerrudu de Eli ^ecci«-n -t 
se calculun evduando /no *6ln en las numeros critkos* sinn lambicn cn lus evlrerfs.^ 
a y b. 

llii> UiTa 'iiluiioon similar cn cl carvo dc las tunc Tones dc do* variables \! igud c:.s; ur it 
tcrvalo temido roniiene siiv eMrenms. un raiuuntci ccrrudu en : es uno que cope anc 
ludos bs punios [unite o ftontera ( Up punEo limiter de D es tin puma ui. In ud qm 
disco con ccnins) io m h) conlienc puntos en D y lambien puntos que no estan cn AI P |f3 
Cjempli), el disco 

/J \lx m y) |.v + v* -- I! 


d cual oansisie en KkJos Jos pi m [os cn Iei cimmfertrK’ta > demm del uarulu i - 1 

11 fi eonjunio cerrado porqtic eonlicoc iodi>s sm puntos If mile, que son los pumes cn l^' r 
ctififtTenciu i J + r — l Pam si >mn un punioen la cunii limite secimineni- ^ senium- 
no scrip Ctrrado. Vcasc hunra \ I 

1 "n rmijunlo acp!si(lu en ?*, es mui que esta contcuido ilerino de algiin dise^ l'< ] 
piiisihras. su exten.sidn cs finiisi, Entonces, en itfrminos dc ctuyunios cecrftdos ) 
piifdc csialilceer In silentc L-quivLikncin del teurenui del valor exiremo en dos JmM 
stones 


I TEatiMft DEL VAl.Oft EXTRf MO PAH* FUNCIOWES Oi &0S VAIS I* HIES Si 

timlinua en un con pm in A sen ado y uuiiadn en R , enlonet^ I dtertUM w VJ '" 1 
mrtximnahtiilavti/(ii t v un valor imEtiimoabsoluloflis i 1 cn aleunospimr-^ 
f t ■ i P > f t . k ^ en /I 
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fEcqi^N H T VA| nhfs mAxiKOST UlNiMOS |||| 919 


■ir.i i i*i iniitar |ih VuIors emaamvs qtie ^arnmi/acl icorema X r notcqtw. vt^un cl leo- 
rtciu m /1 mi I- im valor extraim cn |.T|, ViJ, cntance* (.Vi, Vi) cs un punm crflico dc f. o 
m ti, yu piiiitu 11 iiii tc it Irsiiiim tie /J. I*nr lo tancu. nkjviic la geiieuliMnin Metncncc del 
fwi™ del inlcrvafo ccttjhJo. 


* I'va cult iiliif In* \alnra ahsnliiiiK niaxiiiin \ mimmoilc ima funk Min conlnmu 
f en im conjurtto vcriadn j acoiath f>\ 

1. Sc iLLk'ii|,in los ijlmtv ik / tin In* punloi Jc/cn fi 

?. Sc iLietiTiiiiiir Ilk Valoces cjuremos tie / un cl I unite de /) 

I I m:is jirutnk* tlv Ins v.i lures tic los pasns I y 2 cs el valor mdximo absolute i-| 
tikis pet|ikiiinle clIik vjins c\ el s.iM tiiminm .ihsmlnin 


EjEMPLO 7 [Vk'dinni 1 In* vaJores y miuitiin .ih^uliK Jc la snni urn. 

fix. \j * jt 1 — 2jry + 2v cn el ttcljlngulo f} {(jr* y) 10 ^ j « J, 0 < n < 2^ 

iOllIl i f|l i Pucstn que/c* un poliotunin. c* conlimio en el nxlan{;uln a'tiiuli' > 34 i»i<4i J>. 
cSc EiKtdn que cl teorcma K esiablcc* que hay I art in mi nvUinxi .iWUiitnomo un mfnimn 
ahsoJuui. Dc EiaicnJn am cl puso I tie t l Jf. priitiem galenic In* pmutos crfiivos Emu* pun- 
ton ttcuncn ctundo 


/ -2.v- 2y - 0 /,= -2 a + 2-11 

dc modo que cl linico puitlo crttico es f 1. 11, v cl vak* tie f ahi cs /I IJl 1 

Un cl pa^o 2 Ac [9> observe ios valores de/cn cl Ifmite dc t>, el eunl consisic en 
|ok cuLitrn iscgmcntos ructilmeos Lu f-?, L- y Li fflostrndos cn la L Fn 1 .1 nene 

v - 0 >' 

/(a. 01 *> v : l> * X « ^ 

Estsi e* una luucidn crrcicnte dc i, 4e nmdo que $u valor minium ci/IOs 01 = n v tu 
valor ni;iMiiT> tx.fU* (> | 0. En /.• licne t 3 y 


/(3.v>-9-4y 0*y*2 

i#, cv UKl fnwida dctrccietiie dc v. dc «hkI>» qpc -« ™l» Mtiw o «J. 0) = 
"jl,,, ra ,-#i(iwn/(3, 2) “ I En l„ tienc . : > 


^(.1.21 - i ! - 4 t + 4 


0 ^ s ' 3 


, m^indott ilcI capftulo 4. o hiem niniplcnicpe ohxervaiulo quf 

1 ^, 2)\ vc qitc cl tatof mlnimo tie evta luncnm c* 1 k > ^ ue A ' i,|l1f 

niiidwes/IO- 21 - * ^ ^\\m. ci* U li«w t-Oy 


f[\\, 1 1 2v 


(l - t f - 2 


j c raterndnl).*. /i«- «i « l>... I» iani». cncl Urate.cl 

on viiltir fua*ninj J MP . 

, . tll I. . ; cs 0 y cl mrtJtlma cs i l, 

** m n ‘"" mtpmtmm crtwtec-*^ » “ 1 . .«J*»» 

'; •'* .. . .. 1 c. *■ c, (U. »i •' > cl rakn rate. . .. 

""‘ Tim » 1(2. 21 11 l; " *H« 11 " ilwlm l« »n»Kiidc /. 

fl ft |l“- 1 
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CANTUCO (4 Olftlv^DAS P^ftC^uES 



tLsli iccckw km Kluyc eon la fkvnosCfvcidn dc Ea primers p^nc dc b pnjcb, ( 

jMIFldd dcrwada. La pitftt (III M.* dc in lk: str.k kk in.incfj similar 

DpEWSIUDM Hi llOMJfc J. PttH th Cifcule b dcrivada dinccioul dc sc«utidtk llrtc 
dc/cn La direction Je u (ft. A). La dem-aib de primer unko la proporc^ t r| 
leorcma 14 A3: 

/J,/ /.ft+/A 


AI LiplLL'iir esle teurciTm unu Mfgmuki viv. ohiseile 

jl 

Ai,/ ‘ i/j„ni 4 

flyt c>)' 

= </,.* + + (./,./« + /..*)* 

- /,,A J + 2 f.M rt..k* i d I tertma d: | 

,Si complcio el ctaadmdoeri cMa npresion. cl rcMiltadora 

H + ”* )+—</../>■ 

Se ■iabe que /* Ja, ft I > 0 y /JHf, ft ! * 0. Pcro/;, y f> = /„/,, - / M«n funcioiic* loo- 
tinuas. de modo que hay un disco H con crnlro Ut r ftp y radio S > 0 lal que , 1 1 . ■ ■ u 
y D(xv) > Ociiamlo (t. y \ csb cii /f l J or In lanco, ;tl cxarnmaj la cctucinn HP, observe 
que Ds/(.r. i - OeuLiralo Iv. yl esia cn ft" F.sln tpiierc decir quc si t L et l.i cum qi;L- c 
obticne euandn se con a l.i yr;i1ic;i de / con d piano vertical que pasa pur Piu, ft, tut r «n 
en la direction dc u. cdlonccs r c> dmcavu hacia arrihsi en m imermlo dc hingitud 2h 
Esto sc cumplc en la direct 1 ion dc luriki Vector U. dc modo que si res Fringe qoe u. ■. ■ 
quede en B, la gr^lica dc /’qnedsL pnr urrihii dc mi piano tanccnlc horizontal cn P Por 
consiguicnte, /'£ i, y> WlVi. ftp ctiaiuto h. vP cslien /?. Eslo denuiesso que /lu ft> i>- un 
miniinortlaiivo. 


J4J EjERCiClOS 

jj Sup inc i jnc » ! I ft■-. nn punio cn'lk'o dc uvla fttncion / coil kc- 
S'J ri ‘ U dr r i *■ .fci I .i . ■ mi I r i UJ F- n i, Jiha ca^i, £ ptiedf dctl r o pP 

iiymtii/? 

iai/.,.ri. li 4, t.il.U I. /..{I.IJ -2 

Ib| t.ji. I,! ' f.f], h - 3, /;.f I. n = 2 

3, Sup -hum i«" .'i i«n puiiiu lHD ko dc unu funtlrtn a cuyii^ 

-e/und.i". ili'Fi .jiJ.iv Min cruntinujiM. r .i| L k pnedc eleeir can 
ne^peeio « 

v 10 .!< i. H Jfp. 2P ft. ifipiO. 2i T I 

- .j to ji -1, f^jri.ZP 2. r/ ir tii P 2a — “H 

. . .-i in. 2 1 4 .in, 21 ft 4- 2i - 

1^4 i Ia» curv i. ^ mrrl fif Ij ftpur» f»af * profulrti* Pd uN(4 
ei km dc !<* , f an tit >lc / y m /llfnr un pwnln Mtla ti un 

nil rtf* i ft Uipvii n un Ttrinatno o-Mivfi cii c*1u un" 1 * f,im P 111 *™ 



(-tphqkic mi ra?inumjmlc Luc^n jphauc Li piwha i.k h wfiiftAi 
doivad.i pjiiu ennflfsnv mi pronfctico 


1 1.| fr mi J + k + d - 3.vi. 
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fljt." 


- U ~ ' 


b 1 



_ j (jjnjli l.n ittlim' niwimo j, minima rebiiios. y pumuo 
ta ^ lJ funvi^n Si licnc pK^ramas para grafkaciAn 
-^rrwewlL fralkjiic td furnun coo iiDduminto \ 4csde (* ra 
T ^ T rQHpcrt>de tod™ l™ ^pcclas impocranics de b luntifw 

i r-t tr- 2ar+ 4y — jr 1 - 4v : 

x ~ ( J _i ! * Ilf - Hy 

J. fit, *\ - t* + v* - 4*y + 2 

^ jf(i jj — t*’*"* 1 ' J 

tJUji - (1 + jry)[* + v) 

'!■ jfc ?) - Zx 1 + xv 1 + St 1 + y : 

|2*y + Sy 1 

iy 4 — * i 

* J 

L ‘I - I- - cm > 14 . fli, y) = y cos * 

1 ’1 - tf* + |V' : ■' 1*. /lx. yj - ^<r - Vi 

r - 2vcoi i. I sis? 




•m 1 <n K - IT < T <' «. - F y < w 


* Weiiie que /U y> - ^ + 4y* - 4*y + 2 licne ufl mSmcm 
"»ftflnn dp PUJMOU crfficm y que £> “ 0 «n cndii uno. A conli 
ni *iei4fi dcmuftire qnc / [lent un mfnirKi local [y abstiluli?) 

!B ^ [HinUi crl) ICO 

^ q W f( Mm fi - jj yf •* "* lienc valorem mrfJt* nnw « 

minim™ en f ■" I - ^ G*"" 4 *}* 

/ titm fnuehm t4m* ptinlw critic™ ¥ ^ <n ^ 

^ ** * «tt» iPoKI dc Hk* il» !«*<" » va|,rte ' m *‘ l 

L 1 mtatow*** | ¥ 4 puftto* dc 




V ^ T™ JP* 11 * <*. ufi j*. e iprv j* 


de „.*•**«*•* 




,p |r» 


■» f mmirnc' , «"" 1 ' T i M v 4f «l 

I jjeyri rtiri||j|ftl( rl tiktil 11 (,Bl11 nl|r 




SECCIGn i*.7 VAl,ORES riAXIMO$Tf MINIMOi 

- x* <* '■ 

11 Jhxay + + A 

* * -V, 0^ > ^ 2„ 

M ' // J ,>g ' * + «n> + coil f + j>, 

^*<ir/4 r O S>S;r/ 4 




111 


K; r Nu iIi.uiil- umt L^lcuhdora que |qfk|iu oilhii computadon 
“ 111,1 en cl c ^ m P !n 4 to m£t (J do de Newton t. bynciidor Ue nd- 

“ llL ' t(;n “ 5l "' ? loi Pi.* critic ild/t^roijiruHltw ji cumnt cifnis 

decimole*. Luc^u daiifique Un punter emit:™ y dctcEmiiK Iok 

rnnlos Jim a]lrn 0 tmios (-El lu griliLa 

J5. /(r,y| * ,I + - 5r : + y ; + J| + 2 
16, ft*. i| - 5 - lflcty - it- 4 Jv - v* 

1?. fix.y) =■ -i + 4x" — y + 2iv f — x* - 

II- /{f* v| ■ f ’ + y 1 - 1—4 cm v 


3?-34 DelomnK Ins vjlcfts nuunins y minimis ihuluiM Je j en 

d conjanlo D. 

79. /I.tp.vl ** I + 4 jt - 5 y, /> ch ]j region Injmgulur tcmiJii con 
v^niofis (0,0(. (2.t>i y id, ,3>. 

30. /(,i F vl - 3 + .*>• — j - 2y, la K|ttifii inan^ular cemub 

fun vifnkes 11. tiMS. (» yU. 4). 


3 /(ip.v) “ + v : + x : y + 4*fJ - fUyl| \x[ ■- U h | ^ l) 

SJ 


31 /I v r v> -ix + 6v -x : - v 1 , 
n - {l,T.vl|l)« 4,0^ y 


31. yi*. >■) -.<'+■ > * - 4j.r + 2. 

I> - 3.0*y*2l 




34. /|,, v) - iy ? , ^ ” {<*>') | x » 0. v s* a t ■ + >' 

33. /I*. yJ - * + /f “ (U,>) !-i r + y : * H 

34. ft i y} - Jr 1 - 3 jt - y* + I2v. D e»dcttHWlAtaoaiyw v^r- 
' ikvi son (- 2.3). (2, 3^. 12. 21 y 1-2. - b 


/H 37. l-.n I'une toiler (lc utta wb vnriiiblces imposiM(. en el caw 

iLiiiekmes ernitimulSs tencrdtis mialmm ntlativns nanjciln mi 
rn mu ydalivti I’em m b-s ftindoiM> suit dc dus vnrifll'lrv " 
ci i sum cat funetoncs, Demunlie que tu fiuKldtii 

fix.*) - -ir 1 - l? ~ it’-Y- » ' 

tow 1&D lint' purtoi entui^- (WO't ‘w>» 

... Lucpj. mtdiwim ^ cental**** l»««iue 

Clin un ikNllimi«■ Ctrid*k» y ang U ^ que per 

rr»ljii vtfl rrtnw « P**i hlp c * l!1 

41 11 w . . . .. . . "™ 

w . . . .... . uefl * ** * 
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CAPITULO 14 0|ii¥*DA5 PAftCiALES 



un iii-nifciin ahsiiJuiu. Peru p im sc * li mplc pur a Iiiiil dc 
dm vmaWes DcmucNiiti quc h funtkto 

/(.t fc ,vp 1 tor 1 r ' 

Iw-rnr lilt -.ulii punm oriljvjn, > quc / twiw mi maumu |i*yil alii quc 
f* 1 Cn urk liuumojlNituHi. I.urgn use mu eiMiipm.-idi ir.i par.t ^ 
Txrir mu gnilWa CtHI tin eh mi m in c^vtgnki otuLiKiiKinri^ \ 
penpetImp que perrmta *er dWlfft csln piwibk 

W. (jMiIc IpI dislaiKM mis am a decile cl punlu fZ. I T -1) jJ phi 

fin i + v : I 

10. Dcicrminc cl punto vnUit cl plum i v + j = -I qticcuEi iruis 
ecrem ill }hjiiu> I l t 2. JJ. 

4^ thtiifliiit lih punios *4ipf cl crniii - r + v' nuHfrcMi^ -it 
ptmlo (i 2, 0L 

42. Determine los piunius cn la superb ic i 7 = 9 + .t* que eslln 
ma* cca'ano* al unpen. 

43. l-iwLiaiirc lre% ndmems ptmilivim cuyji \umn cs MM) y aiyn 
ptinluiM Es Un mix turn. 

44. EncuctUfr Ifc^ praiLnin cuiji Mima ves 12 V la Mima 

dc tuyn* uujJrad,^ c* tan jXqufii-i CDfTKi sea pirtihlc 

4i Encuemre cl volume ji m iumn dc unacaja ncfangulu msmia 
cn una csfera 4c radio r L 

44. ErmueiiEiL- his dimcnsloncs tie Li cuj.LCon voEumen HKK) cm' 
que ticne minima area sikpehiciul 

47. Cafoik cl icilumcn dc la eaju icaangutar mis grande c n cl 
pnmer wtarra von ires caras cn U*. pianos coodkn^dtn y un 
venice cm cl plium * 4 2\ + 3: *■ h 

41. lieiifrmiuc las dimensinhts dc la raja ffrtcigolar am d mayor 
■■ liiiiii-ri si i?| drea <iUpcdbbl M44l! c% de M em\ 

44, TX lrrmiiif his dimensioned de mu t\ijti iCUUingulur lIl- volumes 
mtmiiiti i.ih epic In suma iJel hupndc lus 12 arisias e* umli non* 
Unite r. 

11, L_i h w ik un dcuafro tic vulumen t'cvti hedto 4c pi/air* y fcr* 
bifr n. Min ik vidnt' Si b pi/jqr^ cwcvta cinco wees mis ptu 

ufiNhul ik inea que el ikinn t iktermmc la% dimmiiuncih del 
js ujnu qut riumrrii/j n cl cmEu dc Ens rnj[crjjlc>. 

SI. i|.i iCr i...irluri sin tnfWi ilebt hm r 12 IKK] Cm < ,ili iih 

lii tfinwnikfflcv que mmirnKeri hi > .im.i.i'i ik uimi'in unii/jiln. 

12, F l i n r=r - V. vk- disfrtn- irn cdirieu" rceunuul.u parii tpic 
minimiLC EWfdfcdivtlff l.iIih Los nuirips orinric y primcnic 
pi^r.kn itM «i rj/nn Je L0 unidj^ ^ m' prf dia. I<ps niiirns 
tkf duffle y del vuf pitrdkn K unidpdes/tfT db. cl piw> ph*rdc 
l unid^l m [»') 'lb. y fl IfrllM pirrdr 5 umdatk. ill p<» 

r|j,p r*iJn mufpi dehc rntfdn !*'■' I.. . 'l<-' '•" l '" Ll 

ttoatn deSe Kf pi* In rtienm de-lmyd wtilumiriii ilrhc >ti 

fiji MfTK life 1 fXKt iti ' 

|f) Intermit* y tHf.tli(|ur cl dfpmmlnite b (rffdnlll ife «ilm f'- 
mi> un* rpmAn tki * h» W» 


Encticn-ire In ilimcnvunr. nuc niinmu/ 4n | a p* fl | ldn[k 
lot.! -mpnp.K- lonto Ins punier cHricus In, miB i 11 .T. 
eE If mile del tkiminio. n ?R 

^ei |p Pndrfu disehji un edirkm cwi mentis r^rtUdu de (a | f if ,, | 
ftAtneciiNHstk Eirs b»fimdH(k I os nuims sr duniru,^^ 

53. Si hi NmglVud dc Ej diagtmal dc un* cajj rcvian^ubr Jch^ t 
fVcual cl uiiumcn ma^ jmmfc pKthlf 1 

54. Trev akin* kHr-is scrsiLme>dc up £cm. A r It y Odeierminan 
1os ™nr« dc Mingft, a saber. A i A A o AOi. H i HB n ar» 
O l(H)l \ AH Li ley dc Hard], WcmbcEg estahlm | :1 

|ii ii l'iiiii dc individuos 4c Una |xiblnei^n que Ekvgn dos a| e | llL 
diilerenics es 

jP = Zpq +■ 4- 2*v 

timde p, lav propurvr.mcft ik A. Ei y O cn |j pobli- 

i-niii Vplique cl hedio tk qye p ■ ^ +■ r i pjfi dcm««nir 
que /* es euanlo rmicEwi j, 

55. Siiptiiigj l||fu- un eienli'Heo tienc nivispi cn ereer que dnv ,,nm 
iiwMs i y v esbn rcbeionadas linealnicnte, cs dedr. > - bci 
+ ih fKir lix HK-nns cn vvkkJo apcoxlmaifep, para .ilgumh salofvv 4e 
ffj y ik Id hnmbre dc vreTKia cjcluu un c\pcrimcnio v rciine 

infonviKM^i cn UfisrmadcpuHos< i l i, i l., V: l_u.. s i. 

V Iimtcli pialiqiic h-- punJir. ptwmis n.. Liucdan mduqlc 
subrc ii ii. i rcu-ij. 4e modo t|uc cl ljciiiiTilu quierc balbr bs 
coniUintL% tri \ /Fde mtida que h recta \ ^ri - i> ?< “ajustc“ 
il Ins pimlns [.Him ennsu sea F4 >mHc I vease b ficutal. 



Sc.t r/ - b +■ W bfttft&%‘idddfi sciikral ilct fhafea 

Ls. v i a p.iiiii dc b icvu. El nicltidii dc mmimun. oiadrad^ 
liclcniiuia PFt y /ulc nhs^i que m: minimk r 4 \ b Mima Je 

|m cUndrsidn* Ji-vslas dcsviacpibncs I'Vrtmc’.irv i|U(- dc acuenk 11 
am cslc mcHxJu. la recta di L l meinr ajuMt vi4mcnc cimndn 

i ■ 

F« J ■ h ^ V 

I-I i-1 

mi-r + frl i • Vn 

|*t* in jjftun. b revi* sc dctcfvmrui al pcsuMi r vsias d^ «***^ 
lies y drier III III ill las dns incdfnilltrli *n v b Iviflsc ^cccpim I - cln 
duudr eik'iK'itthi ipfui expl lenelnn s .ijiNc-iriimes del niL ' " 
dc Ills til 111111H • ■- I ibulInmIiisI 

56. I klcrFiiiur iFiiik I'inueii'iri del |d:inn i|kii? jm^i P L » r L '* P lj,l|d _ 
11,2. M y nmu el vtdumcn m.is pctjucflti c«f ixipiicr 
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PKOVECTO PAR A UN UtseUBRiHUNTo APAOX IM*tlClHES ClMDAATICAST PlIMTOS CMTlCOS IHI m 


p|Off r -TO DE 
APLICACIOH 


DtSENQ Of UN CAfilp N DC VOLTEO 

f ii Ne prujfcdui* cstudhy In |h imM y l-i uintfmsitAtxle uri ciunkm wiikciiir He ha%Bfu Dr*>- 

I 1111 ' delcrniihiin las dinustsiuncs 1,1c INI uinEciicdiir dc disenu similar 1 111 c rcduira ,lI mi'm- 
nmt-l Cin|» ik- ttiMMfucgk'm. 

K IN mien.'* iihuqucr tin cnninm pirn In baiumi en sii ttYiilidad. Esiuditijitiiipt u*Av aiiilnJn y dcs- 

iCHkttj |us dclallcndc mi tuiralmccirtn; adrmfc. determine su volumcli Haj:a nn tlihijo 
ilcl cuniL-nedof 

2. ( tmserve In tnntiii general j el iimDimJit tie mnMrurckta. y determine lav dnmMiMWtes Je un 
umieitnim del miMiiih vutamcn ijuc Jdvtia lencrcon objcioilc niimmi/ar d covto Jc cems- 
irrtLL iun Ijs Mi|xiMkiutH.'\ ngtuicnlcs en mi oiuIhu; 

* I ii\ Ijuliw. Lt piiftt pnii'niii y el ircntc. ik'hets Mtik tHpvJr ^cn' ik cjlibrt 12 in 
fHiljt tk espcwXquc cuctiun Offl dularct [tor pwcuadiulu, r|Uc ineluycn idukjuicr tune 
'* (loNftes neccsaih>v 

« l .i base sv li,ina *Lc tti 11 irk do iiLerti ik LMilthrv III lit. 1345 [mlg Jo espesufj. qgc CUCSEart 
ll.dO (Glares pm pie cuadradn 

■ I.lis liipi* CilCKlan cast I' 1 ’! dnlaics *. :ilI. i LI mi. sin tpe imp men mlh hJ i iiilmimuIIl's 

■ I ,ts MiklaJura* euest&n alffilcilm de I) \X Jcilares por pie do muleriul s mami Jc f*br^i 
cnnilnniidrrt 

Jlkihk|ik- nultjuiLT mn Mip'MiixN 4i Mmpilifkih.idn pi-micad.i Lie lu^ ^ki.ilks ik cKQ^wi'Hiqi 

1 IVnohii numi alcanas dc kus su|H>MCMinot « simpfilicKsnncs afoctorfain el tcmi1i.mJ» final. 

4. Si ink'll Ilkt.1 iWj!ui1i> COm> j^vH ik CM a im^li^iim., a quo o, me In sum llc|Arta ' Re- 
Liitncmbria imlitkar cl di^ik) del camrdn’ Si jm fucra. npliigiK cimI^ «cmn Ms ihacin« i)itr 
utMcndnnn 


! 

fPOfE^TO PAPA ijn| 

ClEWJfcPlMlEHTO 

APROXIMACIONES CUAOftATlCAS V PUIMTOS CRiTlCOS 

1 

1 ci aptminuenin del polinomio Jc laylm prj funLuwics dc urta ijfutik hw ^ trau cn rl en- 


pit ii Id 11 ie puoJc general t/ar j fwitmcv dc dm o ibu En csi-i parte sc ^tudian 

kis ipmsinmiMnes cuadniiica& para lulkiiinci dc dn^ variables, \ s f ms.ni para wtlmcinar mi- 
hre lu prucki dc la ^uhda dernada y elasifiCar Ins pun cos critics 

Kn l.i secdtfn N,4 se anali/u la ImejillttiLlfln do una funcidm f Jc dn> v.-urinhlrs cn m 

punio («, *)r 

/,(*, y) “ }Ut. ME I - r?l + /In, Ml i id 


RcLucfik ipK U cralka dc i. cv el pbmi lanpcmc j \a mpcrfkk -- f ■ 1 . 1 ' tn ui. jFln- v la 

apri^irtiRLinn lineal «irtes|KiiRliert« c%/h.vl- U t, vL La Itwahracuki l mkO* v ikmmt’ 

„ , pMnntnk* dr Thy tor dr primer un*dn ik t m in. M 

^ Si | fuTK ifcffl'iKlu.i part ink's tk I'lniiidn utikll cil In, W, cnlmK'cs Cl p*dtnn*ntodt laslnr 
dr Irifundii urndiiik fen f-i. A)i> 

yr,. vi ft «,*J 4 fMJ-iu id i fCiiJiiu - « 

4 .. .Mil. Mn <i)[y Iri 4 ' /. (ii. Wl ‘ M 

, , . . , m * M. n /( 4 . n t^i L s| i.’ Damn ipraNlmpriim mudriilkn dr r en in, M Vcn- 

(N ( ,,ic 1^" ... pMvi»ks ik ptinn-i > scpniido iWLkn f cn In, hi. 























*>■* UK CAFlTtJLO ** f>eRIVAOA5 PAROAl E\ 


?. I ill EnmemR Jin pofeonmim ik- Tj> hw /. > (J de primes y vcjMiKk. psrjJm ,fc 
fi i, yl - r'*"'' en |0,0). 

($1 lJ,t Grafitiur /. i ; Q K>,pli[|iN.‘ ifi* inn S»Wn t. y (> « apfmfcinwn u) 

3- i'ii Dpluffliin; Im pglinamim ik IWyliii I y Q dc primero y icyttmln gmiin\ p llfl < 

/(.».?) tf'diU.ft 

(b) t ! i iklii|UL a lo* VuLirCs tie L m Q y t on 10 n. (H F 

/. y Q F- x fi I k| uv l| i i< r..m Ntf ft L y tj so jpniximjii u f 

4 h Ipf *r\W pn^vkma ^ ri titfttfnvliiFnttnio Jd poUncimin +r t * J. t, t M ■ >m 

MV4I 1,1 pmcKt de Ij srgiuila 4icm.kil.i. nkctlianlc Ij idsntdicacn .« de |j jirjiit.,* ^rrw. un par 4 . 
htiltiltlr 

■fii > McdiMcd pmccilmucnlo dc campklar cuJxiMdm. Jennie ore ijur on * ti_ rrrkn^c* 

fl*,y) = n* 1 + t>*y + rr - «| (* + ^ vj + )>'*] 

i kk Slji /J 4ui ^ UemucMit quc si J.i ■ 0 y n - N, ententes f |med un niFnimn re¬ 
lation cn (0i tM. 

isF EXllHlCsire que si D EF > jj (> h ( nl m ices /1idle un m&timu re Litis inm in \i\ 
id I EX'iimcsEre que hi D ■ E>, cnliHicct (0, OF cs un punl-u oll.i 

S, iak Suftmga quc/cs uni luncttici eon Jemadjs pjnriab dc xegundu i if Jen tmntpnufe uiei 
i|ue ml, ill « 0 y tft, OF es un pumci critic* dc / Eu-nhi uru ttprcMon para d p^ibamo 
Je Ijs Itw, Q tk ^unjn> pfjlIu Jc l cn Ot a 0? 

■i hi < (Xk fwcJc ciiFKluir ii'Hin tcsjmttf j Q vegun d pntofemm -i ' 

IU Eh si mu dr In apfi-isimuiinn luuJiuIilj. /li, y) *= 05 . vF. t .qu\t ut^lCiC d ':Filinm « h . ert 
nciacirki c-on H 


\4.B 


MULTIPUCADORES DE LAGRANGE 



i-FC^ l /*mjl i4 6 Figures 

4* \4 tytiJ' f I unto piri Ciirvai 

A4Ti*i W1W te^rrr^ifrc 4m n«fll 


Ho cl cjcmpli} 6 ile Ea t^ccidn 14.7 sc oNuin cl valor miljmo dc l.i fonci Jn dr salumea 
t P ty: siijicEdi a 3;i rtslriccidn 2\: 4 2>r + cv = la coal expfc^ Ij ctmdkKSfl UteraJ 
dr qtic el area superficial era dr 12 m En csia scccidn sc trat.i cl incsi^lii dc Ljcrin^c 
para imximiTar o mminii/^i una funeidn general fix, v. _ F sujeta 4 una nesinrcidit, ocon- 
dickin laleral. de la forma ^fv, y, n i. 

3 -s. iikU IuliI eft plica r el ImidanlCnto peomclrtco del meUklo de I igmngc pjrj lunri^ 
nes tie 'liih variables. Pura empe/ar. sc cnk'ulMn Ins valorem eMreoios dc / u, s i miil'I.i lIuhj 
resir ivciihi du la forma pl.v, yl 1 l> lis ducir. hay quc huscar \os i-alores ctlrcmns lIc H (. f - 1 
uuando cl punlo (x f v) csia rarsiringidit a quediir c n la eurva de nisei d i ' 1 i En la fi- 
gyia I sc ilustra csta ciirva iuntn» con i arias curva_s de nis ei de Sli*. cculk-hhics -nr /t.i, > 1 

i, domic r 7. 8, 9. 10. II. Musiim/ur /l5^ v] sufeEa ax. % F k e\ ertcontrar cl ^lor 
miife grande de < tal quc la dim de mvel /li. 1 1 = e corte a 0 1 . \ ■ £ \l partner 

sucak cuaodo las curvas sc Incan a|H b u^> sc^iFn la lieurii l H cs ikx n. cu.miliv ikneo 
red a Unj-cfltC ccHtiun . iDe UsuonOaMO, el valor ^le c ps>dna incrviticrtiafM- mas 1 Hsiu ifttie- 
fc dctir qOC Uts retlas iKnuub en el punlo 1 in, ynl dotldc sc present an mui idenucv ^ 
riirnhi 11 tic I os vccfnres jihi.nh‘ son paralclcis. i 1 ^ ^ I l 1 l i r V: 1 \ ■. Vi.F Artfin. '■ 1 
iilpiNi r sc alar A, 

F -.m d.i-.c dc ni/JOiiumieiito Minim 11 se apk .1 il piohlemn de em. nnn .ii los valoicscsuc- 

rum dr fh. r. J slijelii u In ... v S A IVir eoinii^lietllc. cl pimtu 1 n v. 

fcsErionitlo a e<Hiir ubiendo en In supcrticie tic nivel $ con cctiaeion d ft v. 0 ^ En 

dr 1 .1 ■ 1 in ■- .1 ■ dc I PI vet dc la lien r li | 1 Iiiksiilen- Ins siipcrtkies t k mseUFi. \ 7 ■ y Jlf f” 

me 11 re qu- .1 .1 vnlor mrts.imti dc / r ^ t i i- tv ■ -1 s. cniiHitcs 1 4 siiperfieic de 11 

ftn . p t es langcfitt rt li suficrlhck il«' PMsel i|t f. :< t- ^ de esic m«k> 1*^ ^ u ' r]L 

yrailicnrc rorre-hpondienfes son pptnlek R s 



1 . ,s ’■i A# 























StOClQ* 14.1 MULtlPLiC ADORE* M LAGRANGE 


HU 




^/^>W2p) ' f'lCuJ 



lc vfix n, y l(l J n ) C$ Drtih^nul ii\ Vctlur lungcnte rf/ c ,) a 
i stsccifin 14.6. el vctior grarffettfc de VflUu.Vit ^ 
la curva. Wase ccuorifci C4.fi IN &io quicreifcdrquc 
> >■«, .-.i i debei scr par a Ido- For jo lama. si 


* -jr -.vfuxxm * uyaflg? F^vw «le 
MFtm* 1 nutmatco tranoMal^Bio 
jasf-..L.i jgwifle |1 ?3o-l|13! Vease en Ja 
p^na 2E un mxw da uj Ejimji afig 


■ * **** * mean «Lagrange 5 * suwoe 
•^1 # t |n cada i*ie de tos Bfemotos puerfe 
^rt* M T 4 , n to r&dcrt ire punKH 
f. r) - i 


El numerc a dc la came ion I m- llaimi niultip] leader de UurimRL- I I procedi mi cued 
L juc se huso ci la ecuacidn ] c\ cm no Mgiie, 


METOGO DE LOS MULT1PUC ADORES DE LAGRANGE P.ltu detennirur k» valroes mi- 
uom y nunimoh <k fix. y. :) ttijela a la rvMnccidn ^.i. y. *) - t [vuponfendo qua 
cTitos nines exisian y que ^ # 0 se tncutmn: cn Ja supcrAoc ^ r, y. :l = t]: 

.n Dcitrroioe todos \o\ Yiikvc* dr tal que 


y 


4hi- F'.v.iluc f cn lodus Ith |Hiriio> h, v, :l que rcHilias del psuis ui H ma> cr.mJc Je 
trsiuN values es el valor mllxiiiH’ tk /; d mi* pequefloe* cl valor mfoimodc /' 


Si escribe la ccuoc>(Vn veclonal T/ A tif en lerminm de mk emfHwenicv rnitiitces 
f.is ocuuditncK en d puw> (a) m: tamtl'iniun eri 


/; = /* * A**. / = Atf. -} - A 


. sk - v- irii Msicriiii dc cuiiiro tHiiincMHiuN cmi ctmiro inodpitas t. v, j A, pom no cs necc 
.,i»r«nninjir l»s valprev eaplfeitn*-le A 


* -jr -.vfuxxm * Lagrange F^vw «ie 
mF’w*i nutmatco IrooMal&io 
jasf-..L.i jgwifle |1 ?3o-l|13! Ve^st an la 
Ipa 2 E un flttra -Off Uj EjiMji afig 


■ * * neon «Lagrange sfr susigne 

# t En cadi ifici de las E|en®k» pueda 
^rt* z-jh T 4 , n to r&dcrt Ioe punlos 
•*** f. r) - i 



V7I i. vl A »■ vJ y 


vl A 




























134 UN 


CAPlTULO 14 OER|VAOA£PARCIAL^ 


■ Gte T&aan psfa I'esoKtp d stroma 
* 5Mmn« f?-5f es resolve cate ura de 
la«K.ra ?. i v d para Hcocftw «F ralrx 
ft 4 i r^jater iijegp to eipnnofm resirfi#m« 



Bto cquiYulc ;i reviver rrcs ccuuriuncs cun Iks inctigitiEa*: 

S' “ Atf* ,/i ™ A*/, gfa, y) 331 A 

I’ji cl primer vjomplo del imStndo de Lagrange, sc nrconsiifcra cl pmhlcma *!*[<> Ct1 i 
ejciiiplo 6 dc lii s^cciiln 14,7. 

i'J EJEHPLQ I I m caja rcu.ifiL'olar *in Lapa sc luce con 12 nr lie canon. Galenic cE V ,v 
lumen numrmi ilc cMa eajft r 

UHlHtf>N Al ijtfujl ifuc cn d ejenipfo 6 de la seemdn 14.7, scan v. v \ - cl ta*gu, | 4 arKhu . 
™ ) l,< alturj, rcspcctivnineotc. dc Ibuja nedidw cn meir&v ftsuta maximiza 



$ 1 * v.r) “ 2rr + 2yr + n = 12 

Al Jipliriir d indtiKln de Ins. miil’lipliaidimrs dc Lajrjncc. buses. valotcs Je .*, v, : j A ij- 
Ic* t|in: Vl' A Vif j *f|,v, y.z) ■ 12. Dc .sqm' sc obUcncn las ccuuetunes 

V, - Ai), V, = Aft, V. = Asr, 2xz + 2yz + xy - 12 

Jus mules mt iruusiormun cn 

ID yz - A( 2 : + y) 

3 ] xz « A[ 2 z + ,t) 

SJ xy = A(2jt + 2y) 

E 2xz + 2 vr + xy « 12 

No hay rcjjlus gcitcm fes pLirsi resolver si sic mas dc ecuacioties. AI punas voces vc re- 
qtiicrc ingenio, En cl present*; cjcmplo, se ve qnc si muliiplica |2i prsr *. i is pur 
v y ('Al pin cMunecs los prnnems nncmhros de esias ccuaciones sun idendeos Al 

liucorlo lime 

ID xy: - Al 2 .tr + ,ry) 

'2] Jtyr = Ailyz + xy) 

® Jty; - M2x: + 2y:i 

Observe qut A + 0 |Mirqtic A O signilicaria qiH: yz = ir = xy ■ D lie ^ucnJki con tlK 
y i4> y c*|ocanlriidicc (5i Pur In lunto, sc^un «6i w?j 

1 m: + xy = lyz + n 

I * 1 ClllI ctii t: xz Pcto ; ^ (I lya qtlc : = Odaria V = 111 . Jc que r - * f>C 

iw-tu'ido voi> i Ik y ( 8 ) 


2yz + i s = 2.i? + 2vr 

In cnal dii 2 1 > ii? esic mmlo. Homo ^ r Hi, v 2-. Si hacc ^ ^ 2: Pill J’ 1 - 

otakmc 

\ I 4- + 4r - 12 


Pmc^im tjuii ». v sun posihvji*,, pur liHmm>: I da esle mtkJo .1 2yv 2 l'ihii 111 

Jilltcs f .Mri iom'iirrila cull l.i rcspiu-Mii dc la weeiun 1-1.7, 












I 

u nrta C* H * 0 ** 1 . que nU w, 

I j^,^***;** 1 * J* ; ird'fWlarftenl'e 

* v* 1 - I 




mu 2 


*■* _ __ *■— , - # 

.^•y ,,eS - N 

— jim i 
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SCCCIOM 14 k* «LHTtpuc adores OF UQMN 6 I |||J #>* 

^ tJEMPLO l |>ei 

rfn.-ufc, ,» 4 ,.• , , " nc cwm, * t. IbKMn /I >. r » , ,» ♦ |y» «, e , 

sC*. v) «**™» de/*ujeits a la rawicciin 


E1 bicria cunio 




A H 


SrfJT, Vj - l 


It 2 ,vA 

4v = 3,vA 
r : + y* = I 


*^ucrDD 




n •. itt % — i. M p ijj i, ^ i \i k tm i 

P^ibleT vat ^ * CUCIlkl ** f M)) * qucMHcla.i - ±Lfa-fe lanlu./iiew 

“* co 104 pun ' os H>. 11-«. -1). (l. oi } r -1. 

lnIoj. iuatm |Hinti(s cikunin 


• -n?rvea gmmffirira uti Jos oue st 
n*»s ja de lot mgltipM^dwiB de 
-^r«e Piiito w ti CtS/i^ib Z. le ilusiran 

p i i^ira 3 Ura wtlqiift litlTfrmoi dfr 
ji!. ■! - i : t 1 3i’eofr0ipoa(htnalfliciii- 
•nmwi jutnt^iQlDlrculQ r t- y* - | 





MUn ~ 2 m-U = 2 /(L0) =" I /M.01-1 

Pnr lu lanio. d valorffltixinmtic/cn el cfrcuJojr + y- = \ cs/||j p ± lj • 2 y d valor 
mini mo es/| ± L 01 I, Al vcrifiCiir trii la figura 2. e*LOs valorem pnrecen ra^mablrt, 

EJEMPLO 3 Caiculc Ion v-dores extromos f( r H v) -•- x' + 2y : cn cl ditto i f - 3 

SOLUCION De ytuunJo ton d pr< veil i mien to en 114.7.9). compare Ins valorcs tie {en In. 
punlos crflicips Cur lalonjS fit Ins punios en d limik o fruntera. Pueblo que / 2v y t 
= 4v. el linko puntu Cfftitu cs {0, (M. Compare d valor dc / en gs<- puntn ton los valnrts 
c\[jvitios cn la front lt.i Jcl eicmpln 2: 


/(a 01-0 /(±4.0)-l /fOk-M-2 

Por lo (anlo. el valor mrinimn dc/cn el dis»i : + y 2 =5 I c^ /(0. til 2yd vakfr 
mini mo cs/nil. 0) 7 0, 

EJEliPLO 4 Determine Ids punlos cn la csfara .r + 1 -- + = 4 qtir cstsin mas cert anus 

al punui <3. I* — 11 y mils Icj*.. misma 

:ili n ! ,4 | a disianeiii desde mi pnnlo l.v. y, -■) al punlo (3. I, - I I es 

( / - v'/.v - 11-T< v - ll : + I- + tl J 

pern Iins pasos alycbraienv ... Ncncilluh ^ rniximi/a \ nniunii/a d einulhuki tie la 

dKiancia: 


t p - fix, r.i) it - yf + \y - iH + (= + i> : 

U lemficcirifl e* qw JW" 10 ^ en b ^ ****' 

r|( 1 , y, ;J 1 + 1 ' + -■ ■ 4 




























til sin 


CAPITmO M GEKlVtDAS FARClALI^ 


IV- SLWiJo ton cl in£lt*k»dc k» rmiltipUjdfVK-. ik l-agmnpe, sc ft-sucSu’ ?/ 
i; 4. cl r?*ultikfe 


nil 

2U 3) 2.tA 

OH 

2(,v 1} - 2vA 

on 

21: + h ■= 2;A 

is 

f - 4 


t_a riTjiiLfj m.k sc/icNta ik nrwiJvcrc^U^ rciuKioncs cs dclcrmnuf l, . y : m filvxir^ dc 
k a (Kiltif dc ( 1 2h 11 3I y ( 1 4 1. y lucyu Mi^titun e\Ur- v^ons crM 1S i Sc^un < 12 h sc rienc 


t 3 xA b hico 


i{1 A) - .1 a bicn 


.t 


I 


3 


(Observe quo I - A / 0 porque A 3 vs impifriblc sepin i I2h | He nunnery lunal. con 
< 3.3) y f 14) sd bhtknc 

I 3 


■ 5 n a i *jf --ns 3 a wterrv pwntu 
P wm fmilej I *tiGipajrfe *er 

Wwrvrjr *.n eecictestiiJas d& P s*n 
itsar el elfcuki? 



F1G LF R A 4 


Bor lo IjjI|o t j parttr del IM 


3 2 


TT + 


' f + J±L =4 


(I - A) (I KY (I - Ar 
lacbilda |l A)' 1 = V. 1 A ™ 3:% 11/2. dc modo que 

Emms talnrcs de A proporcionan eiilfHKcs k»s puntos cocmfhindienicv < i, .. :i 



Es li’n i l vi'r 1311 u / Licnt un valor mas jn;L|Llc:iUj cn cl pritnem de estns pimlos. *.k 
modo quo ol punlo mas ccrcann OvV I h 2/y I I. — 2/\ I T I* > el nuis Irialio Cs 
{- 6 /vTi. - 1 A/TT, 2 /v'TT ). 


□ 



A 


HMti S 


DOS ftfSTftlCOONES ___ 

Suponp que iihorj dcMca colculof Tms Vitlnrcf nii\imn y imiunttf dr una }* 

I supcln a dov rcMrict tones feond lemurs operate si de I is forma <ft t> v 1 * > ftUi ia 

i i ftauld el piiii eh dc viMsi gicoiiiciricM, c*tb quietc deeir que esii Iniw.LwdM \m '*■%- 
lihn 1 -. I'tttvmns dr / ciiamio d. i. I i'slrt resirlnpdn a qucdjir rfl la l mva de inirrsctt^n 
rde Ins hti|XTn<ji(!3 dc iiivd f/l i, ,v, :l Ay li{\ w l < (viiiiM? lipmn SLipiHi|i|i ^ l,e 
1 1u rn- i -.r valiir rxtremn en mi punln Bi i Ml v,. , , l. Sulw que, iltf nturnlu al ink'in "*** 
la srt i ir'ai. V f v\ nitngonHl h ( Bern Uirnbt^n watw que ev orto|iois»l n x - ^ ^ 

y v^r cs rprlrP^aallill » /M l. V. I i dc IHOtIu qur Vj| \ Vft soli Hltlbm illrpfOH.lIt^ - 

Em i|mcrr drt ir qifc cl vetLiuf |iradiciite Vfi ,mu V,,, ri.l rs cl piano ik’krniina■< 

I, r-, - .J y Vhi t^ v,p ( ->i, fSr ttipufis qur csli^ vectored dc fcrradienic no son «« ? 

















SCCCI6N 14.8 MULTIPLE ADO ft ts Dl lAGMNGf 


HH 



110 son p.Lr<ilcln>, 1 1 
tofcsq^ rj " a " tl> '’N 


ntinicroi A y ^ {Ifanudos multiplk*k*cft & Upniiige?, 


* * V 9<^- + m VWao. y.n r,, i 


Fn 

ccuacLnncs a,„ tllll dc £ mlinar «^«W ewremos resolvidiido dm 

ccuaL-jon 16 lt liinuiiin Jf *u<i m mn ' y Estasecuaciones x obtiojien Mcrihiendo 1 b 

" dc to " 1 P°n*inlts y u\and[> las Kuacionr, dc minccMi: 

A Atf. + 

A " Afj + ii.ii. 

I f ^ + JJ./I; 

tfU.y, rl - L 

hi x+v, Z\ = C 


■ 4 3^5' &iflflTDJi ; + * ! — I frJ plane 

I - - : - I J? Mums uru t iipi* 1%^^ GJ 

r i-h^c 5 wfrtgifiiii pi valor maun*) da 
< e*tc < t, i r ;j «ia rEsir^idt «i Libtcai^e 

*a*cM 






a FjEMPLO 5 Determine d vator miximo dc la fuuddn /<x t y. r > - , + 2v + _v 
curva dc inlcr%ccd6n del piano* ■ y + r = I y el cilindro x a + t r. 

^OlUC?OJi Maximize 1st funcifin /(i;y. r) - * + 2y + 3z sujm a la* KStricciunw 
^J I+ l ’ -) — -t - y + z ’ ■ I y H(x, y t z) — .r +■ v ! = L La condicidn dc Lagrange c\ 
v/& A Yg + n Yt lt <ic iikhIo ijul- rcKulvn Sus, eeuaciones 


<n Ij 


he 

1 = A + 2a^i 

m 

2 = -A + 2yi* 

he 

3 - A 

» 

jt — y + z ™ 1 

HU 

-T" + Y- = 1 


Al hacer A = 3 |dr mucrdn von I ]'J)J cn 117). nhtiefie 2 v,m = -2. dc niudo quc 
x = - l/fi. Dc rnancra ^imiSor (IHj- du i 5/(2/iK Al tustilutrcii i 2 1' licnc 


I 


>s 

mmmJ 


^ * v ! ' 1 


y entonces * 7- #* " ±V2P/Z UtfgQ* Jf - + 2/V 2f. v - ±5/V 2^y. de wiwnlo 

con 12HL z = 


I i f v t * 7/v^- f !»S VdlltlT!! f[!RVS|HinJicnlL’S kil' 


HI 






K( jr (1| cl val^ ii i li .. / ,■#! Ill curva iimin ^ 3 + ^ 29, 


8 3 

































*49 CAHTUIO H OERlYAfUkJ Ffc#UA|.{S 


H.8 EjE RClClOS 


I. Si* ilutlxjin tin <II,L|).| lU’ tutus lie Hive I tie f v una vurV.i 
iKh.i twiiit/tm es dfiLi h. Rst'imi It it hilmet mihimus y 

.. dr ! 'Mjelil r i lit iL'Klriu'KHi i/l.t, 1 h - W lispliquc nu 

n/knuniiienlfi. 





— J ' 'ltd™* "TU L-jkubdnfa a tin.i compuuukva pjfj ft -jfWar. 

l-tjIhilk 1.1 Ltmmfeiencia.t' + i ; - | hn Li mixiiu junta. 
11.1 trace win a* aim-. tie la tunn,? t , hasta l|im- en- 
LijL'inii; (Jin ,|ue jUMamcntc kH|tk-n la circunlertnt' ia /.dial 

ev . .. Ju cslrrs valwts de ( ppru cstii* tins 

cmvut' 

1 ^' Med i nnh: L i. innl! IJ 1 1 Ituijtirc 1 . tli" I Liiiun^c. lIl'Ilti n i Eh? ii t-v 
**•"** ni;iiiimo> minima tie /(.i.vl - .r + v somctifai 
a U rcvlniciita »•■ + y~ - |. Compare lul n‘t|MicLliH'iin 

UiJcl ini'iui iap 

Vtcdijfilc niultiplK'injures & Lagrange. etKUCtt/t Ins v/rfo/cs 

Itiaimn, y niimri*» Je la funcitKi sujeU j la l*>lf ECrinn <> las mstzic- 
(Lulas 

i ’ r y 3 : tv «= I 

C /' t, VI 4 r 4 by, jr J + y ! = (J 
1 fl'f.vl - ,ir : y: r + 2y* - ft 
1 fir. Vt r t' ¥ v' - J6 

h /(t. y. ;| - 2 , + frt + 10 ;; *-* + y* + .! - jj 

t /li J, ;> - ftr 4j. I 1 + 1<V + ftm 5 

I. /f 1 . 1 . ;l - rr;. > * 2 *' + V - t. 

It, fit, j, - t * v m* 4 f 1 + - j 

'IJLs ft*.r.sf i * r't;'; jt 4 + y* ¥ ♦ ” l 

lit fijt .V, Jt ' f* I i 1 * f- + )■ + | 

'C ' ■ ft I - V * .* + f. 1+1 ( ; ( j 1 - 1 

**■ f**u*i. . J.» - j, + i, + - ■ - + 

■ ■ * ' J + ** * * jti - i 


™ X + 2 jVl J + y + j ■ | t j . 1 y -f ■ 4 j 

Ti- t<l, V. fl ’ ll - v J;; 

t + ,v : - n. jt J + 2: s - I 

/it. V.I l; * i i . ry = 1 . y ; + i | 


l»-l* t akulr kn mlons eviremh, dc/en lare|nJa lWtiu d» I. 

ck^»gualikMl ^ 

fix, t’l 2i + 3v : - 4 .t 5 , i 4 i ■ tb 

1^-1 /1 h. t h * 4 . r + 4v ' I 

Ctinsiikcri! d ffotitetm ck masimi?Jir h funtirih fty J - 2i 4 
^ujctii a In iTfUriL-citHl V J + v’v 5 . 

<a) IJilcnta nsjmiii miiHiplic^uSom Jc Unranjjc para re^hcFel 
proML-ma 

||>| ,y( 3 -V ih Jj un inayof vjkir qued Jl- b pjfEc u,* 

|c i R^Mtch j cl pfctMcma aJ b ixwk kia dc 

mantis cwm Je m%d ^ 

^iii I iupfiqiic piir ^UC t! mctkxki tk mulLl^ltk^drci dc Laeranfc 
no vcHUflvc <1 pcpbiema. 

[cl Jr Cu.tl iniporiiineja (k/j 9 , 4 i 1 

21 ^ CiNiMden: cl prohkmu dc mini mi/or b I'untMi fix, vi i cn 
la L-iirvn r 4 r J a' - () i x n tbrnu de |h>mi 
U n Inlcnie l sjiiJlp mullipkicfLdiircs Launmi^c pam ic^ilvcrcl 

priiblcmtii 

i Si Ikmuotic qw cF vakir mfninHic% /Ml, m Dpcnab c» 

de L^rart^c V/ML 0 > iV^-iO. Oi m,** ssii-U-.hj 
|*(w nifi^un val™ dc 4 . 

u i hxplu^c pnrqik Ihs muJiiplicaddrch Jc Lacran^c n»i 
L'^wfflpiE) cl ukt mimmii an csic aw 

U tJI Sl ' u '^icma alfcbnrcoccmpiuacEEmal inl/j cut* a* m* 
plk il.irikcrHc ik.-linSL r ls, CCirt j\ ulIj i\c citimc mfLlunbt 
indkhJab grilieps IfK nuKi mn j mini Pin i dc 

N .'■) 1 ‘ ■ y 1 +■ 3 .t,v sujciu ii III rc^iFiLvpuis 

IA 3 ( : < fr - = 

[S| RcmicIvu t*F prmhlcma del iraisn i.if ^11 |,i jytkiii df 3 f»s 

multipiK’juFpncHilc Lagfm^ Uliliee mi Sivtcma 
AFpehiiicsp Cimipulaciiioal pafa re^ilvct numifieimcnfc 
I cm ccutioncs, Coltiiun: MpucMbi LOU Lid del 

Vtl Is/, 

23 „ Li ptotliKk UNI M,jI P dc un eiCfln pf^iduvlii ikpende Jc Ij k Jit- 
ll*ia4 4 ib m.miP lie ipN-j uIiIijjmJj \ dc b k.ullnbJ & dc miCf- 
'i’Ni i!c ciipil.il Rn l,iv soLcitiiu.w M I y M V jmilin^ v^nKid 
nhkFcIo lFc (. h oHf-Dat|gliLK P hi A ' ic mhert ifc Licrta^ 

'U |h i-'sil'ii nii’c pi'iiikimtciis. tfnficki h y m mw iiiHilunEc^ pcrtilic-^ 
y o I Si el fuel is lFc linil liiinLihI pk nutniJ lie ohm csi fj# y cl 
i^Hlodi' ii nil mildiid ik ejtpitul ch pi. y In i , iiiM|iiir ! llii piwik" 

Milu/J '.li’liiir ■ COPlIll pFC^UpiPi-MO HUol. Im IIIJlMHI/ilCirtfMlC 
III puniiPL L Hhi P dill Mljfili a 1.1 nnslriiL u\n mi ■ *th ' P- 
I A*mintin’ sjPPL- III pritlKiCL-ifri IIIBMIIIU m 1 ^cn-ni.i cuahtln 

L -'K j 
























* " w u »*>*«■<*. 
n(i Cfl N * V ' kmdt ^ c> U:ni * ^Htatunte (W * , hl _ 

v * % A iiiimFiii/.iii l.i FurKVm vkl snsln ( tt *. , ,' 

^ ' ,lfl J MlJ. + ffX/Y 

jj WnW*..P l, “‘ tons ** I .auMi.*#, uud cl 

'■'■'* *"•«<*'«■ «*».. un 


rtciMfuki 


. .“ l “P li “*’ n!S dc Mum*,. demuutre „„„ c , 

nunr^'"" ^ W* "nk‘ un iwniiiAni^ f J ur| 

oil# l&gEfranfto: Bpliifue t a C6n» u |j (Jt tfemn 

jmd **£ 4 - VW - - JR? - z|^Unnkfc , *, , , 

l i.: ** ^ toUgMttk* * kfc Ukm.l 

;M* l tjlfcC WBfc ip&MKhm dc UgMHgt ppfa , 
pan el qm'kw iodiejJn dc L vLiKm | J 7 

y. fjeK^ hl tH * 


"Hifnef iKtrj v.H 


li. 

Eji'll Il'Ht ill 

30. 

lijurmcin 42 

32. 

Bjurticiu 44 

34. 

hjfit kin ir. 

3b. 

Ejerea m4K 

34. 

tijctuyii- S'! 


• Dctemime In* yuliimcnes mihiiuo > mmiira ill- mn uju kc- 
ws£“ljf ikUjrD .ii c;j Superficial es dsr I 50f]. mi \ cuyu hir^f* co- 
ut e*ilc JlJt] cm. 

*!. El rt.uni i ■+ n ■*■ 2 : ■= 2 al ctjfiijf cf [KiEuholnidc r - + n 

(inu uiu elijm: Cikule lo* punim Je Ja dipsi son Jo» 
«**»*> J Iik ma* lejjaBDSi A nnt>cn 

® B piaa d 4< — + flf » 5 a| oortW d OW + r v : 

hni«igiji efipse 

!*■ 1 ^irjlupjc d ^ono. el piano y la elip-c. 

' Wfthanlc mull i pi it ad-,-f c s Jl l,.i”i.irl>:c. I'llClicnin; d pUrltO 
l,,J ' jili ■ v d mis bap] wrbre \d dipso. 


PKOttCTO DE A H it AC ION OENCIA PaKA COH4T( S 


Ml 


^ *■ '** co * e iiys '■(“» TOiiftiinn j ipnnumuJc t *U|Ctii j U res- 
.. . ,Jl ' ,h:e un L'liupulKicMMj pjji 

J*™7 v, ' Ce,TU> * ™wk torque K«oriftefl nl mar mutanJk-ii- 

1 »VL-% Uiimiijw Si Ski *i>Ki]] W algetiruicp computMiMa) (1^^. 
fnuiH M\lu unu mlUcIlSlU podria requerir m4i vnniiLnilns, 

**> * i l - ?* Fj ” J»‘ J 9.r 2 + 4v l + Mx* . jift r , y + y . M , 
/U >■► il - JC + y + ;; x i ~ y* - S t X 1 + i' - 4 


^ ..'led vajnrttujii eim■ dc 

/ 1 Ki+ 4 *. 

iljilu ipic .. j, Miji miiucrus y 

11 * + '■ i. ifomlc r ci unii tiiJiktjinEr 

(ht a pitlr del inciw (a> ijwe .. .,, S( , N n &. 

morns (Kisiiivi;^, enuuncts 


; i ,.r : ’ - ■ X a ^ 


h 1 +— f it* 


|-st J JfiijiujIJjJ csublcce i[iic 1 j media ^eniiwhci Je * 
nmiK-Ki* ikn c* nuyw que la rthMu jfiink fui dc km ngjnc 
4 Kn tju^ cnndicXKH!^ la, -Jus mnliu, is;uatts ’ 

W. ui Mjvirike ir , c.y. sujcri u fas TtMriecinflc* L ’ x; = i * 

■' . L ^ ™ 3 

-^1 - I _P i * ■ 

ill) I'luilEcc 


i. 



.V- 



pal a dciiniMi i ar «|Lie 

Sufr s ,id ^ IT 7 

|Mi.i llliincfiik oualcskjuiera it .. j fr|, , |->|,i 

ik'si^LLildail w conoce coo el ..hie Je dk. sii:UiildjJ Je 

Cjilis hfiSdiwuH. 


>Yt ** Ca? 


CIENCIA PARA COHETES 


Vim h-r. , ■ ilicre*. eiHim cl /hikiiMi \t. t|irr en. U <KtUiihil-.nl msi pan lan/4f nwbttv y d .v,r/jnH I . 

’ l Mr t .| H | |K . jpy[| l|ij _ r IlfVJlI A hniribrc a la LuiUl. inlJin JiuiMH [UNI mmiI Ifcs ctajus cn sii 
Ijl en ri III ny i*K priinem el«|’n iii*p*liIvii nikulmeino nl cnJiLie li.isn <hk- - .iuud d u.uK'imi 
^ r „|j||icuin eri jfnc I: i em|in m: iltipcmlo |wm Itihteir l.i nmisa del tiifiele, l.tv* elii|m* st^midji y 

er|( Iphh-hhmII dc mmieill simllnr. y Ml qbjdfuichenlm III ,. i.i 1 m|'mI,hiu|i >■ al i'niii|K. Js-I oiIk-Il- 
■ jLhlll dndwfc# d§ to tin™ ft 'Hi e*le dlsffln si mpiiL'ioit pin In nii-ims klus ii.ijus cnn d l in Jc 
J? 'if L vrfjn nlHih-s. rwtlsjiruis, |n-lti oJ ll*nik* lies eljtpjLS li.i dcninslhuU' si-r miii hienu ii|n;inri 
' 1 "^"nliiiiri d tosm y rl ii’mlimifiMpi,PI u rth‘tn in c*tc l’ibo ob deiennlnflir Im nuisa* iiuhvjdiu- 

'" lr'!"* «<» dap ij[.r ... • 11 • d l Si- r'likP |urik nun. . la llWNi l«Uil del snk n |mu i|ue 































*, 
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»U CfthtUlO I* PSftlVAISA'. i-'AACIAlti 





1'ji el aMiilc mi h«lirtc ilc uiu '.«lj eliju i|M ooiiMime 11 -mhu scihic j nri n«»m dndMif t .| 
s.. iiuNhi dc tel. Md.nl nuc KtulU dr b je-ekCKiipn del udieic lu iinulrljdi. p* 


M' 


in 1 1 


(1 - SlAf. \ 

P - \f. ) 


di<riili.’ w. c« I.l IH.I-..I del n»iiTni iii I mhcle i|ue inelujc ■ I enmhusutilc inicual. P e-s 1 j m.i.., j t 
(flpuj3C:(rtn } l’J ripnpi 5 << mfwfiH riirjm iki^rminiijn -pmir el lIl- -rsii del cctTicic > h ^ f. 
rkBincntCp ev U Pim'inde b mau «ld vctUcuIn del cutale mr ctwhustihk a li m^ Mai 
Iu-ec cun tripuliiiuVn > ctpriptu lw ukiifin.. c* Ij vcNuhdnil Jc escape tun icipertn j| 

cHbCle, 

(’(rtisklew m Milieu- tb ire-. cUjus y »na carjru niiL dr masj A Viipnn^i L |ut kis hurra 1 cue 
mutt Ann rrtsijrpnlic.rmcs V ^U L Umlrt ■ timm A von con\t|iMc*,cn ljJii eLupa. Si At. e- La jh,im .1,. 
Isi4smm cuyn, k * punk tjoiMibiar M wcia fa nemc i^up cl uunordfl aihrkr irthki una ti ■, 
\iuiUfj lHiI. ci ikitr, rnfnjIjLH'rt i ciiuipo. cendra miiii mass. W t If ■ -V la . b 

ru eiupas punkn ni.mcjur ik m-mer-i similar 
I. Lkmucslii; - 1 uc In ^doadad -fcli an/in l.i LLcNpuc Lb |iil Li- Irf - rLip.i ■ Li.in di^pir ..■! . i. i,, 
dehunl.i pi«i 




j If, + ..If., \ ^ / Mj + Mi + A 

V SM, + Mt * &f, + A ) T \ SM; + Mi + A 


M 


>1 



2 , Sctflcscu llllmnii™ La maNi lirtd ;W \t ~ .if .If iL-l m* ti i iS,I . ■: ■ -UJ- r -- .i » i■ -1rs l 

k'ifii dc tpi£ H" tifcsitza In YCk^itlnd dCivcadu ih del pruhlcma I hi Fiufutdi* ilc Ins I■ 11 <1 

ikam \k i ajcian^r Cl aprcipiaLki JL|UI. \vro dilu il iJl- pnner ... uwirtdK' Ij> l- c jvc . «nc- 

Pafa siimplifkai. %c dcimcn van^foki V dr bi cuijck'ti. !.i fc-Erk- 

Viewirf iLinli«fi r - dIn A ^ In A ■ In .V, i hn-s?,. ^uc 1 If C’ Li:,, :, ■ i 

prc*-ir cn hiiih. u>ii dc b-h ,y. piicdc u^rund iunci^n mas tertcilbi njuc -era mihinn/- ■ r 
misriKi iu|jiir i|nr Af. DcmucsErc i^ue 

U. >■ M, ¥ M ^ -1. ri_ V | \ 

Wi + A/. + ^ " I - SNu 

,\t z + If; ^ A r I ~ SiX; 

Af\ + A * I - SiV : 

+ 4 II - Si A 1 . 

.4 I - 5dV, 



v cont1U>m que 


Jtf ■» A U - S^jVnV:^ 

4 * II - WHI “ 5jVj|(I - &N+) 


3, CnnifH nchr <|nc InH.+J + 11 \ i ch minimuiid-L cn H mismo lopi l|hl- if. mesli.in ! ‘ 

plicacktrcs ^k i tAgranfc v los icMillndffs del pnifalciiiK 2 dcU'cniLne ^ pro Inn,-, p.ii.i Lu 
vak^rcs de ,V. ikimk a] un'min*i upcumt <ujcio a L.i vcariccidn r * i In .V- - In \ ■ In s 1 
t^wj^nr'rmi 4pFk|uc las pitipieiliHlo ik tin fafa avU4bf a vtrnpklicaf L' 

cipfensmo | 

4, rianlrc nIN L-sprcsitin pan cl yjIi^i mminin Jl 3 1/ cn Imicinn dr r 

5, Si iiuieu' punn l 1 i i nihil.i li i i l’hIu'U' <lc Itcs Ota pus ,i lull mill,is whh' hi sLipuluic il 1 ' -■■ 

Ticitj. w icquicfc una vclnadud final de nlmk'tkf de 17 milhis hoca S»p%'n^i H in ‘ 
ca*la ci^pj v con un Iftcloc crtnuiurjl <1 2 > unu rapkkr« lIc ewape ^ 

#■ — f> INMP nnltavDiota 

l ji> I jil th 1 1 in i- l.i HI,ISM iiioirro.L ■ ‘ h,i I 1 1 U fs 11 h (ti ihm he I tohcii* s»mu ■ mw 11 in* w m ^ ' 

rh| fJeicunmi' hi imisii ile mm In mut dc kis m link'urn ik A (i^o cicncn ' n ' 11 “ 

LliFrernsnmc^l) 

I. f I rni min i <4irn- rrqiicriNii 11 nil YClrH'ldwl Im.il \k us|, 24 ~fi* i niillikvlinru tiMI < 4^el 11 ' ^ 

IwiifYC ik |u jfriiinjy (it In I m.i I iKWirine la maui <k utlfc ima i(f b' eljf’js ifllf niy,lini ' 
^afjl la inm m 0i4.il tk* ki-v nnihnci iM srnhctc t ipk - |k-it|iitj i|(M’ cl "Jclr impilic nW 

ik Wl Ml IllH’ljl cl Qftpociti 

































€£TO De A^LICAClOH OPTIKlZAClON DETUMINA^ ^DRAULlCAS f{j 


O^THirZAClON OETuaaiNAS hidaaulicas 


« r S;; JS£2% G,mr,l,nj * Mi 

. k„^_... „ crj ? 11 * cn *1 r^’ Ponabucoi. r:i 


Ml hull || wtagAn v ^r. i *■ *5Tk H?ua I*.. LtL-sile 

c^icnicis 41 nni ' ' lJllJt ^ B, ^ Uit variable y dcpcmk- d( l.is condici 

I 


SI^Linif, opcTii um thlauliPfi hn.lri | -L"ldilnc-ili gir- 

' c* enviudu pn tulvrC;! lEl-^Ic tmi prc- 


'itiDBt 


n.da nil..j|. | "| Jl,U l ' lri !, ' t, ‘' U ™ ,a ** ^ lurh,,1;is linlfin-lo INCJ, dislinm 

» ECimda cum.. ,m .■ ^ 1 l4nH;a> > M«e Jj U linl'dal dc energy electn 

v£ZZ£?£1 ^ “ ** * **“ *» *» - I* <«rt,n, FJ ^a H ue La sc 

tk uue m,incr. di ' iXlmU * ,iawtjda Je cl nhjctivu cs determine 

mpb ,nn ewkpkr LoaT" ^ ^ *** iagm Ia * 

euicnicc MraM j 1 '? *t Kr,m cM*l y la trtHtrrun i it- Bcrmwiih >c detenninunin los M. 

t( 1 1ms | \ !>S t . UaJr ? 1 1C|1N P*™ ,i! %ilMa dc ^»crgm deiincu dc cuila turbini. dc tcucnki 
tilII Ills uiutkilcH mlmtitles de upciadrtri 


ATW, - {-18.89 + 0J277CJ. 4.0R « 1(3 "<?r»C170 - |,6 - |Q 

ATV- =■ d — 24.51 + 0,13580: J m ■ io 'Gill 170 l .ft ■ If) *Qj » 

K 11 = < - -7.0^ + 0 13900. VK4 * 10 | .ft . |0 , 

-» 15 Q II10. 2 M* & * Ilia 25 n *: q , * 1225 

(tattle 


£A “ llujii piir In (Ltthmji . cn pits cdbicos por segnndn 
A'li » energlii tilth-trial tk-ncnKlu p*r turbirm i cn kil.Kw.m-, 
Qf — llujo tuml [».r hi t'MJicirtn cn pics cuhkHH p.u sc|>hiiilI.k. 


I. Si Ids ties Lurfiirnts sc uitli/jn, m , 1 Jcsc.i dcicniiin^r cl lluju {J. p.ir.s tml.L lurhma ^uc ^ene- 
r.'.T.i In priiduct‘i;on mdxiinj mi.il Jc ci.ctj:ia. Las rcsurit^ioihrs s.m ^uc h-. %■> drhrti 
Mirn.ir cl llujti lol^l ^uc cmra >■ sc dflwn tihltCftai las resuicirinnc* del .Uimmin iladas. 
lift cunwitcMicta. use nuihip^ic^Jufcs Jc Lpjnjc pan halJar |.>s ulnt. pau Ins iIujlw. 
mdividtuln icnmu funcH.pcs Jc (J r i. siuc masiraken Fa production i.nal dc encr^ra 
A ll', + AH ; * A H' sujcld * Ins kmHcciuks Q t ± Q-. ± Q ~ (L > a las rtifnedoflis 

del dormnn,i cn cada £>.. 

3. , I’ar.i i|Ud vjlnrcs dc Q> SU rVsnIl.Hln l's salidn 1 

3. Enel casude nn llujo ipic cnlra ik‘ 2 pies'. s. dcEcnfline hi (liistnbus'h'Hi pau his nirhinus 
v L ciin|inicK- ljiic min rcN-ulludiih snnen elccln un mnvimo flnUandnal^muis disii il-Hidnitts 

ecreunns.) 

4. sin aliujii ha supursln kjuc I.is lies lufhtnHS, s'sian fiinciommdo. , h jHisihlccn algun.is sa- 
Ue.k mlics l|uc SC pueda pfiwIiiL >r mas crtcrj)U cJCklnca itsaiidn m>Io lilta mrhmn 1 IIjl-j uhj 
craliLl ile las Infs funcaurtes dc piNcniti. y v«n .is Lida dc dlas Jcuit.i si un Flnpn t|uc emu 
,| t r OflO pie^Vs w Jchc dislnhuil CfltlC lu Ires liifhjnas, o ik'lv pm.nr a mIh ima .^i us- 
kd eihucntra sado una dc lav lurhnas. vf dchc uvur, icuil scriaTi. ^ si d Tlupi et Jc 
trtloAOO pter’fc? 

J 1 . 1 1 sic/ fwira a1|dfl(« mvelcs ik lltipi wrfu vcrtlajuui usar tkv* inrhnus Si el Hujpcs dc l 50J 

^ 4 | M i1 par de tiiibmn* ICS. . Uftdf? Mcdmntc Lus multlplicniliift^ dc Lrtjia.iii 

,1,,1,'irrMii.' cdm«> lldn= dislflbulf cl llllju tfiilrc Ills dlls iLirbniLih para IlHWillllMr llls‘iti.T- 
, |, r » 1 1 11 1 lk I .us rclJKifin e.UI i'Mi' lln|ii. t el iis.uk- llisdiv- liirhiims ti mas clii-ll# i|Us" ns.ir 

1.1 1. yes IiiMiiiA' 

t Si rl lli.JHP .|.ir enlrt « *k ’ HX» .. V*. 4 lc ncnirrh-rldaldl n 1 * M-inpanJa ’ 
































*** CAPITULO 14 OIRIVADM PARC lAi IS 


m. 


14 


REPASO 


1.1 T I f I n Up 0[ (C1HCIPT0& 

I- i ..11 , s,)ue L*^ mil Funckfci dc dm vaorijibld^ 1 

Chp t-.Kplfi|Uc^ [ft s s f;ir.i rep re sc nliif min Iuiil n'mi k \c dm 

variable*, 

"L B (,hie e> mim liiuwitffl dc Iro, sanahtm" , CdlfKi pneilc icprmcn- 

la* 1 u I feivrfnt 

1 p C,hsr yi^IUNh, j III CHJHCMnWI iY^ 5 LK-nir 1 
iim /< f T vk - A 

. r^rtm punk' dcmmtnir que dkho Ifmitc invest iMc'J 

I i 1 . i jkir ^iiilicii deck l|U4:/ cs cunt.. eii Erh hi? 

i hi S-i / l”v l nniMikiH (Mi R\ i.qth. 1 pnede dedr con rvnpcclii :i *li 

Bnfticn'- 1 

5- i u K nti i c^prroinnes para tus deriv*wJ:iA yi-nualm /.liu* fr S I 

; hi CHihi Ifrmtcv 

> hi , Ciul ui murpreiacKiii ponMcn iJc f,(n. >n s f,ui m hi h 

i,Cuil c* mj m[erpnLii:kin cimm ra/iKK^ ik t'illlhiV,' 

If* Si /< i B ik r^(i ^Ona-do por kinj fiirmub, cakub 

/■ y/- 

6- , (Jur dice rl intrem) tk ClmniuE? 

7. , fmim. cri* nrrilrj cl plana Ijifigcnlc :i cadfl min de Im Eijnin m - 

puirnk“i de superficies? 

(i) Uim pfdHiCn dc unil furtdnn de dm variable*, Z 
ib' I'm *iiperiic:Lc dc nivd <k una fundrtn 4c ires variable*., 
Fix, <r + :| - *, 

1. I>ehn i La lircdr/aanfi dc/cn in. h). ; CuU hi jpon minion 
Jitv il ciiffr^poiHlirale? r.Cual p b mlcrpretah-HHl ^cinuelnca 
dc I j j|Kui]maciiki lineal ? 

t. f 1 -■ -vnUH-a deirir uuc f e* difcrCFR'iflklc cn In hi h 

•b. C Vhthi i cwnprocba ncgubirmenEe qut f ddtrtrkeuble? 

1°. Si /f i, i I., males Kfm 1,i& diferendak* r/i, ih y 4:? 

II, I ii.itili-A i l.i rcpSjk dc In c ade mi pjfcra id lhku en cl que 

/I i «, i v i y v Yun limcioncs dc im.i vminhJc ; V m .i y y 
hiTiL kin?s iI t ihiv variuhlcs'’ 1 


17. Si c!>nj ik-llmdfi cn lonn.i implk il.i cmmi un.i Hiik idit ,1 l- . ■„ 
INin.lkiilllC muccuticion hIc h Innikj f‘\ v, ■, n _, ,y Ilhl |1r [ e ^ 
nuhik ru/rt.i > nr/rkv? 

IX 4ai I -cnhii mu i^pfcwiii enmn yn Jii-mrc p.in L -sj. 

KWWWil dt / en i v., m i k cn U dlrciLimi \k im Vecftw uRit*. 
n->u - h- ^OnKi Ij imerpKia , CAsiii ij 

ihk rprcLj ^DifTkctncsfemciWe? 

ih\ St fit* dilckc’ikclatklc. c^rnba unj c^piL^mi pjia /> B fi y, . (i ^ 
cn i^nkiinm dc/* y /. 

14 . Ijm Cfeljfia cl Vcclur ^rjclicnkc V/ ... f L Jt? ih,- n n 

ires variabkv, 

iki I- \^jik l 1 sl- f ,k„ f cii terminos dc Vf 
k k h:\p|jt|uc la kmptjrtjncia jrcsikncknca del :.’i_idi<'mv 

S5„ ,<Jkki- skpmfiLan tos enunepadm si^ih ■'■ 
l.i k t 1 ' tic nr Ltn mumm*i iclaltvin cn fn hi 
ih i / tietc Lin miAimn jhiolulo cn lip. hk 
4Ck f tiffw nn niinmrnk relafjvo cn hr. hk 
ol k / Eicrtc ink minimu ab^duru cn kh hi 
ic| / Eicnc ikit ruihUi ^kila cn (n, hi 

1*. lak Sk; tie nc nn mas I mu rcljLtivo cn > -i. I* l. , i|hc piil-lIl' dft ir 
jfcrcii dc ^iiy dcrivatlcii purcuilo en hk" 

<bi ;,Cul\ cn tl pLiriTO criiLCci ile t' 1 

I i|ti^ c% i-i Jc Ja segundi drm idci 

15. hi k j Q\tc cy. un CrtJffflHo ccmln en r ", Q\ic fin fiOfljtHim 

ilcntiHkiT 

kbi I'.mikk ic el ickn'cnu del nfur cilrfrtpi jw.i tink hvic^ dc 

vanihkv 

uit ...CuniodcliTmina valLWr. que ^nnti/acl inmnadcil 
vulnr cslrckliu'. J 

l^ r I’.xpl iipic vnikkn limckimi cl incknln de his iiinlMplieaElfiffCN 
li .iji i -111 y l’ pin a dcicrminar Im vnlorvt e\kreuii^ dr jn. l 1 . :F 
sujctB 4 i In rchiriL-L-um r. v. rl it . t \st H.iv nriik sl- c nii-Xl 

re sit it cn nl M\\ V r r) J i' 1 


Nffill III Df fi ID A 0 E10 -Ml t D 


d r: Muyfl^ n to Si ir. rur-Mwi. WjAqana pw qim Si « to. 

f^pfi pw .lOfl fj (VnffHPierM nil ftjarrpkl qws [OfllNMlp Hi niiiirw^ijn 


t. /Irr hi * j Hits 


/if/, l J /bh h? 


1 f i*ur r#u fmiSii/^dMntliki fwcbln tffftiniiHt tk hc 

f»nd«j -tfdrntnf itur /d*p jl * J * r 1 y vl ~ i % 


X 




d l r>V 


4, th f I b v, rl ft k^ l\ rl 

V Si fi I . v | Wei m ndi I It, >'l - If K W n I' ' br^t klc I' ^Lk ■«“ 

l i{ii l* pjks.i fnn hi hi. cnlnrtee* Inn f I r, lI ^ 


4. 


Si /Jo. hi > /Jrk. hi Cthtcn. cnt^mcC^ ; C* dlfcHflKbWc rn 
in. hi 


r 
























CAPITULOH MffAlO (If 


, Vl t mim™ relMivornlit.> / ^iiifcnacuMc a 
hj. M.«mn*ni^ s T/fa W “ <1 

^ £ t f es min itHH'H’n, enlunccs 

I I'm fix, >■) - /Q, 5) 

uHMJfcSi 

^ Sa f i,,, i ifM. admces V/( », y I [/%■ 


10, Si (2, Up lhi pufllutriltCOlie/y 

# 

f,.<2. If/. (2. I) < t/.ra If! 
rut! niLi-^ f ncnc tin punin -alia ett (2, 1 1 

1 1. Si Kt. yl ■ «njr + mu y, cnlimcwy ^ v 1 * ( D* fix, r> ^ J2 

1 1 . Si /i i, . i iK'iic dm miximns relations. rutniM^ r ili'K- tuner Mh 

imrittlMi liK.jf 


).{ Epeuentir las pnmtras derivudus piuvinlch. 9-IQ IIv.lIiJSc d I (mite, a dcmu^lre i|ue im clinic. 

f, fi l. 1 1 ” IrtU + v + 11 
l fix, V.sl “ \ 4 - 7 - f + v'PTr 


0, I tm 


2t v 


i. if m. II j ; + 2>- 3 


10 . 


mn 

liil ■«* m 


2jv 


+ 3y* 


H Ir*e Ij iir sii>. m dc b fundim 

1 /ltyf "i-r 

4 ni.ii - r + lv - 2)r 


M Cnlii.|iiL’ x, I lilts CJtvas de nivd tlk 1 In Hllteifln 





i rn. \y - v 4r + v ; 


t " i yl - r 1 +■ > 


I, Mjflnft un innqgi*. die ufl rlljpii ifc tic niitfl ftarji la tiJTi- 

tx* cbj j, prartca «? pmpwcinw- 


1 ** hHtrj a,, cun ^ * „rt«1 tte una funtuin f. 

***» hur un crnqim de la griJica d<? /- 


H. Uiw pljnth4tlr metal Pli sftuadacn el pljm- ■. % ^upj el 
leclaiignln IO.O« t ' ft. domlr i > y diinun 
melius I.j lumperaEma cn el ptfflW It, t »fn la plsndu CS 
Jit. yh liuniie T so mule en pratbu C T cNm> S* millicnvn las 
lurnpuraluras cn purlins con Mpacitioit ipiulev s *c 
u. 1 1 - 1 1 Mr.in hi eli Ij LuMa. 

Mi I'.siimc los volores-de lasderivadun fKiiyulcs I ifr, 4i > 

/lii. Li e ~,f'iiiilcs soil las numlatlrs 4 
ihi 1'istimeel valor dc £^/|6. 4f, tlonile u ll ■ j'\ 2. Inlet- 
|iii - [e el lesLilt.idii. 
icl iMinieel vj!<h Je T If 1 . 4' 


X 

0 

1 

4 

A 

R 1 

41 

» 

3S 

45 

51 

55 

2 

52 

5* 

to 

« 

M 

4 

7ft 

74 

72 

f.S 

A6 

6 

£ )ft 

ft7 

K[1 


71 

ft 



ftfi 

ftll 

75 

HI 

92 

m: 

9| 


71* 


U, IhlOtinnc iiita jpntxinufitifl linol U tfuftt it/w & la rem- 
ivialul.i Jl i. 1 1 del cjcfcmtu 11 itrta del P m '“ **'■ J1 l- ue l?" 
iiseln |iiM.k piinur la tefnpenhm ,,n ihhiih i*. ' ^ 1 

ll if I iiLtiriiire In* fnim«j|ii dmtdia I'aivitilft 

IJ, /U,vj v^i TT* 

IV tfUt. iff u Util 'f 


If u i f ' sun 



IF. K/i.v.rJ i* |nli| ► e I 
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o' 


HA CAPiTULO M DE^tVAOAS PA.RCJA4E1 


It. I^i tdwNbd Jr I -.iinjJn ^tic via]* |ntr cl fiur c% tin* lunetftn 
Jr la temperature v„i i m i L |jd y pretmn 1-xi luodeLuia pur la 
fifttciAfi 

V M-l^.2 + 4.(i 7 0.055 f 1 ► 1MHN>29r 

H134 - (J-Oinii 3AI I 0.01 6/J 

dninttk* (.' ts la sdoculad del sonido lcii melfo* pm wgupdiu, 
f o la lempenilura (cn fradn% CcKm^l, 5 e* l«i wilinidid, ct 
dettr <ia ctomtiiwiAn dr eleven panes pat mil, ki cinl 
i^uirir dair glMH-n Jr pn 141 U 1000 prj- 

fThii. ik -iguai. * l>c\ la pndunJidad pm abap Je U Mipcifi- 
nt Jd mar, en niclnji. Cakult <K"Vp 7~, of, i\ y ,! 'Vf> 
iUjthJo T ~ IO n C* $ -= 35 pane* pdf mil y D » |Q0 rn 
Y vpliejuc el si('Nifkmlft tMm dc tknviid.i-. purc-illlcs 

1^-7? Determine likv *efEuvtdaiidcriviubs pm daks dr r 


**■ Sp (i ' ■ ■' ■ /. AmJc x= p ■ 3/. : . * /■>.- . y : fi ^ 

um? la PrjjLa dc b tadena parj hlttur da/df i. 

it. Si c x ‘-en i + re". tkirtdc .v = i + 2/ y y < I* ferij 
llf III c.till!Nil Pilfil III!liar dvfto y f}w/iSj eumilb ' (> y f J. I 

57, StipniijM /r l v|. donde ■ i/'ha-. dn i m,.j(| r, j_ 

ff-Cl- 21 1- *11.21 * 4, hi I. 21 pi Jr.il. 2) * v 

Jr,I L 21 “ 10. - 7 y /.15, 6.1 -SC “aleuk n, y 

d;/f)r cuando i * i y r — 2. 

31. 1 i iiu -o un diagram* ck irbed para cipn:^ la re^ I a dc u 
mdcwi para cl i-avi illHide w - /rr. tr. i I, r H p r f. 
a Hf J*. </. r, *J y I' = H p m tf, i T js| luitL irino diknrtit Lihks. 

29r Si i m v t f(.t x - ddnEle/ci difareiiciilik, demuenmqttb 


It. /!.!,>■) - 4 *’ - tv 7 20 . := tf ’’ 

21, fi i. >. :> * i'v';“ 2?, c - i-CMt.i + 


ill it; 

21 Si; rt + ir . ifcmuesue qoc *— * »— “ « + -■ 

to to 

tl. Sq r M-n-1 1 * *en n, fkflUCStR H1K 

0l a '- _ i£ £l 

to rf.rrfj 1 rV rir 

25-19 EnctrcnLrc hi* ecuacioneidt (as cl plain.i umgemc y (hi dc 
raJm miftiiiil .1941 superfine Jada cn el pufltEi espcdlkadn 




.f 


I .a di^r.iituii I dr un KadH tk un Inin^ulu merL'iucntii anuptin 
ik ^ pul}.: el largi> V lie tsiu de b"- dcercec a r±rt>n ds 2 
tmlf s. y cl jnguhi tt i^uc ^uKticmkft Mf ifhfLiiicnla a raf-.m dc 
(IHS (xlMncs i, , fjik Lm riptJm Lamhij cl irra del !h.ift^uk a 

cujndo i - 40pU^. r “ 50 pulg > ** sp'<' 1 

ih Si : 1 0i. r-J. diimlr it “ XV. » >7 t 5 y Hienc w^unda*. ikn- 

vatlLis piin.’J.LkL^ 4 -Eincinuiis. 




4nJ- 


to to 



IS, It - v ! + lx IL-1 I) 

Hpi-f'wit. <0.011 

I7 + i“ * 2^ - - 5, (2.-1JI 

3t. !U() 

J?. n r.i i ( k k 2y + 3:. 12, —1,09 


42. Sf v- J * i . r“ . enoienirv — y - : 

to to 

45. Determine cl ciadicitic dc la funui'm r «. i.. 


44. tul i,CvMn cs un miiunn la dcnud.i diwciorwl dc f* 
<h| iCuindrtc* un mrnimi>? 

<t*i , rui'fcnd«i es <>? 

fell vCLuindn cs ht mii^Lil del vnlur mdxtntiV 1 




ffl ML Medunttc uno com puMdora, graficjye la ^uperfide x - -v' 4- / 
v 11 ptjfiu lan^cnlc v nccLi nonvul cn < 1 h 1 . 2 ) Clt lu luiiiiia 
poiMlIa I 11|-4, el dnmmii] y d lugar tie model t\ue una 

hijena Mfcta dc tre^ obyetc^. 

Jl r HciCTTninc k«i puflli^ cte la hipCfSokihk r : * 4r r 4 
demde H pbiw. fc.inrente pafakloal pim 2 1 * 2> + r ~ 5. 

f2 E r ru.i4ttitrv i/w o u lull + ir-'j 

23 r f Ji niir h ipfi mm^Kirm lineal ck Ijt lime km 

fi I, ; r fc v i ■' " ; : en cl piinio 12. k 4) y l-iiii e-IIm t'slime 

i, L 4 ,m»dMHi Wt , v l3.61p 3 + 'fT' i 3P 

M. Lm 4m ciKiw tk un iningnlnretldfluulu nmltn ^ itp y 12m, 
y H ttrtir piAihle #n I* medicjfm (Jr tuiinto intn In* fl 2 CPU cn 
cmt. wm> li«e difcfBKwk* pan t^Uniar rl cimf trulKiiniP tl 
vakif OiCUU) (le fal Cf *fea 4tt IniHfnUi f lh| la tie 

1* fatprirlhrai 


45-14 rk'lenninc hi ikrivada direixiLinnl tlu ■ cn d punto lI-il^i fli 
Fa direcftim tmlicadj 

45. /U V> - U i i< L 5d. cn b JirevcWfl hiKia cl 

fwnli>i 4 II 

4 i. fi tl v, f t %' 1 + 11 t + r, i I. 2. 11. cn Iji ililCLfpfa .if 
V 2\ * J 2h 


42, [MrfiuliK tn r.iitrin .1c cumHm miltima .li? i 11, ti i ' ‘ v v ^ 

L* I |PLIIll|. II li , ( 1 1.11 1’* MP LliM.1Ll.lH,’ 

41 f iHMHilff iinlpiwiMirtt-nlBLiitil fU. i, . i .-<■' ^ 
m i .up.. mpidc/ cn ct [M "" 1 i ( t. I . -t ,4 ’"t 1 s ' ls 

mi rcincnl4i rnaiAimji 4 

44 II iti.ipj J< lUfvat, Jc mvcl muf'lf.* la ll-WiJ*J .IcI ^MPl 1 ’ 
ill undo* Jiptanlc fl IPUfai-api 4nJin*» .IfI - J Jc ' 
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CArtTVLQt4 RIPA&Q ||j| Ml 


IV *. 2 Ccm el. «tfme el vftlur Lie J.1 Jcrividi, diiwciunat dc b 
fflpUea vitnro eri I InroeMead. PlttrlUr, m In difc^cirtn 

del fiurJiLintt. 



h_I_H ■_I 


0 un Mi 3D m 

iDi-kfiAcu lii imlltiR 


PHm. LTlilice utut ritlculndnrq o una compuijiihini pnni dihiijiu 
*> l»ien rel piilMihJo Je Newton 0 un Mstemu ql^ebrinin 
compm^ionalj. jura Jfternnnit lo> puntut crfflccn dt 

" II f lih - 2-f ' ~ S|> f* ipitninstidin J rrc. 
cifras ilcu malo t.uc|o cI^iFiliul' los purtnsaitkin y 
determine el punlo mis alio ert la j.T.ifka 

S9-fi? C un 111 is 111 u lu|)lm.:idoiro Jc I iijihirijjc. dcICnninc los VJihtres 

rih.it; Milos y hi ([limns dc f sujclu q I,is tc since ji mC5 tUtd-iks 

S9, i v; 1 + y 1 •- J 

»■ /lx.*) - i +-; -4 + -V-I 

x y sr y‘ 

41 . ftx.y, ■) *y*i i + + T ’ ** % 

61. 3 - a» + V + 3.- J ; 

x + y + s - I. x - y + 2x ^ 1 


SL jVtennme Jits (Niuutiyiics piirum&tricqs de hi itelii lungcntc en 
d junto (— 2 . 2 . 41 n In uunro de intefteeciAn <Jc la superfitie 
: - li" - r y cl piano r m 4 , 

j ; ■ >J Cilpde h» latuffs mavmw y minima reljioos j el punn> 
w.Li Je 1 j Tuneidn Si ticnc un programs dc tninpuin jura eki ho¬ 
is pfjJicaKridimen^iortnlirs. (race la funcinn ct’n un dnminin y 
dpdc iim perspective que rcvele todos Iflii upecltn imponinles de 

hhKidn. 

n. -P-r - JIT - v' + 9.r - 61 + ID 

0. 1 vl * 1 ' - try + 8y' 

^ f 1 1. y) — icy — - tjr 

^ /' i, mi ■ It" + yie" 3 


'' ,L ' A Dtfrmiirkc krt valorem maxima y ittJnime absohrfos de fen 

D. 

& ft..-,| - 4jr yJ _ # y _ lu reaidfl irinnsularecmidn 

d pfann xy rein vertices (0, 0), fO, 6) y ffi. D) 

(I . jy*|; 0eselditco.i l + * 4 

'' 1 * ir * tiitiis li| 0^ dc mv|1. fiflmi 1 ". P*™ f!l|i " 1,ir 

y mrnim.™ rclrfivt.1 y lf» pur^ “ Jr 
• J 1 1, L y* _ 2 v I.uegt) metlinnie el ealCdfO 

1 "* r ^nie«iicii l TtwnM‘ ht* vaMe« 


63 . Ecteuenirv Ins punlns scibre hi wiperlieie .ss 2 ijur mih lo\ 
mispcreanits -il uri^cn. 

M. Un paqucLe en l«rnu tk una sjj.i KVUnpjJw wf pUcde ensur 
a times del'S fnsul Service Si hi sumj de vu tiiryn 5 et 
pcnmeiM tie una ■eecifin imttriul (wiendltruliral Ijx^l. 
es IlHt juily mind ihjmitio CaLule las dimriuinncs dd pjLjue- 
1C c™ cl vihlumcfl mis gmutp tjui: sl> puede envur pnr p [ n|uclc 
postal. 

4S, Sc forma uu pcmdgunooon un inin^uk. iwstelei y im 

Kddngulo^ C'i.mH^vc ilnstn cn la h(tun Si et pcnlagnno licnc 
un jenmcmi liji> P. ikieimiiV las I. >rijji 1 uJev dc k ladrn del 
pcntifitwniuc nutimice rl jjejdr 3 j tifura 



66. Unn piiicfeiili. dc uusu rn sc dcsplm/n oihrc hi sttpcflls ur 

- =/(.L. vl Scan ,i - fid. y - V in bs coonientidu 1 y v ilc la 
purticula cn el> uempi'i 1 

la) Calculc el vcviiif Jc k vcWkl.hl s v l« nctgli cinHia 
K Im | % | f dc ta p,m il ula 
1 hi Detemihnr cl ttetonk ta actlemriiki a 
( C ) Sen: t i 1 y - reus r. viri - r sen r Dcierminc 
cl vector de In wl«idniJ. b enerpltieintftica > cl Wlnr dc 
hi iKdinvklti 
































proslema; adicionale^ 


I* I n nrcliflgljfci de J. jitm Hliij IS' *.urij eti tualru pc*|U£ikfr tCti-ms-uili ^ pi* malm .V 
dtis recto* panic Ira .i lm I ikutf ntre lm vjliitcs vfkmrno v m leiiithi ck la .uribj dc lit* 

luadfaJn* Je Ids 4 RT 4 V ite W rcain^tK mis peqnCTim 

2. Lns bongos marinox ftm drieionuado qne cmntfo un nburon dn^ia b premia ik- ,m^rc 
cn el agua, nsdien b duc^t urn cn b ciol lu canocntixi^i ik rfla sc incremcnla aw mayor 
rapide/. ton htsc cn dcru*< pmch.is, Fa i.niiLcnerjei<m de sangrc (cn pouffes pen niillriiu.ciLd 
pnnlo rii, yj sohrc Ll uipeiliue del iipuj ik- mai csde aprmmiiidariieme 

CU VF - 

dunde x >■ v ve milieu cm metros cn un sisleim dc cmtfdCilsuJus Tcaanyuljiv^ cun b fucnlcdc 
sniyru en el ori^n. 

r li 1 Idcmiliquc b> curias ik uivel tic la luncum de concentration y yrulique harms inii'mhnn. 
Jecstin lamilia junta Ccm nvi fe i tfayecloria quc un liburtin si^ue luski donde -.c enenemrad 
nneen tk la simyri’ 

ihi Sup my j que un Eihliniu eski cn cl punlii 1 i . v.J euando tkleela pit pmik-i.i U"> la fm^ejs- 
ciide vinjfrc cn cl jyua (V unuoruaeiAn de l.i IrayCeEnria del fihuron pbrlcjiidi ■ \ rc^el- 
viendo una OCntidn differencial 

L l/na pie/a torra ife swen* yaltam/ado dc w pulyadas dc anchu %c iiene que Jobbr en forma m- 
meiriL-adc ial nianetj i|Uc i|uoden lrc> lad®* redos % ^ t'ueroe un vdiulun que nU-^ilojc d jl-u-i 
dc ] In via. Se muesli a mi.i sfedtin Eiii reversal cn lafigure. 

lai Determine las dimensioncs i|uc pcmnien un fluju miximn posihk; es deed eakulc las 
dsmcnKitmo que dun d area maxima pudble de Ij hcccitin 1 numeral 
1 to H Sen.i mejinf JnWai el iiteUil de ml niuncm t|UL- quede un cams km dc .=;i. u.t 
semicircular que unu hcccinn Ininsvcroil dc ires lados', 1 



m - 2 v 


V 4 ;.Para que valorem del ntinwro r*\ cominua h fumrkrn 


en R ? 


/(i. v.rl - 


U + r + rp 
+ ,v-+ ,- : 

(I 


si fi, t, -I 
si lx, r| 


0 

0 


5, Suponfa que f i‘t unu (uncivil dilelcliciabl'c de ulia variable. [Xmiuc^liv ipie Lodns l>^ j'l.mos 
laiiyenies a |;i supcrficie , j kfi v/.\ i sc curlnn cn un pumo conn] 11. 

fe- ku Fil melody dc ISewlim pua ii|iinxmui him nM> ik mu ccuacHMl /F^ M (vt-ioe wcchul. 1 S' 
sc pi ivik' udaplitr pin a upiu\imui umi Milucidn dc un sistema dc ccmwiimcs 01 ■-1 E> v 
yF.t. h i - 0. I jts huperlicics : - fl\\ y\ y ; — fflx, d sc ei'rbn liinmiuiln mu unwi que 






















PKO&LEMAj ADICIONALE * 


icn*\a j| piano ji rnci punfn I/, n. ijucc* Ij tofcicttifi itcl Msitnu Si uiui upmiimin am 
■nici.tl i 1,. y,p «cd l'CIi, 4 Jf f^tc [wntih cnbUOCC* kw plant* lajljacnte*. .t J.* supe-flit il-s cn 
f i =, i I w LiNtHn rutniijfido un.i reUa tjuc miL jI pbno *> fill d punti> It. i ; | b c I did Jc- 
t»f vrr Ituis CCfCHO a ir. 0 . |f ■ ■ 111 p.M C COO b ti^uni 2 tie la SttoAl 4-S,) rkmueMre l|lh- 


ft) _/• 't 

f* V (tf 


y 


>i 


Vi 


/■«? - /tf. 

/.0 “ f-U- 


dondc/. tf y mis clcrivjkln* p.irciuks ic ojiliun cn (,v r . >’i. 1 , Si ciiniiruia tun Csie privali- 
micntit sc nbliciien iipriKiiiiiiciiiiiKS MJCCJflvjis |n H y„ i. 

ihj Thtimns Simp^m i J 7 |fi | 7 f»l) luc {|iiicn Inmullrt cl milodn dc Ncwinn cmim >c tdiiiKt 
£Lho™ y <|UiL 1 n 111 jicncrall/o a lurwkirtch tie iln\ Variables tumi) cn cl musth ui ( Vlm-sc lil 
hiognifia Jt Simp^jn cm la ptipimi 54)2 1 1:1 tjcni^lo tjut di(j pura j hi Mr.if cl iiii'IikIo luc 
Iji resolution del ^ititniu etc ecLuciiNics 


x' + v’ - low jf' + y' ■= 100 

Ert fliras iuFabr.iv, eiKunlnV In* punk* tk minmion Jc las tunas Jc l.i ricur.i Aphcjnc 
cl mc!tx!oA.‘l inttsuia) pntsikular la* tuunltnatbsile In* pintiv- ik intersection jpioij- 
mados a xis dlrus dee mule* 



7+ Si lu dipsf jt. <i : + Y z b ~ I c*fti irtcluuLi t-n cl circuits r + r = 2v. <:quc valuta lie \ A 
mimmi/jn cl area tie hi clif**. 1 

8 >. tfmrc (ndm* lm plum* t|uc miii lanecrue* a la Miperfitie i “ I, cncuentre In* mil* alciatk* 
tlesdc cl oriyen. 






































15 

INTEGRALES MULTIPLES 



U ifUfl^ral dobl* dc m a fandfrt poiitiva ei ur> vttlurrwn. quc CS *1 
forme de !a luma d* irt*lumcrw!l <f* Iji column^ r«tanjt4iar*i 


Bn CMC cipTlllto w aniffira la klea ilr lih.i integral dcfinkla para ifilcer.ilo rfuhlc* * tn- 
plcs dc liafunmsi dr dm u I tt% variable*, B.sta* ideas sc Cfflftlfitn L'niunrts pqni vakalar 
voli'inu-nrs. iiutvus y iciiinmk^ dc regions nuiv gieneralcs* I^+s crmswlenidas cn (m v.ip 
m Em fi y h Sc anpkr.m UtniWti mic prates dohk* pam ukulur pnihahilidaik's cwmk* 
Iwy dm vartaMrs alfoiivrins 

T.iiiihicrit %c vei-ii quc las oHmkniKfjis potsfC* wan uiilcs pam calculnr iwicjti^lts d* 
h!i". atbfi- .ilpuiH 1 iipm ik lepPMiu iXd nimim motln. sc nilhuliurn dm niu-vm si*k 

mrtsdr . .. mi rspiirnp ... mtwdciUHlas t ilfitdnc&s * ttKinlttiHuIn 

r in. .L r|!iF inip!jIlian t! rale.tk inlcgmlc- Ifiph’* miIw ckrta> rq-mnct s..I«Ms 

111 II- r pfr t'lKlrPM toil llc i MCmJU 
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1 ^ 1 1 INT 6 GRALES POB Lfc ftECTANGULOS 



< iisi ilv I,i mpsniLi mancfd 4 ijc cl imcnui para resolver cl probknm dc area cnfidujo a la dc- 
iiihmi « i wia hlk'lje.l] dclinida, almra sv buM;o Jererminar el vmlunwn dc- tin Nt'dido, y ea 
k pn'icso lie llcgn a J;i dcfinicirin dc iniq;ral duhle. 


REVISION DE LA INTEGRAL DEFINED* 


I r in left l sc rctordartfn I os lu\hH% bdfticot rvl.LUonados con i m l~ l* f .ti-c dcti aulas dc una 
Ili variable Si fix) * define para u ■ i ■ h, SC cmpic/n pnr dividit cl micrvaln b\ en 
tf suNfiicnalus | A ti jjdc i^ual aiuphtud At ift ti)/rt y sc digcn purlin dc nnuestn 
' CH cslus Nubmler\al(i>. Enhtices sc It chili la suma dc Kkuunr 


m 


S/i>r> ajt 

f-i 


Si sc mum cl limilc dc las Mimas ciiarnlLi a * **- para obiencr III integral definida do f dc 
fj Ll Jr. 


IS 


lim ^ fit?) A i 
J* ' - .-i 


l£:n cl case especial domk/UI ! l>, la Mima dc Ricnianrt sc pueJ l- micrprttar comu la sli¬ 
ma dc las ureas dc los rceiai»j2tiU>s dc apmuimaemn en la ligura I , y j /( 1 1 dx rcprcicnLa 
cl a ret hajo la curv-a y = f{ vl de tt a h. 



VOLUMENES E INTEGRALES DORIES 


th- unn muiera simitar <e Jem «n» fumUn/it d..s variable .fciiniJas cn an m- 

lingulo cefwrfo 

k - |«.ft) X Ml - >•> e «■> *1 * ft. <• « > « Jl 


,1 - II. Iji gntlk'a de/ esutt superikk ermctiucifa e -/tsyl. 

CffiKZS- " *>'-*■* ■» ** 


s - {ll. V. e R’ |o * ff * /U rl. U. y\ e ft\ 


i c. I H.b.eiivtf I"s hullfti cl Vitlumcn tic S. 

IVf»« la e | arttaMk. If cn Mihrcvliinsutoe. &l» « h*x ilividiciidoel 

m Z | . , I A* ittaalan^hUHl A. - 1 * - .)/« r *•»«; 

. .. V,l* . . . *r - « - lVn Al d,b “»“ r l,,H! “ 

dn |f. **J efl " __ 
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CANTULO II INTEGRA LB MULTIPLES 


parakla* a I'* ejcs ci*wdcfu»d(» p* lo* purlin finales dc estn^ MibjnferYiilm ltHniJ en ^ 

14: Lira 3, sc ftmium Ins Mibretiaiigulus 


ftj - u 1. J,| X - {U,j>|^f t:« 3 Sm« jr* yj 


coda 11 no cmi jfc4 Art AiAv 


MGUtA 3 

DiMMrivi iic jV t n ^ultfcsiiin^uRh 



Si se eli^e el puntfi mucstnil v.H on cudu A/, cniomcs sc puede .ipi, ■ - im.tr u 
pane de S quo \ace nrribu do l'ulJ.i M, median ec mu tuja reeii-m^uiar (u "tuluinna kud 
hd.so R„ v nllura c-mlld sc imicslrn eri la flgum 4. iCuiEtpaic uu Li Iililjiu |j 

El calumcn Je estn eajti c* hi allura tic La caju nmltiplicada ptir cl .mu do l.i kisc Ltd 
rcctangulo: 

fljr*.v*M AA 


SL sc sigue csic pritccdimicitlti p«ru los recta ngiiJt* > suinan lias vulLimciics <k- i.i*. tjjus 
oonespoedemeic sc ubltene una .iproximacidn del vulumen total de S 

ID v~2 

*~t I-1 

(Veasc fig. 5.1 E>ia suitva dobfe M-mfKjquc pirn ctfta suhrafttaipiln ^-esaiua t en d jhhs- 
toclegido > sc multiplier pur cl area del Nubreciingufo. > luegu >c tunun ! ■- [lMi-hW 



ftfitit A 4 


MlitA 3 
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^ - 1 BHMte floWif cn (a Kuacc^i 

■J^I, M doW* « »** ■»» Bn 

J^tffWiedHeeilwwa hfpsa 
J^ii^aiiUwiy^w' fl laJ-cwtiar 

^ pjMiiiMuWtl 


t 1 ’iiid «HiEre in ifetincifin 5 

. a *irw;rfSn fle unit laVgwl simple w to 
uPttZ 


1 


SEC CION H.| INTEGMLES DOBLES SOBft I * EC r ANGULOS 


♦ SI 


I 4 tnimi nm dice quo l.i apmxifnwi^n i!,n!.i cn (})« mejor cu-Muk* m y n creecn \\ pot 
,n ,an l®. « cspcrima que 


r<) 


V tun S X/(4.vJ]W 

* H " i-i 


Sl ’■''Li 1 .1 dtprLSiijii ilc laeeuuci&n 4 p«rn delink cl voluinui del sdlidn S que y:n:e ik^jodc 
A pr.il ica tic/y nrriKii del fccfiiiiguhi It. |,Se pnedc demosiiur que esca del in Lenin es enngruen- 
ic urn Li litmmhi pani el mill men dv l.i ^ccricin 6.2. i 

l4i\ liFiiiEeH dd llpo que iipiiiccc cn b ceuaiiiin 4 ocurren emt rmucncia* nu Mik> p^m 
halLn uiliimciity Mimlaimhicn en diut'.ii HiiuKitHm.conm ^ sim cn In action 15 5. 
im liiui iiiJivlii / nn es uiia funeuw pctsifhit, \ni, >c huu' h siguicnle deluiKnm, 


HI MFIWCI6H Iwj in leu. ml dnhlc de / Mihre cl reel insult * es 


H / - Ifm ££/(*£»#£} M 

- K "■ |, "i-i;-i 


m entire cl limits. 


i -j- rjptt M Wriflto la nnfBQpai 3-5t)*e at 
m*-# utncwqulu <fc >gu4ri tamano. 
aar-j ■ jfic c^pJaida ■. jdi etianoulos R de 
wnfei^uai (tow entonefts heiress lemto 
v. w? o ^ 'guv. mc. dimension^ se 
n wmm n 10 as at praecsa esrablecti 


hi .ijimhcatlo precise del I mute cn la dermic nm 5 es que para mdn numcm t 0 ha> 

mi CMCfti A’ lal que 


/tx vIcM - £ £/(«*>•?) A4 


If 


i-lj-l 


< K 


porn Ins enleros in y ts muyoro que jV y para cualquier elecdrifi tie punii» miuestrafes 
|jr *. v.*) cn tt .r 

Un.i funcion/ sc cknomin.i intcjiriihtt si c\isle el limite en l.i deliniuim 5 En fur-^tk: 
ciletilo avofizado sc demucMia que Mbs las tuneiones conti niu^ von iiilcgfablcs De hcvto\ 
hi mtcpr.il doble de / eviste siempre que ; tkmtasiadd discofttinua' Hn panienlur, 

acolada ksm cs, hay nna cnnslan'c \i tal que 1/It, yji 4 \f p.ira tndii 1 1 , yi cn ff|. yt 
CL it nit mini ahu euceplocn un numern linim dc eurvas suavc^. entnnecs / iiiiegnihle so* 

lire ft. 

Se pLiede cleyir que cl pi.. mucstml (i,,, v*J sea ctnilquicr imnlo cn el sutmjeilng.ulii 

f( pern si se dine que sea la esqnirm Jtuperit>r dereeha de ft„ la saher. {.i„ v,)* v^ase figu- 
rii M enkinces la expresi^n pani la inlcgml dtihle « simplilica: 


(B 


1.1 1 tl.A inn £ £ fix., v, I X-\ 

- * ” , -11 


A | Ll3 nipanir las (Jclinteitmes I y 5, cs ulniu que l.h vulumeu poeile e\pre«iiM.’ coimi 
i mu irtlc-yn J tlobler 


. . r t ^rin mies el mlniui'n V ilel si)luk>ULie vnee urrihil ilct rei tantmln ft} 

St fi fc. ^J 

{lehiijM dc l» supcrficic r ft e, vl cs 


V ||/H. tb/1 

I 






























TH CaHTULO IS I’NTIGflALIS MUlTlFlES 


Us surna ilc Li ddinicitiu 5. 


i i/t i.Vv.TiAA 

1-1 *-l 

■i l' ikiinEL suimi th 1 Rienmiin dnl>li? y sc emplLM nunn una apniKimnekun del v^lm i, \ u Jr . 
tcgral liable [Observe h Mini lit Lid eon la swim Je Riemaiui en 1 1 ? para una hinuhndc uikl 
) arinhlc ) Si smedc tpie / Cs una Iulkhih /smin u. affiance la smxu de Ricnunn L fo^le 
represent l.i swim dc vdtimenev de Cfiliuruias, curmicn b figura 5 r y es urn 
del vtilumcn hajo la grfilk'B de / y drnhu dd rcdirigulo ft 


11 

1 

IL 


P i>2. 


Jl p3 

Rjj 


1 


— 

fc (2jj 

1 

Hl.l! 







0 

1 2 r 


EjEMPLD 3 I Mi me d volumci! dd srilido L|ue yace arriha del cuadrado 
ft = [O, 2] - \i\ 2\y debajo del paraboloids: dltytfko r = fcb ■ - 2r Dividu m 
CVfltTQ izuadrjdi* iguales y dip el putt) muc-Ur.il etffUu 3a c^mru superior ikreclu dt ^ ik 
t uLidnido B<ra|ueje cl scilido y la** caps. rectangular* de nprcuumacidn 

MHUCION Lus eimdraikjs sc muesli™ en In tipirsib Fil purabtiluuk 1 es b gralieu dc 
/It, v) = lb i 2 y~ y el men de ciula Ckiudrudu 3 AI .ipmumor d Viiluiiicn 

nicdbnic .la soma de Rienurvn t i.ni «i = u 2. sc bene 


■p 'ii 



Como solidus miles 
se usan I ft, f >4 y 2 ^i 
ckucEd es 4H. 


MOURAB 

|jht Jpriiilimjit; N-Fne-t dc mhii.i 
dr ftifr/ruOh al \ntumcn ck-hd^r Jc 
lb 1 2 r v mlvcn mis 

eidctai cuutdo Jncrcmcnlan mp y h 


lb I rjf IP 30 JJ.B7S 


IL^N I * 


MGURA 6 


racuRA? 


l- 1 2 I! / 'J A A 

r-l^i 


fit- llA.V + f«L2>A.X + til. IIAA - |U. ZjA.4 


fcsle es el vniumen Ul- laseajus rccliingularcs de apn^imadbii moMridus cn b liyur.i 7. r 


Sc tifclpcneo mcjorcs aprnximadones para cl volymcn del cjcmpln I si sc inuTcmefiEj tl 
ndmcrodf cuodridi^ En la ftjjura K m: nuie^ira coitions columnar comierpzan a ims 
apro^irnm-Uxie^eories^pndientes se vudven mas esacMs -Luanda 
jrih cuudrados, Ert III sig.uknk* seecidn w pudra mustrar t[iit L d \ 1 lumen 




i T j i}f«PLo j *- '}, rviiliie l.i ime^iial 


jj v /r^P*M 
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5ECOON It.* il^riCMLES DOEtLES fO(*E RitT ANGUlOS till +1S 

lOLlftlftin SsrtadiffeijajlMj! c*Ca mlc^ral de m-wera dirccU j pumr dc la delink^ 5 pc- 
j"** 1U M ■' t * UB y J ~ l ~ ' 0, « pintle eislmlyr 3 h integral inicrprciundota cimm uti y*t- 
1,1,11 f> "" l * v‘ I a . ciiione i + : ] y - ^ 0, asi ijiic la iniffiml duhli; tlaitii 

cl Vfltomen M sdlido & qu* yuce debajo del eilindrociieulur y + ** = I y 
m '™ iM r «'nr‘iSUfo tf. (V6usc %uta 4.i [;| volumen dc Jus d divatie un scimdrculo con 
j.k io | inii||ip]icuda pnr lit Ion guild dd cilimlrn Por consign iente 

|| \ I - T ; M - : irM) 3 X 4 «■ In u 

M 


ftlGLA DEL PUNTO MEOlO 

I ai\ que ^ eimplauwi para uproxumir simples ireglji dd pirnto medio. 

rc|il,i ikl irupocio. itgla de Simpson) lienen cunlrtipano pum i meg rules dubics. Aqui sc 
cinisideni sulii la regia del pmitn medio para integrates dohles. I sfo si^nilicn s|u l- sc usa 

. . h H»m dc kiemann tlnhlc paia npimmiiir la integral duble. dondc cl puntu mncsira 

f-',!. y*) cil R t/ si; dige uunin d ccnlro \ .v„. vj dc R ir En ulras pulahrus^ V ts d punici me- 
din dc 1 1 p, ,y] y v, cs el purtm medio dc I y, i. yj. 


K6GLA DEL PUHTQ HIE DIO PAHA INTfGRALES COBLES 



ibniif t cs d pun to medio dc 1 1 . i. i.J y y f es el porto medio dc [y. u ,'jh 


^ EJEMPLO 3 Use la reytu dd pi into nicdin eon tu = n*=2 csiimar el valor dc la 
iitlcgrai M, lx ~ 3>'~) dA, doiidc ft » {l.v, yl |0 =e ,t * 2, I y ' 2}, 

tO LUC I OR A3 usur Ea rCttla del punEn medio con jii = n =* 2, se cvj.Iu.1 /I *. > 1 - i - ?>•' c* 1 
\ m denims dc k>s rnatro mbrCCUuiguk>^ mosirados en la figuta 10 Por lo umo, i 
h* j, Xi — lyyi — irca dc eada suiireclingulo e$ 1A « As! que 


2 2 

|'f lx ~ fy*)dA ** S 2/tin ft) AA 

#4 I ™ H f ~ ll 

* 

^f[x i.yi)A/l +/(A|,.VsJAA +■ /{Aj»V i)AA + /t'-.y >^t 

=/tiJ}4A +/({.!)« +/(M)iW + /i;.!iai 

= (-S){ + (-®)l + <-S)l + l -» > l 

=» - V - -l UTS 


p,*r |>> ijiiiit. ococ 


ff l.t - 3 r-h» - - 11.875 


9 ■ 


uriU | |„ asuiwlc «wkh«« ... » m t ' ak “ l " r mU!S “' 

, 1 J , U(M0 w veril t|Uc d vaiUir ewidn dc In imcgr^l dDW* del eicinplo 3 es I-. 

* ■» in** I • VOllUMO « vjilKlil Mlk. 

meuwrrc J , mu him.. 1:1 irnvr i m I ■ I I dcmplo .1 noes o»u tun- 

. . . uu ,\ 1( | nn ... I n l.‘« .. ■ 1 > k ‘ |J 

t'*, ("""'"V ? It Ins ml^mks .k liintmnt' ... . ' ,M1 1**'’"''" 

»« >*»•* tmln MtnHlitt|»l o de b hguni 10 « 
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CAPiTULO IV tNiT-KpMl.EV HULTME& 




* 4» * *l 


Ntimetade 

luhrcsi^iguli^ 

Apmcirtiackiikps 
dc la icgla Ud 
pum«" medio 

1 

4 

-II5000 
— 1 1.»75*> 

16 

-II.W7 

64 

-11 w 22 

256 

-I I MW) 

1 _ 

-11^5 


cuttm mds fWi|Hcflcw eon forma similar, mi obiicricn la* :ipro*imadcincs tie in ^ g | aJ | .. | 
pmuto mcdin mi mi rad lls cn la gnilkiulcl i nsi rye rv, Observe t 6 nn»Mii'. apmxirnatifm^ | U:h 
i.lu -11 ;il valor uxiii'in dc la integral duhle, 12 , 


VALOR FRQMEOlO ___ _ 

Rccuenfc dc la seccLdn fcj que d valor proffiediu de uiw functfn ; dc uua voriahk ski im 
da ttl cl interval i | a. b)c& 


.A* 1 *'! 


if; ti »-‘ 


fix) dx 



h g u n a 11 


Dc ona manera similar sc define d valor pr-mnedio dc una Euncimi i dc du\ \arubL-, 4 . 
TmiJas i r o un rccgiiiigufci H coma 




■lIimiJl- A Ift 1 cs e| area tic tf. 

Si fix. 1 ) ' IK Li ix’lmv urn 


Al#! X/^ - J| l ix.yitfA 
* 

dice que la eaja cim have R y ahum liene d inknin volumen que cl sulidu que v.ia- 
debiijt) dc In gratify dc f. |Si : = fl.v, U describe mia return mnn Lifts ssa y sc corian le-. 1 
mas dc las moniaAas ll nna alturti J, entonecs sc puedeu us nr para llcnar U*\ mile- -k 
mode que la vegtim sc vuclva ctimpkiitiricnJc plana. Vcjsc figura 11 j 


CjtMPiO 4 EJ mapu dc cooADfiios dc la tigura 12 maestri Ja niece, en pulgiiia^ qw 
en el esladu dc Colomdo el 20 y 21 dc dieiembrc dc ZEHNS i M eMudu iicne la forma dr 
un rectanguLo qne mule 388 mi I las dc neste a esic v 276 mil Lis dc *ur a norte, I Use el 
mapa dc crmlnrm^s para cstimar la mew- pmrncdio para e .diHatln en cu>s di.i^ 



FIGUKft 12 
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SeCClON is. I INK (jRALES 008LCS 506*0 1KECTAN&UL05 |||| fSI 


v *£ 11 ^ uese d tT rif!c;n cn la csquinn Miroustc dtil cstudu. Enlonces 0 ^ jc * 388,0 < 

lc j “ ’’ ' f l '_' v *** ' Ll cn puljjtuiLiv, cn on lupar a.x milla% al Cite y i rmllio. l! flm 

*■ 1 ‘ n l : ' !n ■ i ff t'l el rcci;ingnlo que rvprcscnia *i Colorado. entiHiecs b rueve prumc 

i. to pirj cl esiudo cl 2l)-2l de dicicnihrc lue 


/r™ 


1 


Atk\ J 


A /ii. >i«M 


Y'" 1 C 1 ^ 1 ‘ - !fx Para esiinuir d valor tic cm a integral dub'lc. se enipIcard la rcglii 

ilcl punlo medio con m - ti = 4, En oirus paJabriLS, vc divide tf cn I ft MihrccunguLns de 
igUdl MriuLim, como cn la lij?ura 13. fit area dc cad i vuhrectangulo c\ 

<i.4 = i(3S8H276) 6693 mi' 


V * 

2761 


FICURA 13 


* 

V \ uJwQsfl 

;rN\ v- ~T 

jm&\\ d a 

W * u 

■■. 3 5 

* 

1L 


« 

13 . 

* 

| i: iJ 

-24- 

jpcj\ m \ 

1 1 / 7 * 

4 

iir \ | 

* 

4 

\ 

- M 

! VV 

- 

_24 k JI 

\ Cy ( 

\ 

4 

- 1* 

• 

fi 

. A 

» a » 50 * 

K 

» 

i | 

* i 


,\l usar el mnpa dc coninmos para cslimar d valor de/en d ccntro dc coda suh 

rrelangulo, *e obliene 

" fix f)tiA *- £ tm.mA 

J ' i -1 


^ Mia +15 + 8 + 7 + 2 + 25 + IH.5 + II 

+ 4,5 + 2K + 17 + I3J I 12 + 15 + IM + I-'I 
= rf/i93lf2f)7) 

p fir k Marti". * 1 "" (JBNH276I 

^ (( ^ [Ju IL . Ml f Trr « Hi- 2*HKi, C oliinulit revihirt uu pmim'din de apnftKiinmlaiML-iite 11 

pulfmlm- dc mevc 

























































MU CAPITULO IS INTEGRA LES MlXTlPLR 

_PROPlEDADES DE I NT6GHA L ES POBLES _ 

Na' li>l;m [rirv pmpietknk-s de integrates Rubles qoe se puuden pmhar de L, 

IW"' <■" if vwuiift s 2, S« supine qw u<«la» las integrates existen. I _.ls pfttp K -j^ t T 
y K vd timpccn tin hi » fintulMtid tie h integral. 


m 

■Srigpfyr*. SC ^GfOpaTUfi tiM f5J 

JPJfc Jr* 

LU II «/(*,(W = t || fix, >) tJH deride e es una cmistanie 

JJ // 


\\ I/It.v) + gix, yjjiM = Ij /(-r. v) dA * || g(x,y}dA 
"i i V 


Si /It. vl - <j(i. U |>ara loda (t, y» en It. cnitmecs 


(»J 


|| ftx,y)dA S= || ijl.v. y) JA 

0 "j? 


15.1 


EJJRCICIQS 


L- W Es-timc el v»] iimcn dd ndlidu cjuc yitcc detoiju tic la 
peri i tic ■ * a v y arribn del rctfringuh 

ff - <U vl|l> - t : ft. U ■ y A\ 

L^e uru vtiimi dc RLcituiim cun m • K rr 2 y lumc el 
pumu muLMi.il ... la cMfuinu superior dciLMha dc coda 

LuadrjJ<> 

ih\ L« b rcjd:i Jcl piinEu medial [Ur.i eslLinjrd VOllinicn ilcl 
Millie? dd Hucrwia), 

2. Si ft ~ j L 3] < [0. 2], g>e mi.i iuiiKi Je kiein.nin yin 

j>r - J, n - 2 prcu cMidiarcl idor dg l! ff Iv - 2 l i rM fu¬ 
me la* e^iuan^ mpeiwo j/quicrdav ck Ip* euadnidi^ eorao 
Jrn puFttOS muevlrjles 

3, J* t l < uru sailTU ik Ricritrnmn con At fp 2 pani CMltNutT d 

\nkx xk i! r tmr t - yl */4.dr.mk tf JO, w ] >' [0, v} TW 
me -.lit tMjuiflai mfen^ iftfutffda* vihimi k»t jHinim 
mseturnlei 

h(. L *e ts rtflj del fwinUi mediit pju,i ettiuuf la inrcpriJ del m 
ciVj fi|i 

4. Fvf;iIi<7 Tl ■ 'lumen <if I u.Ink h ^ jh . t . 4.lkl>.iHt tic Id ^erfkic 
r ^ i + 2f ! y del rttfinijiiibfe ■ fn, 2| k fft. 4 J 1 Im, 1 
m-ia uimji tk Rkmann con m n 2 y a Inv fttpkltH 
mffcrHTfe-\ Jeicshfls. ^mn U*. p^jntr«\ munfmln 

>h( IV Ij frpjji lItI pontf. mrdrn puFu cMimHr H vfilumm (kl 
meiMi- lii 

5, V Ij tin* i.ihl.i .k -akifr p *p,» lifm fum n«n ft < vl ilWHliil.i etl 

fjj Kiffinw u # /it. i,i^ f*pr FPicikodf l.t ikl piiiihk 
med in l j rrt m tt 2 , 


<l>! E-Stimc lit inte|J-.il dsibk- cun in - Fr 4 \ ciija Km punCi.K riiits 
alejacbs ikl arisen tomo puntos muL h sirj]^. 
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1 

> 

3 

4 

1J0 

2 

0 

-3 

-ft 

-5 

1.5 

3 

1 

-4 

-8 

-ft 

2.D 

4 

5 

0 

-5 


2.5 

5 


3 

-1 

-4 

3D 

7 

» 

* 

3 

II 


I., Unj ilbcn dtf 20 p-Lr* fh^r 30 p1t> vc llcvil Ctwi U pF , >'- 

Snisdid-id Ml' mitk' J inEen jI-uv J f 5 pi fSi cmpc/aikltl fin UTfci 
tk la jlburta. y tf re^Mr.m |us oi viU Li^J 

I'Mrmc d Vuliimcn ilc JiUi cr I4 allXTdi 



0 

5 

Ml 

1 

15 

30 

23 


II 

Tl 

.1 

4 

n 

7 

r* 

* 

5 

1 

3 

J 

7 

A 

in 


tn 

2 

4 

fi 

ft 

U! 

c 

m 

15 

5 

,1 

4 

3 

ft 

* 

t 

3 U 

2 

1 

2 


3 | 

4 | 

jJ 


7 Sl-j ^ d viriumcn del ^i^Hdn tine >mT tk-hujo ik- Id * lc 

/ ! li. v \ - 1 ^ >■ :LmtM ikl revinn^dhi 1^ 

2 < t «■ 4, 2 * y ^ Use Ins ifrlcftii j - J >' v 4 pamdl™^ 

















































SECCldNIS.I rNTEGRALEt (TEA ADA $ |[|| 


aJPfli V,jn ' > 1 *“» de Rremann 

^(vn rtwAo*^ «* «*»™* "*fcnflns i^uwrU^ y l*s 

rf— '•I**™' ■ kmtu '- s,„ artcb, 

1 ; /,> f cn <vdea ejccicme > c^ K|Ud 

0 p*o««d^o 


t fntaftp" * ta *. cm “ Jl- "ivcl de , 1(lJ | Lmcp , ir| f ,_ 

f i *1 ’ 1^’ * s *" J: < regia del piinio 

ir-fJ* *™» rt ‘ " : l wn ' .((, flx vl dA *C*m> 

pdria iw ftfr-ir c*l hi roc i rtn ? 



I v sucwn un mupa ik lonmrFitr. puni una fimeuVt fen cl m:i- 
-[ft A] X [ 0 , 4 ). 

t’w la weIj JcJ pun to medic* eon m = n = 2 juir.i csIhikn 
d v*lnf de JJ, fl.r.yJtiV 
1* Earned vj|nr prmnediu dc/’ 


S 1 V 



H-»l3 ( uliif la j nl'L't’r.tl ikihlc idencifikaiHlfila prunem Ltimci el no- 
Utitien dc mi Mttidt*. 

!*■ , 0 (r w = {(xrl| -2 «■ i * 2.1 *■ i 6 ) 

iJ' n„ - U(M l ft = f£.i. vi jn i i ■ 5.11 , 3j 

13 - 0 ; 14 - 2 y| (M* h = fu,l] X [ 0 , IJ 



If 

nn^a de crniWfiMn, u muestm In tempcnilnra. ert itru- 
f , .1 In-i 1 n > m del 26 de fefjrcrb tfc 200? en 

f eiiadn mule 388 fnflfjlft tic e*te » nesIC y 

^ u% "one „r I i ,e \* rent* del puntr* m«fld W» 

- * * * pen euimir In remperarurn pfomedlo en C oliwmU) 


M. U integral j'J fi y9 v’ dA, donde fi [ll, 4) * jll. 2]. 
loprescntu el vidumcn de mi srilidu Hhm|iioi.‘ cl sdlniu 

15. l ise mi.i culcuhKkifa pr>jcrurrMhle itounpufiMJiifj i ■ i cl coptim- 
iln sum cn tm CAS) pans csJhmar 

|| v t + m~* dA 
V 

ikmclc H - (Cl. I ] X [0. ||. U«! la rcel.L del piiniu rncdm ttifi 
li" ugvienm lliiinrhis de cuadradi o de ipa.i l UmcifKi 1.1 I If 

M, 25 ft > I 1124 

16 . He pi tad ufcjciL m 15 pam l,i mlc^ral h m*iu i 1 x . i,/| 

17. | Hi jfeis imn limeiiVi Lcnstanlc./l v. vl C. c fir. I 1 ] ■ ■ dl 

ilemucsirc cjue ^ kdA - t(ft ujld 1 1 

14, UltILct cl rcAiiluuIn tlel cjcreicio IT p.ini demiusunr i|ue 

II" 11 sen m un rr t’ i/ l t 

x + 

M 

dunde fi [0,iJ -■ 


IS2 INTEGR ALES JTER ADAS 

t, „r pot l» ctMiMln t’is difkd eviitiiar irHesiales duiM iaHK nie ik- l.i defini- 

Rr ' 1,cri M . |l|f g ro | |K .,I. i l fi i.icmci .. dcJ uiknlt* |v*uc un meu*U, nmho 

'■ ,r '" ' “T., ; s ... ilntiks h iiBfiir de prinwn^ pt tm tym*c± me I.as 

flliis flit 11 *■ -l *• 
















































4ta c APITULO I I INTICKA1 .es MULTIPLES 


djftci). pern cucMji MKiita iccdmu cupfcvjr un,t integral dobfc u>pi UI)M lrMc 

rada, que se |XJi_'de evahiiu ... caktiUndu dns miegralcv Mmpkv 

Suptmgj que/cs unu funcifa tic dns varuMes.que <s iniegrahle <?r el Tuijhjjul,, ft 
[«, /i] X Jr, J], Se um L niitiMiifi I’/l i, 1 1 rfi p.iia indicw que t ><■ nuimenc r , [ 

* miL-gra um respect j* v <k -1 < a v a Hsic procedimk-rUo se tbmj intrgrui ^ 

nalran mf>rrt<> a v (Ofogrvc mi umjliiud eon l;i den ey cion partial i Ahnra p, . 

es tin numeroque depend? del valor de i, um quo deituc unu (uneiiin de i 


Aft) - | 4 fix, y)dy 

Ji 

Si aboea se Integra ki Fwidtin A a hi resptviu ax tie x v a r r h. vu 


e r awa - f* 

f* +- 

b integral del ]&dn nlcTwbi* ^k la fcti.iciiirt I mt llama integral iliTjchi I' | , M!m ^ 
omiten los cuvdietcv A\i. 


( /£j* yltfvj lit 


E 


j | |(.i ( 1 1 f/rd.r = | 1 1 v| rfv 


til 


indica que primem inlepm enn ruvptrclo n y de * ■ a J, v lueg^ fan revpvi. li 1 .1 i dr u 
De mantra similar, la irtlqiral iiemdu 




|* JVu, y) &idy — | J | */(■*■ vj dir J dy 


-i filled que primero se Integra vt>n resjwvlo j i i numlenlendo fija j ' i dr i .r j * • 
h y despofa st Integra la luncjon rvHilianie *\e y con nfcpecio a y de v = < j ■ Ob^ent 
que cn Ia5 ecuactnnc* 3 y 3 so tmhija dp deitfiw Jwtci JWjv, 


EjEHPLQ i Hvaiuc las inicpakv itcradw 

tap I ih) I I 

Js J] Jj 


lOLLtlfiH 

(m Si Ml 1 consilient u i LxmslJinle, se nhiene 



KE-©-'(t) 


1 i 
■ ' 


Avi, I it funcind A Cll I,1 CXpliLn^inri jiiiltimi L^tii iLicIlI par M il ■ \ ’ m C'k- eknrtfl^ rJ 
mtegrui c%ia funcmvi th m ■ ilc u a 1 








VII 



I E rrtTOT? m IHBH j S? ten honor Jl 
rfW-rtti jno 5 uidn Fuhini [ 1079 -l^h 
i-n ^-u5OT una nerSicKl muy (fenurm iIh 
afcW«®Hg ?r "Sfi? Peio c-asi un sujlu 
r=: : ’gssrarim fiances AuflUftiri'Uuia 
jcs i=--a cartsomrarto de la ywrsifln paid 

■jc!Ta« Kirnoas 



* 

V 


SO 

I5 3 Juim #l ufirt^i 
" 5 ®* 1 ^"WrwNSio una *n»m»c.ia« d* 



ft 

■* • 



SECClON IS,2 INTEGMLE1 fTFNADM |l|j 


Atjui sc inicgrp pf irncro con rcspcctn n x: 



rcvix? in * L ” 1 1 |tn5|>,a 1 w ob, *™ e ,J m,:!im!l reipuesTj hi -vf imcjera primeres coo 
. | 1 ° 1 ,:n nesuUa fvease tedrema 4) que fo dos integrals jicndas 

i c «is tfcuiiCKHies : y * sun siempec igiialcs; « deeir, no imports el urden dc micgr:. 

. , (Es,« e* Mfmlaf a I leorcma de Ch.tuui cn | a igualdjrf de Us derive pare.ales 

IT!!Y1*1V J 

til el Mgmcntf tflJTcma sc da un mctmlo pniclku para evaluar una integral dohle exfre- 
sandola COmo uri.i mitral iCirr^l.i fen LLnkjuriT ontenX 


[ l | TEOREMA 01 FlJ&INI Si f ci uHilmua en d rcetangujn 

R “ ((;ii y) if "■ .¥ =s fs. r *= y ^ r/}. entonces 

ft '/U'* y) dA = | j f{x. y) dy dx = | J I*/(j t y) dx ih 

« »T rl .'ll 

En lermimis gene talcs. uslu es cicrto si sc supone que/csta uaiiaJj en H. i es 
disconiinim solo lni un nOincro llniio dc turvas uni tonnes y esisien integral*.-■* 
ite nidus. 


t ,i dernosl radon del leuncnla de Fuhini es muy difieiJ para incluirla cn este libm. pen* 
a I i lie no v se puede dm uria indiciaddn intuit iva de por que se v uni pie para el easts iL-n 
de f v. i y f i Keeuerdc qtte f es posjdva, cnionees se puede inicrprctar la iniej-ral dnhle 
J]f /’(i. v) a'A eumn cl vulumcn l del solids i S que yaee am ha de ff y ilchajo ds‘ la ^uperh- 
Vi Pern se liene tUni I'ormulu que sc usd para el volumen cn el eapiluln fi. a saher t 



dimile M vI es el ,i.rea tie una scceidn iran^ersal de 5en el piano que posa por t y pef 
pcfhJnuUr al eje i Oc l-i h|!ura 1 sc puede v« que .lul es d area hyjn la cunj < euvi 
iucidn es - /1 e. r>. donde i se manfienc eonsianie y f=Sy« (/. PtH k» lanm 


HO =" |”/U. ytJy 


y liene 

|f fix . yl <tA =V = \ MJtl dx = J | t *x. yl -/i -/i 

i 

( Jp ..^unwntn sirmlnr, con mcc limes tmnsversales perpendkuUrei at eje vramn eu »n 

fijiura 2. 

Jj’ (l yl r/d - >>^ 
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* la it ipom* iStff -lijfimp^o 7 

I ■. ■ \U tl* U fli' i « « JT>n 

outfit IWi 6 n pcvlw*. Ati ifu«m 
kj mtsyaJ e« TipttMnu up wriytwi Bela 
3 se i« m / m ukapb Regain# ta 
b* gup d rttfumi Js rnfrflfil « el Fiftgjftnrti 
^ vrsJi^r^n. m iid emCM * U qM 1 «tJ de I T 
atHPHfeff 





EJEMPLO 2 K^ihfe l:i integral ilnNc H M f.i - ly : )d4. domic 
* * r "" vl ff ‘ 1 ' 21 r ‘ 2J. (Compareeon el ejcmplo 3 de la sctvirtn |< | , 
l ii"UU(i(' k i tenrema de Fubini ik 


j'i'tT- .yi,« I f ( t 3^)^ = 

-12 

^OIVCIOD ) A1 iipltcar ikr nucvo cl icorvnu dc Fufetni. perotsLi vtt (nicgnwwJo prinicm 
«*i Aspecto j r, %r 


11 i* .lv Jr/A - f *(x - Jy-)dxdx 



= |’ <2 - (n ')dy = 2v - 2y y ]\ - - J2 


Vi £|EMPLO J fi value \j x y senf.rr) dA, donde ft = [L 2] X [fj. w\ 
MUmok Si sc micjjra prniicro con rcspccio u .v, m? ohtitnc 


■ 'S'! ,r a jync^jr j qw [3™ ,jrw« ptmii- 
**>II rM Kumdtfcr'n 

m* «*u-*f*i v, - v t «mdi v et# 

<1 ant* dt F ■ afcrf.o « la ijrfrfrj de / 
tV;V* elArtr debar: de#r*rt«i dc I* 
*sfci ff ■**!*£.» ij AM 

3 9a ft asm dw (QUnans Kin 



ff u v sent, tv) ttA = I I vsentvvl tlx Jy — I T kcos|,wi|'l? dv 

| (| I ~cm 2v + cm rj dy 
- - ; ^.L fc n 2 > + sen yj“ “ (} 

fOllfUtll - Si m: ini i<;rk- cl orden dc irtte^rcijd< 5 ft. sc olnticrtc 

11 '■ ^n| i v) dA = I I v xv|i Jv d/( 

Y /'* r 

P 4 ri 4 fwilujf 14 mkvi.il niic 11 li omplcj 3 ,j inlcfiaeidii pof pgpMes COtt 


M “ V 




A» = servi c v I Jv 
TOSfXVl 




X 


ft j I I t .'r 

y p4H In toUtO, t IfWfll 4 v> Jv - - - 4 \ CO*U^ 1 rfjf 

1 J,-, * * 


it cm wx I 1 1, 

4 — wnUvl, 
jr x 


>HP 


Tins 171 sell T T\ 


fFGU»ft 4 


r 

















S€CC40N m ^JTIGRALIS ITEM DAS |i|| **i 


,-_ f ptffr^fc' 1 Us utainwi 1 f}im 
" ‘ ga e«ciji nrt en H tfjpmplfl 3, l.i 
iiohjcionnihudKimK facii nui‘ in 

pdi ip tanta oumto in flv.jJtah iitr-o 

M Hfiio fllogir «l n*chiri tip 
i rjj irifqpjto nun jJitiphu 


m "■■' 


shura Mitccri el h 

licnc du - Jv/S M P T rtrm,nn P^ s ™ n » m ~ I A y A' - w cos rf r , ^ 


Pot b ill hi o. 


y enionces; 


VSIti iri. y 

it cm 


t [ _ ffcw vs \ scnwx f sen wx 

>\ * r —;— /— 1 ** 

1 (_ sen jtjt \ sen *rr 

M * + — r —r* 

.C,Cv-„(.ryl,/y,/v = [--^T 


sen 2 37 

—~— + sen it " 0 



r GUI* i 


□ EJEMPLO A Encucnlt* cl vnlmnen del *6lido S acotado pnr el paraboloid? dfprico 
r ^- v + - “ ** TS 1 2 y v “ 2 y !<» ires pianos t^jnedenados. 

iOlUGfH Priniem sc uhserva qtH- ,V cs d solids <|m- \ace dchajo tk la Miperftcic r « 16 
- jr - 2>- y ambi del cndmto fl = (0* 2] x [o. 2J. iVea*e figura 5j Esie sdlido &c 
coflsideroen cl cjemplo l Ji* In seccitfn 35.1, perm ahoni sc esiii en position de c*altiur 
La integral doblc pot medio del Itofctliii (lc Fubini. Pnr Id lanio 

V “ |T <16 - r - 2y ! m = f f" (16 - ,r - 2 r Mtdx 

JJ Jit Jn 

H 

\ '[\te - It 1 - 2y*x]::Uv 

- jL'l’-V) rfv-l"v _jyE_ 4S □ 

F.n et casu cspecial drank/I t, v) %c puede faelori/ar noma d pnducld de un.» hmriftfi 
ik t y una funcidn <k v, la mrcpral duMcdc f %c puede escribiren una luftivi panted jj- 
rnente slmpk- I’an scr espedIkos, suponga que /i t. v) = ^i^htyi y R - [a, b ] x [i\ J\. 
F.nionccs cl ledftrrtia <k I nbini da 


( I /|jt, y) dA^ ^ l dx dx - £ £* rf* 

"jf 


dx 


Fn la idlcgml interna y c"* unu enphCtinc. asi que h{v) cs Linn cunsliinlc v sc pitede 
escribir 


r/v 





/ i> \ 

f 

gr.My)</A 

Jtr 

r/y - | 

J tlx \ 


r 


•ft 11 f/jf | Al tiv 


iJf | (f] u j, cs una i ftn'iiirnc Tot L" liariiu. en cste oosn. la integral Jublc Jc fn* 
jjj^de fjffjii cornu d pr^luibute dm mfcpralcs Mmplw: 


jj| jj y r j)W rl W 4 | if* r> fVi | W d dv d*«dc ^ - l- J - *J x U" J 1 






























*r 


*i)«4 
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4S 


EJENPLO 5 Si = [0. ir/2j X [0. it 2], cnloncc* mcdiajilf b l + lli^ $iPh 5 

| j x km v dA | sen x di | ays > rfy 
V 

| tiK-v],' '[sen ij' ‘ 1*1 - I 


■ u ri^t ,-x‘ f i l„ 11 - m I * wd 

Effete s m»9ANi •* ff. iu (ii 

rWH*irti*l dri s£H«3o goc r*® 

arin*i IT i 4fcy^ Jr gratea dp f msatfaiti 
on (A tiqurJ S 

FIG LIU A 6 



15.2 E|£ft CICIOS 

l-J Determine _L/U f d eta y £ /"(x, u J>. 

I- /U yl - tliV 1 //irVI - v + W " 


3-1* f iiLulf lu mlciinil itenidj. 
1. | | H ] + 4.1 vhli. dY 

S. f | ' i ted > fh J i 

7. | ( 1 2i * vl 1 4.x dy 



H-| | 'tt r!i htitr 

II. I j r veil rt'fMttr 

Jo Jk 


4. (' |;(4V M.i v i tty d\ 

6. | ' j co% i rfrrf.i 

10. |" |'V \/Wv 

flu Jll 

12. [ | v V * n/viii 

H. i f v i + rd'tdf 


1 S-?2 f jktite la m—pM JiWc 


If. JJ 16* V ‘K/lcM. AF — f(jr, yl | H - f p l, II v- 1) 

I . 

H. M ('«'■ ■ .M^l * - (F t. vl tl - i tf, fl v ' w/ 2} 


ij. M j rr M * ti 


IS- |j j ; ' iil If - (ir, vl[0 ■ A ^ 1. tl l - if 

|| -AliCllC.l + v) dA , If 1 [0, 17/6] ■ |0 % TT 

iff 

20. |J R — [0, t] x [(J, 1] 

21. ff nr * 1 Af = (0. I] X [a 2) 

■ 


?3-2* HosE|iicji L e I vitltdit L'uyo volume: n esld JitiJf* poT 3 a lulegtpl 
ilcrjulii. 


21 I | U i “ 

21- J |' 11 - f- - > ■ 1 Jv t/i 


2S. I in ml' nlit 1 el viiliiiii! i n ilcl i in l- v.kt- di'lidj* 11,1,1 r |,|rl " 

i i L" y uni ha ik'1 n'J i.iiij*mIo 
fl [i.i, ir||a - i ■ i, :i| 

H ! ’i-h.-iiiiim* t*l voliunrn di-l Miluki l|Ul- k ,iii- »lcN*' 'J 1 ' 1 F urJi 
liHilr hi|VfU»lit-u : ~ 4 + « i : j iffiN d*fl !«*•**«> 

I 1 11 (fl-2] 


I 

% 

* 

% 

IL 


. a 





















5ECCIOM I ft.) INTCOdAUS DO&I.ES SQBPE BEG1&M5 GENiMltt f|[| HS 


V 


It, 


d ^liumcii dd ’■uldm que ywe dri^o 4d probdradc 
fljrtW(' 1 ^ * ' 4 * ■ ' J aniki <k'l 

JT-I-I. 11 ^ C -^ 2] 

I tkih’iiirt d n»lunifli del s^litln cikcrnulo ptu i h! m i pedicie 
; • I «♦ ( sen y Jr Ins pliukto j - ± t, y • 0, y ■ iry : • 0, 

Determine d volumca del Clicks acotado pur In nupcrtidc 
..iw'yy U»* pianos z — 0. i - (i, i 2^ - o 

^uciuk d ‘vinnifn, del soliAi (id (tririKT itetanic lunit.ujo 
p,T d eilimliV'd piano i 5, 

Ejuicnnc d ^l'limnen del vSiuio cneerrutki pur d (untholoide 
: ■ 2 * r 4 (j - 2Y y las pianos r - l< jt - l t t - - J, 
y - 0, y v " 4 

Or.iihj»c el solidoquc vc cncucnlm enire In Mipcrluic 
; * 2 rv/< i" i- 11 y d plana ; = + 2y y cslii ikauA) pur Iim 

fi.un-'t i M, c - l r y ™ (I. y y - 4. A finiimi.M.Hi ciiLuentre 

HI inlUJTKrt 

U un sistcniJ jl^fbrjikXi aimpuijciiiiul pom IijIIjj d v^lor 
cutto de b integral jj, *'> t JA. dwiik - fOJ ] X [0. 1], 
Df'fWL'i uv d CAS [uni diKijsird solijnciiyo ncOtmiai esui 

iklopur b integral 


ft M. nihijf d vulitJo 4 Lie yacc eriiif l.is superfine^ 

: - r co^jt 1 + y 3 3 y : - 2 or - y ! para | r| « I, 

I x \ ■ I Use un siMenu aJgdmiiecj ccuiiput.k mn.il para 
iipHiMiimi el vuluilieii ile cilc M'diiJn MUTCs'ln |i,isl,i tuatro 

decimates., 

15-36 Rnaicntre el valor promedio tie/ sohrr L -l ft-diinguta 
dado, 

3i, ff.v, y| r*y. ft tiene vertices r - I, UK I i . 5U t. 51, It. ff| 


M. fix. >1 f V I + e= fo. 4] - |ll. | J 


W Jl 1 4 un CAS pin ckIcuIjv lu irui-philes tteradas 

{i j*' .i - y , , pi fi Jt - y . . 

I "—;—rrdydx y - thrf i 

Jn .'it (,T + yj ■ J<> .f y(• 

4 ,Lai ie spue slat contradiccn ,it leuremn dc l ubnii' J E^pliijue In 

<|iic \Lieede. 

18. I.l| j I mi que furtiu. I'Os Teurunitiv tip I iihnu y CbinuE von 

sunilarev? 

f hi Si Mi, nescontmua en [rr. h\ ■ f<. r/] > 

gl*+y) “ j ( fKudirJi 

pjira a < jt < h .r < y < tl, ik'iiiiieMiL- l|lk ■{. - g„ “ jftA, yl. 


153 IN TEG RALES DOBLES SQ8RE ftEGlONES GENg RAlE$ 


Pjfa jniegrate^ simples, la region suhre Li que inie^fa as s\ empre un micnalii. Pew pj- 
ra mlcgrales dobk-v. se deven |hh!it miegrar un=i funenkj/ra^ s(«o M>bre rev [Angulos, vim* 
LimlHen subre regtones P dc l'unfl:i m:iv general, ton w l.i i|ue se iluslra en Ij li^ura l St 
mi pi me que P es ima region attmuln. In que significa qne D puetle set enetrirada en uua 

r ( M|im ivvliinuulai Wfniiioeji In lu'm.i 2 I Hlniuvs ik'lme im-i mirtii Inn. I ^ 

i nii no fi itiedianie 


DD 


Hi. y) - 


/It. v) si (.r, >■) esid en/J 
0 >i ( t, y) esla en R pent nu en /) 


1 


S- 





\ 

J 


"I 

flGU«A 1 



MGilRJi t 
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, ■ - ~ 



lieiiAt 



Fl&lili l 


Si la integral doWc de Feu it* wbne /if. cMoncc* %e define In mirgral it«ihlc ^ * 

D medianic * b| * 



La tklmit iirii 2 iiciw H-ntido ptuqne F es un nrctangu]o y, p-* In unln i., /1 lm v , ^ R 
mlIh del in i-l.i prcvbmcnlc cn la veecibri 15.1 131 procedimseniLj que UM , C v ra^uua^ 
porque I os valorem dc ft ■ . y| son 0 uimido it. yl csifi fuem dr /J y. por cojivigui,*,^ 
L-ontrihuycn con la inlc^ral, E&to signifies: qUc n*> imports qutf rcclinguln H w use ij. rrni 
pre y cuundo conflcnga a />. 

Ea el ta*o que/t?, vp : ■ f) aiin sc ptrcde inierpretar a //„/! u yl rfA Ltnno e| \nj Unil 7 i l 
del scYlidn que yate urn ha lie D y duhsijn de In superfidc - ftw yp (la grjJu;a4e f , ^ 
puede ver qLtc esm ra tunable vi hc cnriiparnn kit grafkav dc/y Fen kv Figuras 3 y4| 
vc recuerda qik* 1FT i. U </-! cs el vrrtumcn dets.ipj dc la prdlica dc F 

Kn la fipra 4 se muesfni lambiin que es probable que F tenga disjoininuidadcsen Iih 
pLimos limiic de f), Sin embargo, si/cs common cn /Jy la eurvu bmiie dc /j Eieneun "hKw 
coniponam lento" |cn uii vcntido lucrii del akancc dccsEc lihinp. enume^ pucJc dettb-. 
liar que \\ M Fl t* y)dA exists y. por In unto, /( i, y I dA exi'-xn hn particular. ^ d 
cast? pura Fas viguienics iif-his dc regimes. 

Sc dice que tm& region pinna es de fipo 1 si yuce entre km ^ru Picas dc dos JLirieson^- .. n 
tineas dc et deeir 


fi {(x,.v)|fi * x « If* jpilAP ^ v 

donde y von amtinuas cr [er. />| Algunos cjemplos de rccioncs np-1 h.- rttu^^rjn 

cn la 5 


FIG LJ fl A £ AI k uriMh re^i«irie% lijv-i J 


P4 


t rt 


/j 

i 

'wM 

. y 

L 

r 1 

L J 

! ^ 

P P-tfrOl 1 

L 1 





A tm dc cvaluar |J JN / I i, h .v) dA cuando D cv him ttptiil dc iip<» t. dice un feel jri ^' ,lir 
^ [«■- /? t - | r. d] que conlicne li / J. como cn I el ligam 6, j ^e.i f la Inniinn duda p* ' 1 

fcCuocitifi k cs dccir. f ennruerda con f m D y F es 0 fuerst dc D EttM&i* ^ lc ^ r 

ma de hihm, 

|j /(i. k bJA || FU. ylf/A | \ * Fl v. v3 dy tLx 

Vj if *" 

it y 

^Hiscrvt tjin f 1 1. vl - 0 si * hi i i p M i n hP j>iiqik' cnhHtt c% U. yl cstJ birn d: 

In- ijinm 


h f 


f ftut A 4 


j j fli^ Pi/v j' /(i. 

A .'i-n .v»i 
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DOlitii SdBPt PlEQONr. r^FHALfi 




*»1 


porque /■ [ t x ( ^ 

iwmite tvalutu f it |ntM m | U ,? I |ki" ,| ' 1 ' v r ^ lifcne la Mgnicnic forumf;i quc 

ntCgTOl d Qb]c Uno integral iterate 

El Si/ es cominun 


r 


cmooces 


cn UI1J /> ijpn f que 

jjVf^ y) dA | jj r /fjE. yjrfvjfr 


* + ! e p >il 


^ V ' sitlerada^L i dcfCirho dc f 1 Us una integral iteratlj qtie es similar a la* con- 

..... ’ U 1 * cc,tfn antcnof - “«Pto cn la Integral interna $e considers a i co* 

nn> nna eonHnntc no *>lu enfl*. > | ,ino Lamb^n cn los tfmilo dr mtegrtcidn. &tx\ y 

Sc consideraii lamhich Ikr^ms planar <fe Upo 11. quo sc ptx-den cxpirar como 


[5 F> - (U, y) jf * y n J. /j t (y} *£ * 

dondr lt\ y h- son ttmiiiiuas. bn la ligura 7 se ilusifan dos regiunts tie e»ie lipo. 

Si se uwan lov rnetodu* que sc tmplcuron para csiablccar (3). sc puede demostrarque 


in ff /lx. vl fH “ I fix. v) i/.t d\ 

■V ,\ Jkrf.. 

if 

drunk- f) t's una regitin de lipo II dada pot III ccuaci&n 4. 


7 

1.3) 


f 


Q EJEMCLO i E value (i + 2v> ri-l, dundc D cs la ice inn aentada por las parabolas 

y = Zr y v ■ t + r. 

SOlUCION Las panSbol&s se eorian cuandtj 2\ : I + jt, e* dedr. - I. por to tanto 
t -- n: ] Se non t|uc La region /J. bosqiiejiidn cn la figura 8. c* line region de tipn I, 
pero no una region de lipo II y se plledc useribir 

0 = {{x. y) J - I * i « I. I + .if 3 ! 


RucstP que el Hwilc inferior « y - 2t ; y cl l.miie supenor c> s - i + ia ecoKido 
*da 

ff (, + 2y)<« - £, £*‘ Li + 2f)dyJx 


[t v +dx 

I * r*0 + ri + d 


J 


i u* jr 1 + Zr 3 + t + I Mr 

i 


5 4 J 2 


12 

13 


n 





































<* 


m hi, CAPITULO IS INtfGRMfiMULMiar 


jT 









flMMi 

Pea wm frpm tic ii|v I 



figuim is 

P tttmo unji rcgitfn (ipo fl 


* En Rl ? jra ?1 ^HflStra el lehufri n.ivo 
veiiiTOfi a calciilo *n &jempl L i 2 Yace «nbd 
detaiodelpKibcMf; « - r 

t wm ei cdSflU t - li v el ahntffo piwqhplco 

jr-J 1 



fl$Ut* If 


tim i mrnrto M.- C*ub1«c m.a integral dotte como en el ejempto t , Cv . n , , 

J ’ ,IMf "" *■«"» A mc ".. *nl diMar tma ftceha vertical com,, eR t , rJ, *' / 

2?. . tle ***»""" Jc b inutgni wro* sc ken del diagrama JSdL ,' 

n ^ ha t,m,,COi!a ™ d "'fertw > fiPiUl. 4ie da d lirnile mfe™* ffl r . ^ a 

> I-, neehB icrnima en el Itmile ^upvriv>r , = *<*1, que da cl I,mile wwhnr dn. ' 

dri'l lm™ Una W,W " " J ‘“ ^ * ln,/J •*■*«**« del l irailc 


tjCMPLO l fincueoue el vdImikji del mSIhJo que > utc rfchjjo d c | p^holiMde 
' + '' > ;,fr iba dc to if"i, in D en cl plam> r> at,njdu pit | a linca \ = 1 K *, 

to par.ilmlj v > ji j . 

WHIdti i En to hpura M ve ve que l> es una region de lipo I y 


!> {<.i.yjj(l ' i - 2. x - y * 2jc] 
1*1 >r Id laiuii. el voJumen debajode r = , : + ,‘y airiba de /J c\ 

V II (.r v : U(A I j ‘ f,t» + \ : utviix 

■y Jn Jt 2 ‘ 


-jj.ry + 


1-Ji 


fh 


r-H 


xfe) t %i- - tV - 




dx 


- f (-4 - ** 

'» ' 3 3 / 21 5 ft J ri .1$ 

^IMUON J tV la I is ura II) se vc que /> se puedt eserihir lanibieii canm uiu rccn-n 
tipo II b 


!> fi r, Vl I I) y S4, iy « . 1 - « *yj 

h,r lo iHr.'i cnpmi6n parj V e^ 

V' - j | IV + y ; l d\ - j' (jr ; + y'Ux dy 


- by™ + h Vi - *y't = f 

il f|E#1P|0 I I vultle JJ |P XX *fA. itofldt /I cs Li regk>n por hi \mca i i I > ^ 

purfhiiLi i. ?i * 6 


I4IVLI6H {j* rrgerif) t) w fiiurMrj tii l.i ftfafa 12 De tia&m P es (ipo I iipu IL pero la 

,| ‘ " 1l,h .. c ^ "n h « mi. i Mfnm ill” i i|th i a tb Pius lintiplic^iia ixnqiic el hniiiff Inf mi v 

. r, < ,ll, ‘- f ,>trlr ‘- l Jr, f Li Lmin. |>rclicrc eifiresvii a 0 mmn wna nrpifpn lip* 1 M 


/ 1 |m. i i 


4. ‘ v l i - v + r] 





















SECCfftN fNTCGftALES 


DOBIEJ SOBRC AEGlGNCS GEWEPAS.E' |||| 



FIGURE 13 


M)/i^nnhiun.i rtjiiiKi JelLpd 


ibi ««m» uiu J-Cjjimet dc tip' JI 


EillE'HKcs (5) Ju 



D 


- rj ' tw/rdv-j' |jvj dy 

= ‘J 4 ,y[(.*+ n ; -(;r - 3) : ] dy 

“ ^ J A “ V ^ 4v ’ + 3v * _ Sv ) ,/v 


V “ v k 

3 T+ ,- + 2 _- 4 v = 


= .16 


Si *e hohieru evpivsadtj n t) cornu una region de tipo I por nicdio de (u ligiir.i I2|ai> cn- 
tniKes <c hahrfa nhtrnido 





(v rfv d.i + 



it,' iJv (At 


pen> ctio huKriii rripiondi' mas tnihajn qut- cl oiro mftoda 

EjFMRtO * Encuentned volumt-n del ttfncdro acoDdo per I os pianos r + 2y + r = 2, 
j — 2y* .r “ 0 Jr : * A- 

h F n Lin,i preginilu ui roffiv esta. es iicnin^jaMi; tlibuijr do^ di.i^rjtiu'. unj ifc| 
Mfihdo tfidirtWiMMnjil y tnu dc Li rcgMin pIllM D snhrc |j cual sacc. En la figin j I J 

.. . L -| iL iNictlfo I jicoilkUi [hk luv p|:tm<s counfcnadns i = D. : 0 T cl plann 

vt'rtiv.if f 2v > d p)‘ ,rKf 1 + ' v + : = 2. Puerto qut cl piano i + 2v + z - 2 ct'fia 
dl piano ¥V feuyi* ccli,k nui is ; ~ H» cn la liiicu ,t + 2y = 2, se w que T csli amhii 
rJc la wgiin inuiifiitor />«id pliw *? !h.-«fsnl« (Kir las linens i = 2 y, r +- 2\ - 2) 

F | iilann i 1 2i + ; 2 sc puede ewribif cmiio s - i 2 v» ih que el volunicri 

M . f|rill *. iktwtfo de !■ griiftf* ifc la fund On r - 2 - x - 2y y arriba de 

/) (li. i a l | fl ■ t !. i/2 ■ y ■■ I i/2j 
























fta iru cANtuuo it 


■« 


J * 1 



FJGURA IS 

D (JuniLj Uti .1 rcgidn dc tipti I 


>■* 



0 


HGU !A 1* 

£i arum uru rc^vki *k tipo Ik 





INTEGAALIS MULTIPLES 



f 


hjr comi^uicrtkv 

v || I- x 2_y) if A = J (2 “x — 2y)JyJjt 

D -i- '&* 

- j' [2> - xy - ytZ; j x 



—'('-ij-l'-f- 

- 2i -M)* - y -<£+ «1 -1 



th 


13 FJEHPLO s livalOe lu iniegnit iicrada (J | ‘ satf,y 1 }ilydx. 

lOMKJfiif Si SC inlCTlta evalinr lit mlcgral a)ino esiii. sc cnfrenla la (area tfc cvalttar pun*, 
rti J xrn( v' Pern cs impo&iblc tmecriocn iti rutin os finiios. pucsiu qge „* sew r'u, 
nu cs uua ltmu.ni elemental. < Veasc cl fin de la seccidn 7.5.) Asf qua m.- Jebc cambiar 
cl infill'll tie mtcgraeirin. Esfn sc I leva a cabo at expresar primtfro in inicyral iicrada 
comii una integral doble. Si sc usa (3) hacia alms, sc Uenc 


| | sent y-)fiy{lx = || senlvMtM 

V" 

dOndc f> “ ((4. v) 10 ^ x « I t jf * y « I) 

Sc Kusttueju esiii region t) en la ligura 15. Despu&. dc la figura 16 sc vc que unu dcs- 
L'ripdrtn ulicrnalmi tic D es 

(> “ {(v. y)10 « y *£ |. 0 < ,v « y) 

IlsU) pcrmiic usai (5) para cxprcsiir la integral dublc eonm una integral iteradu ett el nrJen 
in verso: 

£ J, M;nly 3 Uy dx - j | &tn(y*}ilA 

= i ), Wn( - rl<jfr ^- v = | [jrsHi(y- ; |f| xiy 
= j vsen(y : )</y = -ice>sli ; l|l 


5 'll - cos II 


PRQPttDADES OF INTEGRALSS DO BUS 


Sr xupMflr que Indus las stgutentes lufcgnlcs tfxisltn Las (res primetas prepied*!** ^ 
inlcgiulcs ilnhks 'iilm unu frfitin f> sc deduce it de turned inlttde la ik'tiniCU'ti 2 ) l»P" 
pnrilapclt-- 7 t H y 9 cip hi <ccct6n (5 I 

11 f ft (. yl + tfb, y 11 tM |T H t, v> fW + |’|’ m< vl JA 
* Vr J n 

|| <71VP/M r || / I ).yM,l 

i5 


o 

[?j 


















HtVl* I? 




^ CC,Cn 111 INTECIIMa OOttES SOBHE MGlO»ei GENEHAUS Mil Ml 
Yh. .1) 7 j.v, v) para (<Kls* {jt. y| C n /J. cniniICcs 

II fix*y)M - 11 <ftx, y}dA 

J B 


1> 


„ r L''r' l ," k ', P ':’ P ' 1 "' 1 " 115(1in(c ® r “ k '' a la propicd.iii dt las inlr- 

*****&** - f/to* * sm£ 

- - - 1 fl i >’ « irjihlilpan (XKpto qui/d en sus Imhho i v&asc 


%ufj 1?K CKIOfhxs 


PI 


|j /U vl d* = || /ft. I j + jl'/U. V) dA 


(r 


Lu pixi|hu(Ili{I 9 sc puedc usar pa™ cvaluor I;js integrate* dobles <±ti lav rcyjonev P quc 

no son m llpn I ni IL pero sc pueikn cxprcw u>mo una ..du redone* dc tip» I o iL 

po Jk t;n la ligura IK >c iJiKlni csic procckfimiciiin. «V£asc Ion cjerekio* SI y 52.) 


» 


k 


■A 


./ 


; 


c 

\ 

Jr 


FIGURA 18 


1^1- f> hd-C4 tlpil 1 III lip^h II 



I* I 


J 1 


"•MU, 

■'* Vi* /i y attura I 


La Millienic propli'diHl dc la> imegrakv esiablccc quo m sc Integra la furcu'Ki vonvian- 
te fi r, v) * I Nohre una ri'pim D. sc uhlicnc cl area tie D. 





\ j 

— ■ " 

|a 

4 - 

I 

| | ] dA - /HAd 

D 


I n f pL ,, lp ., |ij sc iluslfa pui qiic t?s ciciii Fa ciuacitin 1(1 mi ciliiiJm srilnln aiyu base 
es D y cipyit jilmre es I dent' un volnmen .1(/>F ■ I =* /d/>), pern sc sahe t|iii' mi wtumen 
sc puede LM 4 crihir lamhtfn coma ij* I M 

p„ 1f .^o pticdcn cofiihinajr la* ptnpieilitak\ 7, s s It) para pr*>bdr la stcmcnic pn>- 

piedad fV**« cl cjefclebi 57.) 


jj|i <<, iH ■ fijt. y) - i M piim tmln fa, y) en t>. chltwco 

mAtO) *■ |j fU. vMl * MAM} 


ll 
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*Tt |HI CAP-ITULO n INTEGHALSiMUlTlPLtS 



ijtrtPIO 6 Use iii ptupittliul 11 par:i esiimar la integral JJ p e *tA , disntk- J>rs e| 
con ecnlrn e(t cl origdt y rml> 2- 

muO* Cnmo - 1 * MAJt < I y — i < eo* y * >■ “ ticn€ - 1 * «■ 1 <« r * 1 y, p* 
In taniu. 




Am, can m C I M V <* y At 01 - s<2} : cn la pmpkdiid 11. sc «»hiciw 


— * (V e" 1 M « 4tw 


15,3 EjERacios 

t-4 Eva!tic Id tmcgnl Herald. 
1* |, ’ f nr *fcr dy 

1 f l" .3 + 2vl dydx 
Ju Jl 

E _r 


3. I J (a - vir*f(ir 

hi 

1 I j ' xy fte dv 

6, I * f* */l- p 3 fta tlv 
Jr> Ji> 


17. 11 12.1 - V) M. 

it 

f)eslii mcol^Ui pi*r el clrcuki cnn tenliticn el nn^L’n y rjijm ; 
||. || Zrv tiA, i> cfi la region ixiarieukir cun vdnkc* HI fli.! 1. 
:) y (0, J]. 


/-is Lvalue Ul integral JubLe. 

7. ff v" (it, D - |U j?)|-I •;.(< I. -y ^2 « * * vj 

JS 

I. (! — 1 —- iW. /J - Ut, y> 10 * K l. t| * y <s Vi 

** r t j 
ft 

^ 11 j dA. 1) - | <T, y! i 0 r x ’■ r, Ih y - m:u x | 

a- 

MIL |j . <*v ft tu. n IVf 0 * v « In t| 

IP 

11- II v dA r D — [li T *J fJ - V ■ 4, o - I * v( 

a 

11 II ^ V ' Ju. o ■ ■ k -■ L (I - I - v| 

Jg |j icm * ftoU J4<riikb par v - 0, > » r, i - 1 

ft 

14 j} <J * Vt.M, ttcai WlriwU pur | v'j y »' ™ I 1 

ft 

rs. li <m. 

I 

/>o 1 j> rrt'H-n irMnyiilui L tm indite* fli. 2 p. M, O y r I, .21 

I*. || . ^ 4 . /> f^tlcpvrrfjiilii pcsf i - U y ( v > 

.i 


19“?3 liiwnentre cl vulurruCrt del sotidiTtiadu 

19. Dvbujo Ltcl pl^ms v + 2y - : = 0 v lijti hu dc h return 
pur y — v y y - -i 4 ’. 

20. IX fc hLijii Ju la MU|Wflkie r = lx + y 2 y im^i lI^ la rcg«"i -■ 1 
da por.i' = r y x = y\ 

21. Debajis Je la nupertidc J = xy y artiba Jo3 tnun^u]i) ^«*n ^'fU- 
ces (I. I L 14. Uy 11,2). 

13. Enccmidft por cl paraboloLde r - r - 3y > |p> pU™-'^ 

■t - 0, I - U y = x, - = I) 

23. Ayufado por h*s pluuvi cvniidt-riaik's v el plain* 
it +■ 2v + ; = fi. 

24. AcidaJn por Ipl4nfjs - = r. j = i. .t + y = 2 > ^ * 11 

IS, rtaoifltln pnr lw citindm: r -- r. i t > h" r ljfhl " 
y*4 

34. Vtitladu pof el izihiHlro \ ■+ : j \ kK platw » 

i ”= II, : = tlencl punier ivUnle 

3?. Aeoiadn |Kit el ealirtdm \ : + \ = I y Impinni^ 1 
l - O, _ T Hen d pnmer OCUlUc 

2 |. AttaaJti pur kw dHndmi r + r 1 r y y 4 ■" ' r 


m*i. 1 M' 11II.I L .Ml llLhkiNh n t ! o||fcpilLiiilin J ]T,iUI 4"-1iilliil I- 1 ' L ' 4 

ilnv i j|f It ix ptinlos Je inter&addn Je c^ njl> 1 1 iifcil|l w 

k * li i ‘ Si D e^ Iw legn'Ni ftctiiBulft pni e^tJ h can'' J ‘" 1 ^ 





















SftcictN n,.i 


INttGlAWi DOBLE5 3Q6Sf AEGiGNIi GENEMLh 


III! 


m 


M I.—* " ™ cl * 

' i*r «F* **** ****** P** kh plan.* v^j, r=0> ._ 

<**« * *" ' ,l * “" * E«fic-;.An « 

[.» jV nins de mlcncGCwn i 


4h U | (fcrutntrc ffl wAtmcn del ^liiln nytsndb ^ 

**»«***' 

■I | i w Jn*i «ktn.Mlo pi«r lost dlindrw {uratalict* 
. B | r b y m V " I S' los pkrtos x + jjl + * — 2. 
i ( 4 ’t ; * Mf H> 


,j. |.| ,n1idi> . . |X'i duMmlm p;n;Lhii|ioi v i , |,,, 

pljini 1 ’ 5 “ 3^ * “ ■ f 


3*11 Trite el euyu valumcn estf rfadu poi k 4 nlc^ml 

MftU 


a i i 


*4 n ■ 


| - t - 11 d\ J i 


M J.JL 


i 4 + l-r 


a - xi jx dx 


kiprev 4 />onfim mu unnj*i .Jc rejjinno lip- I m tipn II v 
f'alm: b inlcglal. 

52. || tviM 

J-l ■- 




5W4 Use L pnifNAUJ 11 pa ^bmut d viUx ifc U mtcpnl 
*■ 

^ j| r t?« el emni» de cinruki o>n centm cn cl 

D 

linden, y radio cn c3 ptimict cuadranfe 


:.-SI I <■ .in Mutem. il‘>L'hrai(o compuUL-iEHial pamllall.ir el 
irtancn cudii del trilkfr 

I Ddujn dc la supcHicic : * + jnr y aniki Jc |j rcgjfri 

jirljdji pur L Uufviis V - x' — X y V ” X 2 + Jt para i - II. 

li Efltft Em ptobolimb r “ 2v' + .r y r “ 8 - r - 2\ y 
ifcfimi del till min'! ,\r + y 3 = t. 

& fcaccimijrt por ; - J - r - r y - = 0. 

I ta*OT+Jip put; * jr + ry; = 2y, 


|| *nV + ) l <Mt T es d ininjiulo cnLCfradn jn* ini rectum 

't* 

v “ I), y « 2x, y x = E 

S5-S6 Ejicuemire el valor promediodu / Mihtc la le^nm ft 

Si. 1 1 if. h i xv. />esd tzi^pguloeon venires, dj. Hi. 11 . m, y r I. 

Si. t n, m “ ,t ^en i, n c^tJi eneertadu |mr lu^ cuna^ . ■ • 

v - r y x * I 


Bth^cjc u rtgtun de iiHcgratitm y camhif el (ndcn Jt 


10. I 

■ I ' - 

43. JJ i r 7lc f lW. 

44. f | ' 

.Ms ^ITTIW! > 


* ' 1 I /(jr. I Irfx ifv 

S', 1 f 

™ )i i /k.yjf/vdr 


^■*1 


1 j 

% 
* C f 


F lh «-nueyr.iJ in - triicmin el nrdcn de intejnicinn 

i f *' dt 




ff . 4§ 


44, f I " ecwnr' i d* tiv 
«■ £ £ 




1 i 


u * < V* ♦ tm'rrfi dt 


U s' 


4i dy 



57. [KrmaeMfc la tV'futdad 11 

J|. Al e'^lu^r Luut integral Ji»hkr v"hfe una refuel /> ^ 
iiel.i Minu Jt inle^nles iler.tdas mmi.' miLliv 

| ftejfdA - v) di ji + J*£ ' m. »<i/i 

Vi 

Hi^ifiiepe la rcjjn.nl D i tXpftsi la mEeer.il diJiltf t'niili" wna Ml 
legjral ilfnJucim onlen in>«\tide inli^ruLrtn 

S9, I’value I'Tj. 14 Ian X + V ' -I- 4j J.H. lIh mde 

SI 

0 - (i t.ylfi' -i- y 2 ^ 2), 

J.lirw n rji'iw: e.xplnlt 1 el liedm hie vjni 1 it£\ ^.i hk‘[i ic'ii lmii 
K%|. njetM it HiiilMf* epm I 

10* (lw Miutlriil para evaJunr (2 - 2,1 + Jh i I. rdnilihf W e^ k 
tepjltln uLMijd.i |.Nif ef cuadraUd-curi vtinke^ i ' D| > |, f < ■ .’’i 

ll, Cdkulc ii„ \ i i .i iM. diimk Hfifl Jitn’ 
i * i ■ L idenlilVwHl® pnmeni la micjgT-il entiin 
el ihilmiwH del w^litk*. 

I! 47 , |Hl«|t d .cmaJd |D4 d pliiiH) i * ' * ■ “ I > fl|*» 

Kill PIN v JT - ) J y (SillfflllK « wltt«n fiiUlto il'w 

Iff ( \\ juu oHlUniir la prallL j. halUu l.i* eiiiacInK^ lie i 

l 1 . 4 ha . .. hie I# rxjfMWt dL- .. > euluaf In MrtC|(!tjl 

gillie i 
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• 74 CAPfTULO If I NTSG MlES MULTIPLES 



\ 



_ 

15 A INTEGR ALES DOBLES EN COORDENADAS POLARIS _ 


Sopongj que sc dcscaevtJiiiu un.i mleprul dobfe }\\/<^ vl dA. domic ft es una ^ ^ rc 
ginnes moilndu ro l.i 1 b.rt ciulqtlitr caso, Id dcscripcidn de R cn Eerrmiwn 

coDidc nadns feel amputates cs has tunic comptk^da. pern R sc describe fcdltMtn-f 
medio dc coordfnadns pulurcv 


lIGtlA A 1 


V 

^jr 1 +/“ 1 


■ 

n 

/ " 


/ 




IJJ R = |{r.4»|0* r* Ml • ti- 2W\, 






Recuerdi? de Lj ligura I! l^lk- l.i - uwdenadas polares i r. m dc un punin ■< rda^inaar, 
las roordenadns reclangLiInrcs l.t, i\ mediante las ecuacioncs 


r ■ r + y jr — r cos 0 y — r sen 


(Veasc 3a section 10,3d 

Las regions s dc b li^uru I son Clisos especial us de un recta npu In pul air 
R ■« fir, 0^/3} 


que se muestra cn lii bgiifa ) A Ini ck cakular la integral doble Tv ;i i, v| d\ Jvek U R cs 
un reeLingulo polar, sc divide cl inicnalo [*i r h] en m suhiniervak™ [r n r! de igu-il 
plilud A-r = iff - a k/ fli > mt divide cl inters alo [a. 0] en n ftlbinten aim ; Jc 

amplilud A** = f0 a]/tt. Entnnccs los circatos r = r r y fos rains 0 =- rf iliviifen d n*- 
tan^ulo polar Jit on pcqucftos reclfingulra polares mosirados cn b IIguru *1 





































$ECCI6n >5.4 INTEGRAL,!* DQflL|$ EN COGRDINAOAS 


POLARIS m 


LI \cniiu' del sublet:tingtiIn polar 


ti {if. m\r , -T r - r t4 M ( ft ^ ft) 


iic lie coonJenado-s polait-s 


r." - Ur ,-1 + r> 0 ,* = + cjj 


calcuta cl area de R, usiindti el heehn dt tjiic el area tie un sector dc un circuit ■ con 
I idm r y iingulo central »cs IrW, Al rcsinr Ian dreas de d»s wetores dc esia daw. cadi 
imo dc tos cunlcs tiene dnguln central i B it, ft, ,, se enuuentra que el Orta tie R„ 0s 


AA, = v ! i Ad ‘ t r; rj -,} if? 

* ' I r, + r, •, )<r, r ( I — if Ar Afl 


Aunque se hu definidu la integral dt>blc ij, /It. > I til en terminus tie tec languid or- 
Jinonos, se puede demoslnu quc. para funcianc* continual /. se obiiene sieruprc la 
misraa respite sta por medio tie recta ng tilt* po lares, i.as coordcnadas rectangalares del 
cent no de R. son lr* cos 0*. r* wo »’ I. de modo que una sum a de Ricmann reprewn- 
tativi es 



Si w ewrihe </(r. <?) - tfir cos 0. r sen fl). enlonces la suma de Ricmann cn la ecuacidn I 
se pueJe eseribir como 


2 i#(rr. t>* I IrSft 


i-l ;-l 


que es una suma de Riemann para la integral dobJe 



Por lc> tanitr. se tiene 


I \ fix, v) dA = lint 2 2 /< r* cos. ti* . r* sen 0* 1A4, 


=■ liin 2 2 9 tr ‘‘ ft* lAfAW 1 j tftr, 0 ) drdi) 


i[ l f‘\ r ft r \v\i H) r tlr flil 


7 CAMBIO A CQORDENAOAS PQLANES EM UNA INTEGRAL GOBLE Si / cs CQMillWi 
rn un fa. [Hilar R dado U ^ r * h. n ‘ M t: 0. dortdc 

0 * B * f ' 2 jt. enkMK^i 


ff /(Ai yl dA “ f 11 f*/(r art ft r *cti #) p drttti 
JJ Jm 

















W * HU CfcPlTULO It INTEGRALS MlftTipiEi 


mic^r I 7 k 3C tl,LC ‘l ue “tonvicnc <fe cowdenada* recimpibm,,p,,, 

integral d..Me m w e*cnhc i , cos ff y v r «n ft al u.4r 1^ J ' "* 

|iprop™l„s |ura - y ft y ft-mptor ftt poc r* rfft Tkng* C( ,id*|n dr *, ‘7 * m 

" ;4dtL, ‘ >n: ' , '«* 5 1 -Wruch., tld Li formula 2. Un mftodd eli,*,, r , r , " *'* 

* cn ,a 5 cl rcclfciguln polar “infinilesimar « p , WlU . . Jf C ’ N ' 

Mr coma un r«linBul« Oftfirariocon dimewione ,-,/<» y dr y, por U. t*nio. 


MCURA 5 



• *erd ^ tfiaud^i^trj^endrfi^ic# 
w*- \ a -mjfi 

* la tfagrzjdn m AuneK**a 


EJEMPLO I Evatut i f,l*i + 4* 'l<iV dcmlc R cs la region cn el temiplwci suptnor A1> 
tacto por las circuit r + y : - l \ r 4- = 4. 

IQLVCKHI La region ft m? puede deverihn comn 

ft - (U. vl| v r5 U_ [ ^ x- + v i ^ 4 j 

Es l,i niitrtd de bnilln moslrnda cn (si lfbp h y en eoordenadn.h pulyrcs usii dbda pur 

I ^ r =S 2. IF = JT, Por In IlipiIii, pnr hi furmulii 2, 


JJ f 3* + 4 >' J | (i j ( Ocas + Ar 1 seirfl) rdri/0 

A 

“ I | < V cos il + 4r 1 sen : J9l Jr dS 

.'n a '| 

- | (r 1 cm H + r‘ H'fl'(*]. i Jd ■ || f < 7 tw (i + I 5 sen'll J<3 


= I ' [? iw 6 + V(1 - <at2Q)]dV 


7 %cii 0 * 


15(3 15 

— TS en2(- 

“ Jd 




h&u«a * 


H EjEMPLO J Bncucrlrc el vnh linen del v/il iilo aeiHiidn por el pf.Liin j ^ \ cl p:Lraht> 
Umk z “ I — jt 3 ■ y* r 

'fill;'!on Si r II cn Iu eeimeidn del [WalinlnidLu *c t^iicne x / + ^ I ISio 
(|Nc el plynn cnrlu al pnmhciliHik en el cfn/uliM ' +■ \ J. usi t|uc cl stilidn c>M ifckim 
del |i;irrihn|nitk- y Eirnha di-l dist-n cirt iilni /J dinln |n?r J ' + v‘ - | he.iw l;n *■ 

y I fai|. En cCHifdciiudQH pnliin^ /l can djinjii pnrO = : r ^ k El - ff - 2 n Pnc^tu ^l Llf 
5 r y I r, cl vnjlirilcn ei^ 


v - |j n ** 

Vi 

- V'mVu 

JU /l» 


1 hiM « r C (I ^ r'lrdr^tf 

Jv Jit 













wmi 

:■= ■ * «r m + rnhjim) 
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^ f NTEG*ALEi DOftLES EN COORDENADAS POlAM'. |||| t)t 


*'* h " N ™ *K|iteadii c« lrik .„,„ lil% 
ItHKCs sc hyhriq obtain, 


iccljii^ubrcs cn Sugar tic taHfftJcu.iil.r- [mlifcs. co- 


V = 


til 


.U " - ’’ - r»<M - P |_ti - - v J )Jv 

nu ^ f3t ' ] cvjiluar, pttfqur sc require foliar b sigufeute integral: 

f(L - J a | w dr 


it qwc sl i,i lint lut Is. Mu su pucde extender al tipo de region mils. coiiiplicad:i tie 

b itgura 7, Es similar u las regimes ftcfnngu lures tipo It c<in«idcradaji en lu Midtin 15.3. 

e hcdio. ill Combinnr b turmiib 2 de exta seuritin con b formula 15.3,5. sc ohlicuc la si- 
gtiicntc fdntiuta. 


m Si/cs awtino.i cn uru region polar dc b forma 

D - l(r. in|rt ^ 0 < 0, h t m ^ h : <m} 


ententes 


ft I, v) M = J fl | ftreos ft, r sen ft| r Jr Jd 

i H ^ I N I 




En particular, si h* Ilhiiii f'{ i,y) - I, hj[& I = 0 y /r;f 0) = M d) en exta formula. sc vcque 
d area de la regi6n D aemada por if a. tt = {3 y r “ M W) es 


*01- fh-*-prr*« 

Js 1 Jir -Til- 

!& 

[ : 

TJ„ «-JT1W«T jb 

v r st™ tiwiLiicnfa cun la lunnnla lt).4 .» 

a fj EM PI-0 3 Use la integral tluWe para folbr d area tttccmfe nor im pdialu dr la n*J 
lie cuatif hqjas r =■ cos 2W 

imutKiN Del bosquejo Je la curva en Is figure * vc que d P&ato esta dado i^vr la 
region 

/J {f t, «l | w/‘I ’ « ' w/4. (I « i - i-ns 2d| 


Asf que d df«i 


jr*-nr 

ip 

; )’ ' ti<n40llft»- ;|« + ] nt..-I» 1 - s 

















tTI CAHTULG IS IKTECAALIS MLJUUFLEt 




E P J ElIMfiO 4 EiKBWDic d vqtufTKn dd 46|j<jb quc yac* dchapi dd 
■ “ Jt* + y. affibi del piano ry y denim del wiLindm 1 r + y ; =- It. 

i^uusiDi hi rflidu yace airilHi Jel disco i) cuyp drculo Ifmiie iiene ta ec^icuriiVn 

2 *■ y' lx 41 hien, despuds da compktar cl cuidrada, 

lx - 1 1 3 + y s = t 

(vdunsa lift O^uius 9 y 10). Eji, rntoMu pcjtoeg ie liene .t 1 + y — p* y * - r Coi & 
por to l.mtif d airculo limite sc cnnucrlc an r 2/ uos fl, yr = 1 cm w Am. ..-I l Li^_. . ^ 
dado por 


/> - | it. | - n/2 * w ■ */2. 0 *s r* 2«*tf] 

y. pnr l.i ii »-rni li111 J, sc licnc 

V - ff fe* + y*)M = f 3 t^rdr dff = i * d& - 

■ r " *™ J-" L 4 j<t 

„ I*"* 2 <„ ., 1 *»/l ,,, ! / I + 2M V 

4 | cos 1 !) JH M | costfjfl ^ | J---— | 

2 | [ I + 2oo* 2fl * if J + cos 4fli] 

■f 

- 2|{« + sen 38 + J sen44j**- 2 (4)('?) = 


(5.4 


EjEfiClClGS 


- 1 Sf muestra urui repdn R Decide *i frtipka ftjxwdciudas poLj- 
re^. ractnfulim > CM-nha f^/(# p y) dA eunm nrw inieprji sitn- 
lLl tfrmdc / tv unj fgtk nin Mjm BUilmia eti ff 



5-4 I.i rrpon l:uj j art -3 p4j daJj p»r Ij isite^rd > Ci-tbe 

b inlcgriil 

5u | j fdrrftf 6r | j rrfr^K 


7-14 livalik in integral duda. L^mbiiindo u yiwmleniidjis poluv^ 

dnnde D as cl diM:o cun ccnlni en d wijrrri > radim 1 

1- JJ, Cj + I'liH, dotkkr ff es lartp.m k|uc v,xf .1 l-( i.^Mkrrdi ^ 
c)c ^ emit liKimukK r + y* ^ I y r +■ > • ■* 

1. * y |d1. iliinJc K Ij rvpn^ |iH 

del ajc 1 demnnkl drcuki r * 1 ^ 

10. i'f # ■, j 1 1 1 1.\, 

dandy k * [1 \. t 11 \ ■• v - 4. \ ■ nj 

11 , ii„ 1 dA. &m<k n n In .... pur <-■* * . tirL " 11 ' 

J — ^*| —■ y 1 Jr cl C|C 1 

13. |'| p t. ' ,i I i|rimk‘ ff c% tin en pt*mer - tf|hL 

md>i tsu cl clnu^ « + 1 " 25 



































S*CCi6«,, 4 


tmtCAALES DOfliES EN COORD! NAOAS PQ1AAES |||| 91 f 


its- , t ‘ .uciaFil ' 1 

- . , + r’« 4 . 

]1 ft' ■« *"* 0 " “ « rl P""«T inuiiaju 

eniif It* cfruto r + jr - 4 y r f y i t 


U»t| LS* «*“ ,13lL- £ ral P^;i tod lard drt.ide In refctfo. 

g (Ig |rd<f ik ll POM r CW 

li Ll m* 6 * e iktpTiKU r 11 ' to aura r- 4 + 3 m «. 

If. LARV'^t dcil,rC> ‘ k Ili * eftci*l(is r - co* ft y r = ceq ft 

U, [ j ftpdn dentre del cwdioide r « | + cos 0 y u K ia M 
Lifrakp r - } pm 9 


1 *-:: U L-L^Jcnados para haltor cl volumcn tlel solido 


33 L h - 1 c\ tircu I.jf too un dUmctro dc 4rj pies Li pm, 

fundidad cs cumtMitic a In krgo dc la^ Ifncsis c*te-oe*i* y w 
incrcmcnia dc for mu JinciiJ dcsde 2 pie*, en cl extren>h uir 
hasta 7 pies cn d ctfrenfO mute Determine cl vdumen del 
J gU* en la albeii a. 

3*. U n uspersor bgffcnk d i siri huyc agu a en ua paUfa circular dc 
radio 140 pics Huminttlia agm a una pmftmdidad de f pm 
p.sr hon a Lin.i Jiitucu dc t pics ilcsde el aspersnr, 

(aj ll H ■ UNI f.CudM C la cjulnhd loiiil dc jpu Mittlinis- 
lrjiU |Hir lion a Li tepidn demro del dmrio de rodm R 
(enlraJii end mcjidnr? 

(h| Dcicmiinc Linn ckpresiAn puru In nmcidiid promdlnik 

pnf hopu pur pie sLudjado sumimstiadj a Ij repiiHi 

ilfiUm del l ii l uln dc radio R. 

US.! Use Ins courLlciiitdji 1 ; polare-. para mmhjnsr J.i tiimi 


.C, JW " * * ■ J, .t T > * *• * L 1“ ‘ *? *y * 


,TT 


If, Deh-O'.' JeJ COCOT ■ - s r : + >'■' y jniki del di.scn r + y - 4 

£ xKijsidcJ poriboloidc 1 : = IS ir - 2y y orrihri del 
pLaftijn- 

Ti Ensenada pw el hipcHxdoidc r -r t r ' I j e] plann 

■ ■ i 


1 Dtefmdc Ii ii'lm r * y 2 + : - 16 \ tuCfa del cilindfo 

jr + y ■ 4. 

& L nj fifen Je radio a 

3*. \.i 'j 4 o pn d pambtriuide :■ I t 2t*' + y cl plunu 
: ■ 7 tit d prinier wl^nlc 


2 ^.Tiiy del gono : - i ,r + r y drtujo de la wlcni 

r+ y+ y «* i 

*► ^ odopg k> parabnlokles : - Jr +V y 

■ — jt — jr. 

ticRrr .1 del almdfn x 1 + y* ■ 4 y d elrp^uide 

- v * r ■* 64 


1 * >: -j'Hi una hroca ciliisdma am radio t'p pt *m hiecr on,*i p^r- 
f^Jci/jn p)r d ccntmde ana esfera dc radio r ; hneueime 

d ^ciiwn del % 6 lido cn fenru dc amlb 'l 1 *^ 

Ktpreve d uolumen dei inci«» f 11 co rtmiirM^ de a a iun 
* del aniHo F>6scrvc que cl vdlyrtwu depende 1 "^1° *■ r ‘ 1,1,1 
kr,*r f 

^ F ^Irte la , ftlftffM l KcriHl- oinvini«nd« u 


wnU : * v' l^vi/x ^ I 


- r fJ r-Wc <ty 
a=2 


ir^fi * 


. I Jr all 


». ftT**?* 


tty 


en uni integral doble, [Jespucs cviluc la integral iJohle, 

36. ta i Ivr define l;i mieyral impropia (sobrcel piano etsmpJcliJ) 

||r ,: ‘ T ei4 - i r f 4 * 1 ’ 4y di 

»■ 

- Ifm || r ‘ r- dA 

Ji 

dnnde R,cs el disco ton radio a \ centre en cl ori|jeii 
DemncMrc nue 

r.f^— 

|bl l'n .1 delimcidn equoilcriledc la miegnl impropiadcl 

mil- ISO la) i5*i- 

|Te iM - lim ff< 1 ■ dA 
J! «— t 1 . 1 

p- Ik 

dnfldc S, el cuadtadoi eon vmivfl i —jj. ■- i*r Use cuo 

... (ju: 

J" f" ill ^ r rfi = ” 

(c l |3(ilma i||K 

i"* ll * 

| r ji - 

Ml Mediunlc el cuintni» tie variable t \ 2 * ilemneUfle i|ue 

(' e ' : <fx - i S 

il-sle ct on rrMrilnl ' 1 linihljmemal pari |wo 6 *bilHtad > 
t^lrulMicl I 

37 Lise Cl result;.del e,erek.o36 ... evilmir In 

Yifuiimli'i nile lit lie* 














ABO nil CAHTULO II IN TEG RALES MULTIPLES 


IS S 


APLSCACIONES DE LAS INTEGRAIES DOBLES 


Ya m: ha \ isto uru jplic«tcidn ik Ltv mlc^rakrs duhles: cakuto tfe vuUdrncnm Otra 
^HMikuica cs fi.iJI.tr -irmA de superficies y e^lii m: h»ini cn 3a section 16,6. I,n csta ^ 

cvpJnran uplkacioftcs fiskns omikk jk iitar la masa. caffga eketrica, cerim i de nj.i-.n y ttwHixn. 
tn tk* inertia. Se sera qur etfus ideas smi important tambaen owidu m: .iphvan .1 hiikmr^. 
de JniivkliLj Lk' pmh.ibilidad ik dus vaiiuMes alealorias. 



DEMJ^DAO Y MASA 

En In seech in O hie pusibh' nsar Lin intepralcn ^-implus piira eulculttr mmucnim y cl a^n* 
srt» de masa lJ-l- ljii.i ddj^idu placa 0 klmma lor dens i dad consfrntc Peru .ili^ra ciiuipailn 
com la integral dnhlc, puedc a«isufcrur una lain in a cun denskhd variable. Supon^i q Ml .« | :t 
lamina ocufKi Lir;i region /J del plain 1 i\ y mj dciishtarJ ien unidades de niusii p.«r nnidaddc 
area) en un punid ( r i. vl en /J eMa d-tda pur pi r. vi, domk p cs ima lummn loiuimu cn O 
Esto signjtiiai que 


pi t, vl — lim 


X\ 


tkinde Am \ AA wn la mush > d area L k uji recidn^ulo pequeffn que cnum-n. .: n 1 1 \ d Ii 
mile sc Eoma cuandi* Ins dimensioncs del rectaugulo se aprCHUman a 0. 1 Vensc liirura I ; 

Pmu hailar la mnsa tnlal nt de la kiiiiimii, se divide un reclungulo R que ^orMiene a 
D cn suhree tuny silos R,, del misrnn ELununo lcomes cn la ligura It \ sc ci milder a que 
pi v. y) la Cl 1 11 era de I). Si se dige tin pun In I .v, I. y;* I en R , enUineey la inaMi de Li pm- 
(e de h lamitui que ocupa R lf es aproxiimidanienle pix*. y..| 1 1A. dtmde j Ha cl aicn dc 
R, } . Si sc suman iiKlas l as inasa*, se nbEiene liiij apro^irnaeion de la nuisa loial: 


( r 

»' 2 2 ;>u *. v: *A.4 

l-l /• I 


mm? 


Si adiorj se incremema cl mimeru de subrceianculos. se obcienc la masa tntal m de b lim* 
na conwel vaktr Hmiic de I,ia apn.^ifl»CHmes 


m 


J.l^ I’lsiciPS Lints i lien in (umhien niinu lipns tie Jensidail que ^c piifden ir.dai 'k Ja mn 

.. Vi*\ cjeinpkK m se dislhlniyc Linn earjia eleL-iricu snlm- ami regiiiu / J 4 kdeii 

sidatl de eargu fen LinidaElc^ ile caiua |ihih iiicel aihiEariaHAli daiki pm trts, e> lh lui pumn 
is. vj en /> r cnmiices la l mpa intaJ Q eda ilmla pnr 



ffl 


y |( rr(t a >m 


fjfHFl 0 I I j tJifjjii vt,> <I^|iiIhihLi moIhi: If region trungtilnr />cii la lijuira v 
<H>r In iJrn'-«I. hI tk - uifgH l'h ( i . v| m oti. il iy. HitHliilu vm cuulunilff p iikII'" 
do (1 /m i Delcmmii’ la liiijsji iirinl 






















































* tCC,ON r ®-* *MCAClONES OE LAI IN'f<jMLES DOtk.ES 

' ,l 1ltl4 " ** '* ““Mi*! I y h figura J sc liens 

^ " jl | | jcydvdx 

" J *> Jp-s 

“I’KL, 

“!J (2,v 5 -*'fr/jt - ^ 

Anl I4 carpi total cs C, 


Zi 

T 


_5_ 

24 


ti i 


MOMENTOSY CENTRQS DE NASA __ 

l .iv In stica6n 8.3 str oncittntnid ctirttm de musa de una lamina mm de&sidail constant 
i»nu lamina con deriMikd variable. Siipon^i quo b lamina ocupa una re 
/> v Iiene la luTknuu ifc ilen^bl ^ 1 , vl. Kcvucrde del capftufo 8 quo cl munwnhi de 
umhi j\im\ ub so deliiic rcspecto a on tjc chiti» cl pmduclu dc su masa v s U dMmicaa din- 
jii<la dcsde cl cje. So divide a 1) on n'Ujiii^ik^ pcquenos cornu on la 2. ImEonces la 
masa de es iipnixiniarianicntc p(.t * . v* I <U. asi'quc cl ainmcntn dc fl„ con roqioLiii ;il 
eje i s c puede uprox invar median to 


[f4 1 \ i,“] _i.1Jji ‘ 


Si ahura sc suntan (Njv L.intidades v so (until cl I nwnc vuandtv d n union dc Mibialan^kn so 
vudvc 0 ninth*. stf nbtiene cl nionKtilo tic tnda la lamina rcspirtu ol ijejr: 


m 


De umnora similar, cl mmnonio resptcld til tjc j O'* 


™ ft 


W lim 1 1 i *. v*)H = 11 ipl i. it*/4 

' /-» 7. 


" * ■“ 


01 



Como m? dedno d centre do mas* 1 i. y l ia] quo m \ 1/ \ «rv = Xf HI sijimrie^ 

so co ' ‘ 

sipoyi 


du fisico- cs que la brmnn sc eopiportn comti si inda mi man so concentninl on mi L-oncru 
do nmu. Asf. Id Idminn sc equilibm hoi i/.omalHionto curmdo w ROOVP en sit centra dc mwa 


1 vi’iiM' lieum -1 3 


m Us coqrtfenfld** U. v I dol ccnlrtt do masa do mi.. lamina quo tvufu la re* m 
ft y quo lie no ftiBCitSu A-’ dcnudml fill, vi stm 


«(f *****. 

nt m r £ 

,kiOtk lii masa #m cslii iWn I"* 


v ■ — - — II vyil i. v) 4A 
m rrt A r 


in 11 />! ■ 1 > d \ 

Vp 


















































f il im CAPiTUlO ti 1NTEGMLES MULTIPLES 


L * 



FIGURJU 


13 EfEMPLG 2 EncutfUre la, mas a > el centra tie mass de una bmine trianjgutar cim 
vertices <D t OK 1 U 0) > (0* 2* si la funridvi dc dcnsidad es jorf.T, yj - I + Ic + v 

lOlUClOii El irififigulti sc muesira en In tipura 5 (Nolc epic la ccuatVm dc la enfa superior 
cs y 2 - 2.x. i La HHis.i dc b l.mnii.i es 


?i ft a 


m = || p{x>y)dA | | l! + It + y)dydx 

ji 

f . 2 i _ r ji 

= | I y + Surj 1 + 4pd f/.i = 4 | (I - .t J )djr ■ 4 jf - —- 

Jo L J.-ii r " l- ■ J™ * 

Fiiioncsrs las ffimulfls cn C5> tltm 

x = — Jj iy>l i. v) it A . [' jj Lt + 3-t' + xy)dy 4.x 


it W I 

"sh j J. * 


*£r = — i iJf - I )<tx 
2 !' ■ 


V “ — |f ,vp(jf t y) *M - J P I' 11 IV + 3txy + y 2 )dy dx 

tu /+ r + F| i + r <i 


-If 4 +3 *4 + t1 * 

8 Ji) L - “ ^ Jr -9 

€- 


dx = i |' (7 - 9.1 - tx* 4- 5f *)(6f 

Jii 


lx - 9— - j 1 + 5 


16 


Et centra de nnasa esid cn cl puiitn ( r |* I. 


jt' 


a 




D 

hft) 

PkcJ 1 

( 

-9 

m 


D EjEHPLO y La dcnsidud cn cuulqincr panto sobre una linuna semicircular e* p^ v 
ptsmeional a In dislanoa dc\dc d centres del circuln. Encuenlrc el centra dr masi dc 
la lamina. 

million Culuquc la lamina cumci 3fl niilad superior del ciiculo x? + v* ■* a* i ytnsc figu re 
Enlonceis fa diMiinun dc tin punto i r, v) fll centra del circulo rel origin I es v 1 ; f 4 ^ 
lc» lanto. In lime i 6n dc dci^idsid s 


p{ 1 . v j “ K\/x l + y J 


durtde A' algniM l onshLiitc rmil^ fa hi nun 11 dc dcnskhul coino la ihrnia dc fa I* 1111111 ' 1 
hsKen pencil tpic sc mrivicrlu ji ctxinlcnwhis (HiUnc%. LnlniKcs y ~p + r 1 * ry la refcE^ 
l) csfji dadn pc if f) * / ft, li ll tt A*. 1 , la masa dc la Luinna cs 


g *JT fH c b vNM * jj K y t 1 + y : dA ™ jT ^ UTrl nfr Jfl* 

i» t* 



riGufii 





















3ECCI6N tlA APLlCACIONfS DE <.« ENTEGftALC; OORLFS HI tl) 


■ Ire** a «f cent's * <n£a 

0 t #rpe 5 m * *l*ntb i rip lii sj*ccj&ft 
jj $rxja » iKonirQ que el ceniw rie wia 

9 ja *-»m cm 4 nH*«fAt pndm> 
m j**™ w wa-i*^ «n ef punto 
lULij iJfW 


Tllllf ". .. . . comn (il iVincirtn de ilfiividad 'ion ■simduie.i* am renpeCtn a! cje i, .r.i 

V* rl «*••»»* mihmd*,! *.ur M*K H «je «s*u,., n. U ca.mkn.b , Mi 

yjuj pc^f - 


' J I - v /*(*t V J ^ 77~r I I r sen fl (#i» r tirdfl 

" r % K na J" J * i 

= T“7 I" sen 9dft | r'dr = V | -cos Dj 

ffrJ Jit At mi 1 1 ' 

_ _LV. 3 a 

flfl 1 4 2ir 

Por lo lanKK el cenlro de nias.i jic localiza t:n d punio HI, In /f2ff}i 



MQMEKTO DE 1NEHCIA _ 

1:1 iiiitimnlti tie inurviu (coDucido laniNcri lihimh^iiih!h momcnlot tic tinu panicuIn de 
masa m respceio u un qc sc define como wr. dimde r es la distancia desdc la pnern ul.: al 
qc, A fin de ampler cm* cotwepto a nun lamina que nene functfa Je denstdad pU, u y 
otupa umi rep ion D sc precede como se hi«t puni momemns urdirmrius. Sc divide h l /j en 
rectangtilos pcquefMs. se apmdma el momenta de inerciii de cada Mibiev’iunjnilo re^peij.' 
al cje c. y s-e krnia el limite de la suma maiulitd ndnierii de stibrcclangulitssc vuctve gran- 
de Ed resuliado cs el momentn tie inertia de l.i lamina respeeto til eje-t: 


IQ 



De limner J s miliar, d momenta ile inertia rr**ieclo a I ejejr es 


(7 /, = Ifni 2 2 tap 3 pl ■ S" J = jl 

I—J H-l I ft 


l A/l = II ) ’pi r, i't ii'1 


T-imhien es de micros considers^ d momento de inerrla Mspccto al urftten, coitucidn 

MinHcn coflHi mt>n%ent» pftlur ds mi ma 




m lift, + tv;r|p(.;...':uyi - (|'m ; < > : 'p< 

tSU hi m >- 1 y-i fl 


Mi tin qtie 


i„ -i. + 1 


_ , |tr , rtfl 4 gmmWi. to..... >•■ >■ ^ *■ * •“ » 

. ItZaiitt !*'■ A ~ * H " n * cn 1 ra,li ” "' 













































*•4 CAHTULO 1$ INTEGRAL ti MUlTIf-L t J 


smUtiON I I litmic ifc f> itn el drculn r + v - u y en caonfcflfldn pnLwet /j w ^ 

medkink 1 II ■ It lit. (1 - t •£ ii. Pnmirrn w tulfidura 

In — II it* + v^piiA jfj | I rrdnili 

Jj Jn .'A 

n 

“ p I, | s ' r ftr ^ ^[t} " ~y~ 

t-.ii liigar dc cukdiu /, c t de mantra directa, %c usan Itw hechm dc i|uc A + f = j f 

Kle hi fimitlrfii del fimhlemii). Asf, 

L itp«* 

En el cjeiuplo 4 uhserce quc la masa del di«x»C5 

m = den^tlaiJ ■ area ~ pi wa : ) 

de modo l|L3c d mimic rilo tic mcrciu del disco respecia al origen feninn una rucila respix 
to Li sii ejc| se pile tie escribir enmn 

| , J , ; 

4 t “ —J— T < wpir hr = Tfflfl 

Asi. si sc incrtmcnla la masa n el radio del disco. se ineremcniLi cnumcc> cl momemo ik 
inertia. En general, cl momentodc ineitimjucga cl mismo p.ipel cn cl menimienton^j. 
rial que la masa juegaen cl movirnienm lineal, El moment lie inertia dc una meda ns bque 
hacc diffcil cnipe/ar o defeuer III roiycidn dc lu meda, del jniMiith huh Jo que la rrusa dc nn 
auiomovil diliuuLiLi mi Liar n delencr cl iiiovimienio dc un nutonimil. 

El radio dc pm tie unu lamina rCSpctLo a un eje cs cl nunicro ti la] que 

® mft : - / 

donde f?j cs la mas a dc la lamina, e / cs cl mo memo de i nereis rcspectn a I eje dadc I j 
eciiudori 4 dice que si la niusa dc la lamina sc concenrrara a un li distaircia del cjl\ en- 
mnees el nraomenin dc inertia de esta ”inasn piumial" serfu la mismn que el momenrndf 
inercia de la lamina 

En panicuJar. cl radio dc giro " con resfnxit> al eje x y cJ radio dc 4 ins T con respect 
a! cic v csl£n dados p<ir las ctuaciont* 

3a iity- * l k mP = /, 

AsJ, (", T j cs cl pniiin cn qtie la rmw dc l;i liimma se puede concernrnr sin cambiar 
mcnloiide iuercus tsni rcS|xxio a Iik ejes cnordciuLdm. iNoic la aindtignivon elcernfode 
iiiasad 

i T i EJEMFLO 5 f-miicnlic cl r:hlin de giro rcsjxxhi a I cjC i del iliH'O ilfil cjcinplo 4 

iOsyflOi f tHim sc <ifpscrni, la masa del disco cs m — pvu\ eisI que ilc las ftiijcti'^ ^ 

sc Ipciht 

- 3 /. ]™n 4 «’ 

v — = — 

m pna A 

1'inr hi farmi • \ ouINmIt gun ratpri lo ,il v\r i cs T \u qoc es la mitad lie) radi'- 1 ^ 
dtM.o 









SeCClON fS-S APUCACiOMES DE LAS INTEGRAL(S &OBLFS |J|[ fli 


PROBA6ILIDAD 


t" I 

lfi« M * tcirhidcrtS 3w fawititt densidad dr pmbabiikkd f tic mu ^ariflhlc 

iXZi T VM " *. M * 0 *» ’ C . m * I. y la proki. 

i|dl \ c*t£ enifc u y />ve cncucntrn . 1 ] integrar/dc <* n fo 


A = : = f fU) 

L H ™ nsl(Jm Ul ' P^ * variables alcatarias cuniinuas Xy y. canto to 1 tempos <fc 

' 1 1 ^ 1 ^mptmentes Je un i tiiaquina o la ahura > peso tie uiu miyer adulta clcgida j] 

" ' ‘ ™ l * d * n d * ^'Hfuma ik; X y mu funddn fde dm ttrubfct tal que 

|J P ft *-*h,i^l (fc que IX* V) «hf e„ 19 na Rgjfa Des 

ttff.ri 6 D»= [f/fxylrtt 

"i> 

[-.n pari itii I ar. sn lhui rt^iim cs nr irciargMlii. fa prtjbabiliidad de que X rsle entry uy i? \ 
que )' este entre ( y ^ cn 

hit * X * fr* c * Y^d) = j 1/U v)dv^r 

■ 11 Jr 

|Vta» lijtmra 7.1 


fIGURA 7 

Lt pr.^jhiliJjJ deque V cut entif 
ay h.y qt*e Y cnire t y i/ cscl 
fnlunwi hit jJi/jJo .imhj (J(l 
rstLanculo/j* [a, fr] * [r.Jly 
4*qodc la funrinn de deftndad 

foflJWTitJ 



| hrhiik* a tfue la^ no yin negamas y sc miden cn ura cscala ilc (t a L la 

({|rK trtfl j,. dtps triad coftjuntn tiene las ^pauletties pmpWades: 

/jjr* y) ’ 0 ff/U.yMA-l 
¥ 

fiB e | gieren j,. Jft tic Iji wrcitfn 15 A In Inlcgwf dnWe R : e* turn inEcpnil impn* 
/ !k OnhJ I ,H" ] ,|mlk tL efnrilto iicuiniFKta ipt sc expuiiden 

y tt pitrde escrlbtt 

ff fi 1 F tj fAi “ J , J A* = f 





















CAPlTULO n lM1IGMltSHULTPL£l 


E|tMPiO 6 %\ hi Iuxic i 6n dc dt-nsjdad coniiintd pom X y V daily por 
frci + 2rS *HI i 10,0" v 1(1 


Ch + 2r) >L rfc - i - 10,0 - v ' 1<k 


U cn caw conininu 


tfl cnw cortirann- 


encucirtre cl valor dc hi ctmsuunc C. Pespncs determine / J i X * 7. y *= 2] 

smiidON Sc encuentm d valor dc C at Ei&Ggunir que hi integral doble dc /cs igual H |, 
Dehuln ii quc/(A, y) 0 hi cm del recoil run In [0, 10] X [0, I0|, sc tic no 



Ahora m* pucik vakiilar hi probabilnhid dc que X sea a In mmu 7 y Y sea por hi 
meiKK 2: 


PiX ^ 7, K ■ 2) =» J | /(t, vjffyrft = | (| J" r'.J.r + 2v) rfy Ax 



= == 0.57X7 


Supongu que X e* una variable pteEiiurin cun lurtdon dc dci^idud dc pmhahiJutiid i 1 u 
y K e% ynu variable aleulonu con fundtfn dc densidad/ j{y). Enicmces A' y Y sc Hainan va¬ 
riables a ken tori as indtpcndicnics si so Cimcidn dc densi dud om junta cs cl premie J c 
sus I unci ones dc densidad individualcs: 

/(x. vJ -/r(x)/ 3 (>) 

Hn la secci6n 8.5, se imxlclaroii tiempos dc c&pera pur medio dc fiMidonus dv* dcmidad 
exponenrial 



duiuk ^ os, el Lienrpo dc espera promedm 1 mi cl ejcniplo sememe sc consider^ mu , ' l,,lit 
cidii am doc hem pi is dc espem hdepemliciitcs 

I|£MP10 ? El ^MlrniimljiiiJhir dc un cine dckimm.i que el licmpo pnmwdio ^ * M * ,cn ' 
tes esperan cn la lib pm Cnmpnir un hdctn pura Ll polio ii Li ilc cMa *CI fume- Hi nimij3 "^ 
y el ttempa pmvncdio qne cjpcraii para comprar palocniia.% c% 5 minima Si "c supoiw d [h 
lo 1 * Hempen dc espera son mdcjK-ndfcnlcs, uncuenlru In pmhihilidikl tic que uJia pcr^'n.u ’ 
peje un 1 1mil ite menus dr 20 miuulus utiles dc mniar mi hiv-n 

■'> Si su supime qnc hmlo cl lirmpn dc espera V para la enm-pra dd kih-m i' 1|lH 
cl ricinpode espera l eu In Ida para comprar polosmas vc mikldan nwdianw lui 1 ^ 11 
firs dc dciiMilnd dc pin 'kdidfdad eipfincncidle^, ^c ptieden cscrihir eada una dr 
linn nmns dc dermdad cennn 
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tCci 6 N 11,5 APLICACIOMES Dt LAS IN'TiGRAttS DO&L.E? |||j 9 *j 

********* »n tiHiej*„di e ni cs , | a f U| *jd,,^ 


/Ct 

V |1uIl ‘ inohiihiitj.nj Ur 


Jl'mmiLhI COftjunti CS Cl pri kIucIei- 

■ V li x*O,jr»0 

1° en cbsq conUirib 

qncAT I- ^<20; 


m + Y <2ft\ ~ HU T. K) E D) 
ride O ts | lk region inun^ulnr mosinda en la ligura H Adque 


W+ r 20 |-JT /u ,,, m = f»r" 

"Jj Jn ."li 

+ ■! 


> J "V ‘dvrfi 


= m f 'k'' "’ i* A e 

i i |“ 


= I + r * - 2f -=*f>,747ft 


EstO signifies q UC eerca dc 75% dc Ids asistenics al cine esperan menus de :<i rnumim 
antes dc tormt mb lugoro 


VA LORES E5PEMDOS 


Rccticrdc dc la seccidn *.5 que si X cs uru variable ak'jtoru eon funcion dc den m dad dc 
pnihahihcind /', entoiices ml media cs 

M = | J/Uj d* 


Ahnra si A' y I'son vamhles a teuton as con ftincidn dc densidad conjunta L >c define la V 
media y la Y media, denomwadns t.imhien u lores esperados dc X j Y. como 

M ft i - ft v/(.r, V) dA fi : = ff y/(x. y) dA 

H ft 

Observe cLiiiii parecidas .son las cxprcoones para p. y ft; en (111 con las dc lo* m<unenio\ 
Vf y Vf dc Liini Itiimnu eon fnncirtii dc densidad r en las ecuucimii s 5 y 4. Dc tiectu\ se 
pik^k consjderor tjue la pfnbnbUidud cs oomo niu musa dMnhuidj lie inanen continue. V 

. ,|i L ,, k | ; , |jj pinkibilidad ile la mancm como *c ulcula .. imi. intcgrandci uaa iiincioii dc 

dciLsidud, Y dehudo a i|UC In "rnasji dc prohabtlidatl loial’' ls I, his cvpresionc* pam xy y 
II , ^, fpupi.tr in tpie Ins valnrts esperadtis dc ^ v Y. Mi }' (* ■ pneden scr considcriidas co- 
ni n | is t oookiiadas del ‘Vcntm dc rmsn - dc la disiribucnVn dc pnvhahilidad 

l r n cl M^nicnic c|citi|iIii truta ■ mi disiri hue tones nm males. Conm en h scccniit 8.5, 

, n i a i v n i, i l>k nlcal t iri a \k \nc onJi distrihue tn imrmui n I vu ruiicidii de den sided dc piti- 

hjihdidad es c*c fa fonW 

/U) - -4— * " 

it % 2n 

























I i e 



ft* CAFITULO tS OElLIVfcDAl P*KClALf4 


Ijf MPt,0 B Una fitoftea prepuce r<Kbmiemns ide forma eilmdneai cayas 
HC'i M»n 4 If cm de diimeim y 6il cm dc largo. Dc hccho h los diimeuiK ticn?n unj 
diflnbucn>ii normal con media dc 4 0 cm y dtvvijciun e^iAndar Oil I trn, vnieniras 
que \u\ longitudes I tenets una diHirihudtiu normal con media 6.(3 cm y dc^viacidn 
csrarukir CUM cm. Sl sc supune qnc X y 3' son mdependieiiic^ etcriba la fvmjLdvi t| c 
den si dud i l nsj li nia y dibujelii. Kneucntrc la probubilidad dc que un cqjineiu clegidt, 
nl tiKiir dc It linen de production tenga kmgilud o diimeiro que dill ere tic In media 
L'ji mi* dc ii ei 2 cm. 

STji ihn Sc Mibc que A' y Y licncn una distribution normal con ji, 4 U m ^ - 6,0 \ 
rr, ff : 0,01 Mi, cada una 4e hs funcsimcv de densadad para A y 3 son 



FIGUiA * 

<jralkj. dc La (uivinn dc denuded 
ciMitHm normal del ejeanpto S 


A ft) - 


i 


-<■ ifaw r f v i —. ._J—- ^ 

f M>} Oill^ 


n'«e 


(Ml t ^ 2 tt 

Pik-vll> que V y ) J son indeperdienu-s, III lundon dc densidad ton junta l-s cl pr«KJu^t,» 




U.lXKEir 


-.-ll ! >Ml.C . <! r.. 1 * 1 i r*i * 

■ t £ 


4 . ... 

it 


En la lignra 9 sc muc^Era una grdliuj dc c-U hint ton 

Sc tak iilara primero la pmbabdid.id dc que X y Y difkran dc mh iucJms cn mciKn 
tie EH 12 cm Si sc emples una calculndtira u cunfputadora parti tsimur Ij inttfral. v 
Etc me 


«.S«H < X < 4.02.5.98 - Y < 6.02> j \ >ul f(x t v\dvdx 

.Vl'H J Jtffl 

— j" -101 f 60G f r . ^ 

IT Jlf* 

- 0.91 

Emofsecs b probabdidud de que A o V dilicrari de sy media en de IM>2 L m r* ipn'ii- 
nsadwneme 

I 0.91=0,09 


I 5.5 E j E ft Cl CjQS _ 

L i-J> cjrfj ekcln^.i csla dLslritwidj ^sbre cl rfsiiirijiuSo 

I * jf ^ J. 0 *- t Z Mi que In iknviJjJ sic taiga cn 
fi, >| n vi — irr + r ^medfdaen s‘Kil<mih put 
metr- . ciiidradi^ Dtfcnmne la ikfisidbd sic en 
cl recfinjjruki 

3. Hi .:.m cletin.. i v 'h .inhume ^obre cl % * i t 4, ilc* 
que Jj dcimidtd <Jc catgu en f ir, y I e^ 

*? * .i i • . • i ’ * fmcdiclu cn csHjhunbf pm mairu 
r *u Lite III LJst^m total Mihrr rl 

1—1® Emwnlre Li ITuu y c\ s^fvlm dc mnvi ilc la linnna que ucu- 

pa \m it v «■■ -r. O v tier.- U fnncriki dc deninl^l d/Mii t * 

L r; - 410 ■ I ' 2 1 ■ ' M '> ,fc 


W - (l l. 11 ll ■ I - V - H pH 1 n i ^ 

5. It c^ 0 rcjriiKi tnjfljfiulaf eon tcnh,c^ iO 01 ’2* 0 ^ ’ 
r\ < + 1 

b. Jti-i L.i o'Kii'n tn.irignLiro^n u*rtiio e " 1 ' 

2 -i * ' th ptfc, ,v> = v 

7, /lentil ncirijaJn fan \ « r 1 . v - fl>.t ■>> ' L ' ! 
D. 0 eslil iiiioiiidpi ptir i ^ \. i n <• i lif 1 !'. vl 1 
f- [I I l||I 1 r L - sertttrf/u. I) ■ H J pl s ’ 

10. rir-slil H^HnslN |w«i l-if paribdfA^ i ^ 1 
fit, t| * v‘r 
















m 


__ 1 ^ p ^*un* cno dcrKLij'fcrl cOBftinH t* <■ ^ 

7**+ Ktevermr I™ mmnencoc tk if»«cii> A e / y H» 

■** < y y 

ft ii 

^'SUpiki (i- r fr,0<r A 

tj ^L, 

tun v&Tuces ffi, 0| r 1^. fl). Jf ff- A) 

T. l 

_ jf + ** * tf* rPH iwmppr nwlrxirte 

fci J j 

-0*1 - " 


n t K , 13 rune *J dfanjH +V « , m e| 

a*—* E ^”““ :<, *” ,> .—midadd^!^. 

#*t f**> « p«v«™*ul a 'U dMUwri, ct cjc ( CUiU ’ 

ft b«c*k si CCOBU de oust dc la Umh, fcl 

^' L 'J m ' u ^' cr p™'“ * P«'P'«rta„ l| | alraadMo ,k- „ 
jiJaiK ia dw*te cl «ifien. 

ft N •»-«»* «* «£S«* fennadj, pni los * m te/ reu , w 

'■>'■' > * = ‘ J ~ r >"■"«" hi.n..,ci , lllc ,^.| tje ' 

*uf !■»■ an « Kfc'wntw *?l oeurudt ma u t | L . ia ljimina SJ 

* ro eualquwt punk> e^ praptHrkm*] a j^ ailcia 

^hJc d >*n|rti 

ft W«oawiileHi* Ulimirudel Ejmfcm n M |» 

a OHhfiw punt., c. mmmam „ le rmpiw|< 
jj tUKU Jesde cl ongcn_ 

II K4led cewn* de roasa dc ima Iriminn cn hi rutmn tfe 
nn tninpulo bfeedes recto con ludos igunk-s de longiiud 
j ,i Li Jenttdftd on ciulquicr pun tot's proporciong) al 
L uiJrul[i Je Ij distUUicia dci.de cl vcrEjor upucMn a |j 
hprtmuMi 

h. Loa luntu ncupa la region denim del efreuto t + y- - 2> pc- 
*> h™ *1 <*«*» **' + r - I- Enamre d mMp tie miy si 
k JcrlsiiUJ en cvikpikr JHJJlto O miOrMmcmc p HpgiMd j 

* duUKId do-jo cl 041 gen. 

IT. Fjwueiitre lot mrioentos dc incroia puru la Idminadel 

qaeien 7. 

li fjloHle lo. momemoh <fc jncrcia / tl I IP pjirji la laoiina del 
qatioin 11 

U. lent mcnncntiM de locrcin /,, A, i pau U Umina del 

*jatio.» 15. 

■ C'^wftlejTe un a% p;t cuadrada con ladt^ do lungdud 2 > la e^qui- 
■-i inlen<c i/i^utctda otilacatLi tn d origcn Si Lit dcmkbti del 
**P4tfs fti . ■. I - t O.Ij, ,.Pi mas dif itil |itrjf ct aspa rospeo- 
•» d <ic * o d eje v ? 

L'e un MUcmj algchraito LompUlHClonal pnriL llilllar la 
el rtfitmds m;iK, i y el momenln dr iiwvii dr In fdininn quo 
^ ^ un ' ll b y Li JuncJon Je Jl'iisiJjiJ iLilI.i 

^ ^ " h 1 > ► 10 '■' \ -■ sen f. (i ^ t ’• w}: ftl *. vf ” .tv 

eikrftfttjji pm la caidimdr r ™ I + ^ 

fl *• ^ + JT? 


SECCldN If.i API ICACfONES OE US WTlEClWUJ DQBlfS |||j Mt 

17. U fllK&l Je LkOMdaJ LonpinU para un par * s irtahkv alea- 
bma%Xyyes 


fU,vl 


_ fCiO + V] si 0 ’ . ],£)" I < 2 

L<> cn obmi cuiqoririn 


<.ij f nciiciiirc el vjilur* de In curistnii i e ( 
<hf Determine P{X * I.Y-: it. 
to! Hillti /*i r v f y <= |) 

It iJi 1 i h i ipri i< he que 


n«oo 


l 


< It 0* > 

i cimrp.iriii 
^ lie dcftiidjiJ tWfljunU 

Itfj Si .V > I son tiiriaWcs dJcjiiwia* cuy a fusion de tlcn>wJjd 
tonintiEj es la hindOn /dei tndw u i, entuonEre 

'0 wx * !) fix * ( t r * ;) 

coj Determine l»s tulotts csperaitiis iJe.V y f 

3^ Siipcntgn i|u f x > i Min varintik-v iile.inm.i-. t . n I'uncicin tie 
dertshjjjd oofijumta 


/■■TJt. 


/[LI 

Ha 


„ , , o., 0 

on itiHuoniianii 
cal ( «»m(in«|ic que/cs cn tejJuijJ u n.i fiuxii* tie JcnndjJ 
osm|unia 

tN bmwnlrr Ijs tiguieulet pcotuNJidiilcs 
ID nr» II iiil fix ’ 2. I' «• 4i 
101 MntLIf In-i utms esperadKilc A y V 

30. (at I >iiii liimpsira tienedu* hnmhilFjis dc un Eijiiici’n uria duracion 
pnimcdio dc 1000 tunas. Si se jiuptioet|ue h pttitabilidad 

tic l.ill.i tic l‘M;ls bnmhitlas se puf L k mmielitr mfldiJUltf iJJt.L 
r,ltk H'O tic licnsitiiHl cxporteiwktl ft Ml 

media fi = lUIXLcEKUentrc Ij prukihiliilaJ deque am ha. 

Inimhi I Las fallen cn 0 NKt lirir.L'. 
ibi (Kij lantfurj liene itik> U1U kunhlla del miMTHi tipm que 
eft rl iiki^Mj i Si < queina urui Kniihllj y sc templaia 
J»t mu tkl mrsnm ilpo. oiime Fa pn^biLtiLhi de quo b& 
dm in m i hi 11 as ru] Ion en un e-h.iJ de F0m hnr^ 

£*t 33. Supongji tjuc X y Yvan vaiiabla iU«Uria> indopendicm^. 

«IiiiilBc Viicnc unn diMaibuLimi nurnul con modiii J5 y desviuL-iLfij 

t'stiilliLu 0 5 y I'liehC Lit I li diMrihiL'iLni i u >r i fi ,lI ftin mcili.i J!0 '■ 

diE» vino u ni cstandurOJ. 

(ill Encuenlre H40 ^ X ^ SO. 20 ■ F jst 
(*h Urlirmiini' /^4£A J5i +HKir] Jn\ ■ 2i 

33. Sillier y Yuliiudii (ietieii il.K 1 ' qne reimnuit a iiiclFi i■>dia i 
.htdrfdaft fftHIIMriNlm |mdi»% ilf^put'i ilriliic {Jccan a b 
mMcrfl tie iMlKia indopmlionfo I I litwpi tic llf^b Jc \f 
i or ct X y d tiempiilc do V«IjjuIj t% i ikunle V > 1 

ie llUiktll CM fiimiili* Jeipuci dirJ medio Ji.i I .n I luk h me^ de 
denuded indlvidunkv vmi 


( i si t - IF 

« si t - 0 


/d.vl " 


I m 

lit 


1 si it ■■ v - 10 

l'II f.LhU LUIIIUtn i 


rXitvifi ||e|?n mi fMh.il Lkhpuduli' medii.nliii i ikue nuts pmhu- 
(• 11 n Licit. - ik' I Tl'I 1 ii pmiiu-d ifih.' Undi SS 1 1 ii lulik licuipic llcgn 
iiIie'lIi >liM til' Iji ■ 12 111 F-.H > liene HU- pii‘lulMliLl»lchde Ikgar 
I -i i tit’ i pur 41 Hcin|ui ' ffUE lief a Yulunda cipfla ,i 

Hal ici ham. i iiu-din lutfa. pt^r.i cl minca Li r^jvfu ( aJetiLi Idf 
jhi ih.ihiliilpFilr- dc 'U cm itonlr’ 1 










m CAPlTULO H DERi^ADAS : F*fcCUM.ES 


3X At cMudiar Ij discmin.k i-nn dfc uiw rphkmift. sc ulpiHlc quc Ij 
pn>kihtkd«J Lkr quc kin lmjividuo inlft/tJik t "nl.ifl ic lacnfrr- 
mcdad j UM individuij in inrcctadn, e\ una limeidn «k la Ji Man¬ 
ila cmre dins CnmukiT uru. dudad circular ik rudm 10 milljw 
cn la qur l-t pihl^itin diitrihmtJ.L iiLinn.ifintrih: Ffcra mi 
inJividuo infevtiukcn un puntn tijoAltfl, y„i. luponga que la 
InneiOn ile probahiHdud esii drain pm 

fm it 20 - dip. A)} 

Jundc J\F 1 1 tk-mua In distant ra cnirc f r y i 


laj SupunpA q** la e tposkirWi de um pcfwKta a t* 
iMl Hi Mima tie las prnhqhifkbdcs ik adquinr U 
ik i\.nhn lo* mitmhfoi. ik Ij poMickin Suponpj 
vuiua infcctaiiis esiin dislnbuida^ dc nunem uoif .^ 1 ’* r ' 
indn In Ciudad, can A 1 ircdividuos infcvtados parmj|fo L i ? * 
da. lincucnire urtu integral doMe quc npAsscutn, liqap^ ^ 
lIiz umi persona quc reside cn A 
lb) fivoldc 3a integral para el caso cn cl que A cs C | ucji| Jn ^ 
dutlsuJ y jtnrad ease en el que A se |m L j li/ a en< | , J 
Ll l i in J. id ,, Dt^rvde pnefcrini vivir^ 



INTEGftALES TftiPLES 


Asi coma hc dclinen la*; integrates triple* para (undone* cte uni variable > Fas integral 
dohks pnr.i ftitioiones de das variables, se ddinen Ills integrate* triples part lunnuiuriiLe 
[res variables. Se trauirri primero can d cus<? mfc simple ctnnde / se define sobnr unacaja 
rectangular: 




VIOUU 1 


00 * = (U V.;)I d « I * h. c *= y « J, r « r < if 

El pfinvep jrsisM cs dividir # cn subtajas. Esto sc hacc dividiendo d JfWmilo [a. h \ en j sti- 
bmkrs jthas (j u j.J dc i§oul amptiaud it, di^ pdiendo [f. <^] cn m stibinienaf - de imp?; 
tud iy y dividienda [r t jj en n $ubiiiiervalo^ dc ampli(t>d 1: Los piano* que pjsan pm los 
pwrniis fiiutes de esias subiitlenalo* paraklo* a Iqs pianos eijardenados dtviden a b cifi 
cn bun subenjas 

“ [a. I, I, J X O-I, >’J X O-H^] 


que sc mucstran cn ki figura I CjiUsi Subcajj licne vnlumtrr Jit' 1 \ Ai A: 

Eninnccs sc forma la sum a dr Ricmunn triple 

23 i i 

#**!/■( 1*1 

dimde d pyniu moestral I t - i K o* p z,Tj esii en tt a For anAlofni can la dcfimcion Je inw 
in[e^r.il doble 115.1.5), se define l.i intc^mJ triple como el 3inii[c de las sumacdc RiernartH 
triples cn i 2 i. 


1 5 DEFIIficion La inle^niJ Iriple de / si>hre la caja H cs 


f m w 


Ilf /( T , V. zi i tV = hm £21 /U,:„ v.I At 

r '■** m * H/-i i-i 

m cste bmite c?iisie. 


De nuevo, l.i integral triple e^istc acmpre si / es continue Se ptiedc dejiir »i w ' L y 
pnniis mucstml mcu coalqtiier puntii en la tfibcfjttt tvm si sc etige que vea d p»nin (■*» 1 

oNicne nna exprnsi6n de aspecin rmk simple para la integral iriple: 

f -—-—--- 

)|J /Li. y* j ) rfV ■ Inn 2 £ 5! v„ "i I 

ii T - - I-I i-i 


AJ y.uiil qtn; p.ir.i mlep-alet diihh-s. el nkfiKhi pracliLt^ p^ni r^.iliui Ir ^ 

CS sxpivwrlat como mickles ir«t mb* U M^mruic mnoi 











































IFCClOW P S i f • 


Jill Ml 


r 


4 TEOIIHA DE Funim Bil TZ ---- 

^'■angular ft [„ x ^ TWW Si/i!* nmttniu cn cl oiadm 


trniorteN 


/Uv ' : > rfv - frr/uju)*** 


mcnl «"i IrspeciB a x (nuraenifnj'' T “ l,tnlade FuWni «*«fiMque «Integra pn- 

fiwmwiiimiiu- - *”* « <■«*. cm «««. , . 


w «**> «- . v. d^:" 7 c^ c ^“ rf " ta ** *■*•* “ 


ftXnjTrZldV | | ] /(.T. y h s) rf* 

+ 1# iff JI r 


“ f ,fM ^ L0 ' Evil,ie la lri|>U- jJf.xjsW. donde « 


doda pnr 


cs la. caja rectangular 


“ ftj. y. ;> jO fit« l t -|« v ^ 2, 0 < .* ^ 3[ 


10lUM " Sc l** 1 ™ «- ™ .dienes p.K.t.le, * in.,*™, .„ S > « tl,« 

inic£r.ir cun rcspccto a x, Eurgoy j despue* s* E >bliene 




p^TV* 

70 J-t J_ - } ima 

-rr.*~-r[C* 


Ahora %c ilcfine la integral triple vihrv unu regain armada general E cn el t.spadti 

lun stilidoj on gran iiiedida petrel mismo pracedirrkiciHn ,pje ^e enipleti pa- 
ra mteg rales doblcs 115.JJJ, Se enderFii E cn Uitd caja fi del [jpu dado jmr la cc turn in I 
I'rtumces sc define nna fimeirin Fdc modo que eoncuerda can/sohrc E pern es cem para 
purlins ril H qur cslin Fuem tie E. Pnr ddinieiOrt + 

Jjj flx* ,Vi rl f fV - JU F[ j. y, -) (ft 

s y 


- = 


: * « '.t. vi 


y 

hi 11 

Lt 1 

t> J; 

V 


• lie r.p#i ] 


f^fa inicgral esisrc si/es continua y cl llimic dr Fes "nt/pnahkmrnle unifemw 4 ' b m- 
lepnl inpl-L' nene cn c^meia IVtv nnsimt prupwilailcs i|nc U inlecTal d<‘Me iftnpiciladcs b 
;i 0 cn la sevriwi 1^.3) 

lie resfringc la aicnciiVn » I'lifit nHicscmiiiniias fy a eiem>s tipus dr reginnci «mp!e^ Se 

(In e i\uv un» raglrin stdida /: es dc tipi* I si esta entre bs grafiens dc dm.. conti- 

nUijs cfe t y *', rs ilci if. 


^ - fEx.y. ?) 11 1 , y) G />, ni(.f, y) '= ‘ ^ ffjUO'H 

t|<- 1 >es pfpyetu-iAn dr i. vihre cl |ihmn tv eomn se inuesim en la 1urn 2. Obwnt 
*1 tU prr|or del wMIdtr /: e* la nuperficfc p« eeuaciim wji r. O. imcolras que 
tauicMfcrinrn la stipcrlldfl i - if.U fb 
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M2 , |1 CAPtTULO IS DEPIVADAf PAKCIMES 


aW 


Pm la rnisma elasc tic argument*) que t'lnidujn a la Fcirrmiln I 1 S-3.3)* sc py Cl | G ^ ai ( 
inn 11 Mi’ m /■ cs mm regsrtn dc lipxi i tliidii por 111 ccuadon 5. entnnees 




fICURA J 

L'nii rvgiiid lipu l.ikuiilc Ul 

pKiyeeeiL'm f>es unarcgltin plfiim tipo [ 


El sigriilicadn dc la inlc^rul interna cn el ladodcrcchtidc la CL-uawriii h cs quo n : .<■ mjn . 
lienen lijnv y t pir In Umln, y) y y) sent considered as comp cofttfanlcM micnir^ 
que fi i, i„ r| m: irtfcgia am rcspccto a z. 

1-n particular. si la pmyeecitin £> dc £ \i*re cl piano jf> cs him region plana opt I < tlV 
mo cn hi ligitni 3). eninnccs 

£ “ i( i, y>z\\*i t ^ />, 0|U) T v ■- £:<*)■ iiiU, vl < r ^ ri;U vl) 

y laevvoddfi 6 sc convtcrtc cn 


m 


I fl.v, v, r) ft f/v (/a 

i,. Jy,r..Y> 






ilGUti 4 

(MrA rTEHifl -hjImIji Tipi Lckbi un,i 
proyracuifi Hpo JJ 


Si. pof otra lado. D cs una region plana up> ][ fcomocn la Figura 4p. ciuoncc^ 
£ = {(a, y. r> 1 1 - r~ y ^ d. fti(y> .x -= h 2 iy). Pfi( v fc yl -■ : ^ rii(.T fe ylf 


y La ecuncion h sc tmnsionna cn 


id 



E|EWPLG 2 Evalue j'Jj* z r tV m ijunde £ es cl tetraedro sdlidn acmado pw k>> ciuim pl-m** 
* -* 0 h y - 0, z — 0 y x + v + : = I 


1 nI Lif ''In Cuctndo sc CMahlcize uiill inicgral triple cs aeorisejafole dihujar ifas diagMinn w ' 11,1,1 
dc la leg i i 'hi solida £ ivcasc iig, 5) y uiui de mi pmyeeeido J> snhrc el piano ti ucjm' liji |r 
Et «*a inferior del leinicdro es ej plark>. i) y la «*a supcrU* is cl piano i f i + - ^ 1 




FI CURA t 


MGU14 & 




























SECTION I 9 .fr INTEGRAL 6 * TftI PW |||| ?91 


‘ * " }% <l« « um Ji.lif, y> “ 0 y Hitx, y) = t - jt - > en In fdrmiila 7 <Jb- 

c pianos * + y + ; I y : - 0 « awlan en la lines a + y — J fo y — 1 - jr> 

( . C P T ft0 ^ la pfusccuton dc £ es la region triangular cn la 

ngum ft. y sc licne 


IU f - ft*, v, r) 1 0 - i - I . l| *: v < I - jc, 0 =s z *£ I - x - v) 

l.\tj description dc £ ennm nun region li|K) I pcmniic cvaluur la inicural conui 
*igue: 



Una region solid.! E cs dc lipn 2 si es dc la forma 


E - {(.i\ y\ z) 1 (y, z) e />, Mi(y, z) ^ x ^ ujly,:)} 

donde, esta vei, D cs la pmyccciftn dc E sobre cl piano yz (v^e fig. 7). La superfieitf 
posterior es x = wifv,:). In supcrlk-ic tlel f rente es x » H>(y, :). y sc ticne 



ij"| /U^z) ttV 

b F +'+ 

t 



fM 



FI&URA 7 

Una region lipo 2 


MGURA6 

Una region i i |>i *■ 1 



pw flifano. ora recirt.. tip« 3 « «lc In l.-rran 

g -. ((,, ¥ ,ii|| t.ij e I). = y « 

„ , d» f. ...Mr el pliimi v = ml.. :l« l» .nporlWic «L|u.frJa 

derer.A* li)i *). P«rm «M Upo dr «*..■««..cite 


tBi 


*y u ^ 

















*14 CftPITULO l| DERIVApAS- PAftCJAlES 


Encidai iiiiadc las lmmsiovks EO y I E puede haberdc» e*prtrsiofie\ pmib| e , r ITj , 
icgnil, ikpi'mlnnib tic st ft e\ ima mgtffl plana tic upo I o lipo IT ny en cwcsporKleni;^ 
coo las ccimcioncs 7 y ftp 

13 EJEHfLd 3 Evalik (|j, v . r TT <«'. domic £ es la region acotada pur d panh^ 
f = r + : ! y cl piano v — 4. 

ttLUIiON B siSlidii £ ■* muestra cn lit lijiwu ft Si sc k consider «m» unn icyiiun iip*> | ien . 
lances $c ncccsiia considenir ^n |imyeecirtn i)i 'Obre el piano a v. que cs la region puaMica 
en In figuni 10. (La iru/ade r v t . cn cl piano : = Ocs lu paiibotu i i , 


im iikj.ii 156 iIunej rtLomir 1^ unjinmri 
loirtts 1 incluiD Ea tie ill hgva SI te promcTan 
satra pipes EinentenEKtei 


flG LIRA * 

Rcjiinfi dc mlcfraCion 



J 



n ¥ 

FlSLPlA I# 

Protection cn cl plann Jii 


H 



FICUJTA I? 

Prrlyecc K’in sobre d *■' 


■ ft swk -*» e*. ■ c*mM«.irf urm 

-t m fiiM afr'.i t 

•V 9 &-. at VMt M MUKton 9 dto 

'jrS/ *n tf ***** iMrwi ■ to 

wm«« •toH H*toM**<IHW*<«" 
m m r**r* * * wg * fi «h«w< * to .turn* 


ktto •*WfM *i «» 


De v = jt + r sc ubiicne : " * v ‘r - ■**. de modo q ue la M iperfivu- Unite inferior 
de £cs r = - v'y - .v J y la suptrliiie ^ipermrcs - ” Vy - r : Por Jo tsinlo. la dcserip* 
cion dc £ como una region lipo I es 

£= x'-*y*i4, -v'y - r ! * i * ft “ .«’} 

y se obtiene 

C 

Aiinquc esia esprvMran cs corrccia. es muy dificil cvjlujrb A si, en iramhi*, w fiwo- 
derori a £ con» ima region cipfl 5. Como ial. su proyeccidn D \obrc el pl-mii-1 ’ ^ 
disco jt +- r ^ 4 nunir;idu en l^t figum 11 

Entrances, cl Ifmilc i^quicriio dc £es el paralK>lraide v - x 1 -*- r y cl timite iicro.^‘^ 
e3 pijj>n y = 4, tie niancra que m sc itnm ««( t. r) = jt + “ y u : M\ rl 4 en b ! 1 

sc licnc 



AimqueeMa integral h c pudrb escrihirctuim 

I f V M **- 

cs mas fdcil convert n n Lraimlenmlns pul arcs cn cl piano vr: ^ r cm M. 
B'ilo da 


|]| ^ i " + ,: dV H (4 s iW 

r ix 

|"’ (•’ (4 r t \rrdrd9 = ( [’ M \ <■*' f> ' Jr 

r »/' r 1 I 2 HW 

w L j " *i" 15 








































SCCClON |*.ft INTEGRALS TftlPtES III I *** 


AP LICAClONtS PE INTEGRALS^ TRIPLES _ 

K ecocide que si /I u > 0. cmonecs la integral simpk i' fix) dx represents al urea bajn la 
CUn 41 v A Tl dc « u />, > m jfl t, y| - <i. entunccs la integral doblc ij„ /fx, yj ri.A represen- 
1,1 A tofu men bnpi In slijxt licit; : fix, yj y arriha ik D. La interpretation amv'ipniujicnie 
Oc Lina integral triple J'jj f /'( x, y, ? j dV i domicy|.v t >\ r) ■ G, no cs muy util porqne serfa A 
liipcrvoiumen de un objeto [cErudimcnsinruil y, por supoesto. e* misy dtfieil representor, 
iRccuerdr que ti cs solo el doimtiin dc la funcion/. b grafted dc f sc locally cn cl espaeto 
icUaduitemiofliil.) No obstante. |» integral triple (Jf f fix, v, z) JV sc puede lnicrprciar dc 

' j ' r i ’ i s rnaticMs lb i Jilcrt-nlL's mih, n Junes fiMcas. Iih|nl- dc pc i nlc ik- Lis iiiicrpiL-r.K k mil's ff- 
SLeas dc X, y, z y ./[.*„ >\ z) r 

Sc comfinzard. ton el cusn especial domte/(.r. >, :) I para Im punters en /: Eniontcs 
III miegrul triple represent* al vnluuicii de E. 



V(E}= II dV 


For ejemplo. sc puctle ver que cstc es el caw tic una region tipo l si sc escribe 
fix* y. :l =■ 1 ca b formula b: 



- || [irjfjf./J _ WilT,y)]*M 


\ de Li section 15.3 sc sabc que evtu represenia ,il volumen tocali/ado entre las superficies 
: “ Hi(x, yi y : * w:lx. y). 


EJEMPLO 4 Use unu integral triple p;ir:t haHar el volmncn del ictracdru T acotado por los 

pianos x + 2v + :«lr= 2>. x - Oy- = 0. 

toluflGN El letracdru T y su pmyccurin D sob it el piano tv se muesintn en las rigum* 12 y 
13. El limits inferior de T es el piano z = 0 y cl limit* superior es cl piano x + 2y -f : “ 2. 
cs deeir* z = 2 - x - 2y, 



FfGUF* 12 



pnf In tanto. « licne 


«n-0f^-nrr"**" 1 


r r '*(2 -X - 2 y)ttvdx 

L .i./j 


rl delcj*mplo4da la mgcMh H * 


“I 






















*** CAPITUIO I* DNUVAOAS PAACIAlES 


IObserve quc im es iitvesunn likir mle jj rales [nples para calcicbr ^riliimcnc-. 
te sian olro mdlodo pm esiabtecer el ciicu(i) i 




I iL\ apljcacioncs dc las inKgrili'^ dtiblcs de la section 15 5 sc pucdcn ruicmln 
median* a las integrates in pies. P<*r ejctnpln. si la fuficiun de densidad de un ,khi Cll 
quc ocupa la region h es ri, en qnjd.idcs tk masa par uni dad de volume n. fr i , j| 

quier panic dado I t, i, :j, cnlunixs m» masa cs 


m m " JjJ PU >'■ ^ 

f 

y mls mnmmins respecio a \vs uvs pluiuu txiondcnadtos son 


W; = t/if-iL. v, -3 tiv Mm 


E5 


W HI 2p(x, v.:) dV 

'Y 

El centre dc imsa se loealua end panlo 1.1, v.; I. donde 


>p(jr, v. z)dV 


[m 




m 


,W,- 


m 


\f 


m 


Si 111 den si dud es consume. el cenlro dc masa del so lido sc 3 lama eenlrnidi: dc / Lch 
mementos Lie me re i a reaped n a Ins tres ejes coordenadns ftnn 

ns /, = (ff iy + ; J Jp(jr. y, d dV /. = )|j {x- + r>|.v. v, r} dV 

'ir £ 

U - fff U 1 + y J )pU>’.r)<ft' 


Como en la tecuwi 15 5, la <rart>» elect ricu total sabre un ubjem MiliJa qur umpi IJ ' J 
region E y que tiene dcnsidad tie carga dir, v. rl cs 

Q - fff ffl.r. y. i \tJV 

I 

Si se tienen ires variables ule.ilorbs continual X. K y Z, su funcirin de irnslilnil Cl,fl 
junta cs una ftincidn tie ires variables Ml qitc la prababiiidiul de que i.\. t /■'> l ‘ n 1 c ' 

mx.y. y. ) eti= |]'|7(x.y.rwr 

a. 

Un |>artiLMkii 4 

n<» - X b. i ■ r* tL r *- Z s si = f* f f y.;) d: </' i» 

Jf 1 Jf 

1 .i funciriti dr drnsidiKl nuiiiiiiia uiidncr 


t * 0 


| | | f i i, : I it; iA ilx ~ I 












FIG UR A 14 


** m H 


^ • 
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$£CCj6tt is * tNTlGRALCSTRlP-4.ES 

incucnirc cl cejitno iJe mas a dc un s 6 lido dc density cnn startle ijue 



*17 


•u^ir-iri.L ^ „ . .III^J. ut un sun 

pi re tiBtadro pirabrilico x = r y l«s pianos 


J = r,z = Oyjt“ | . 


F * ^ *“ Pr ° ycct1i5n ^ ro <?l ?!***> *>' « mitalnm cn In tigura 14 Us 


MlrH-rfi- .j-.. , . ■ p J r " ' 1 r imw T ^ mwMna c 

Ceoim. uiu 4i>C .UT*" * £ *" *° S l>l “°' **“ 0y: " '• «■ destr,t,a 


E " Hi * y * i. r « * * i+ 0^*4 

1 • lilOOi.es. M |j) dL'tIMiUl Cs /lit. \\ ;) =* p_ |j| 


masa es 


m 


111 P | pdzdxdx 

*- r - P ,V Jfi 




d\ 


- f l ' (I - y‘)dy = p ! ' (I -y')rfy 


P 


_yiT _i£ 

5 Jo ^ 


l>eNili 1 m I li simcM ia tic y p rtrsjX’tin n\ piano .vr. se piiede dour dc in medium que M i) 
y, por Ji> iLinto. y « 0. J.os niros roonioruos son 


W,r = III xpdV — | 1,1 xpdzdxdv 

JJJ i 1 I .n Jn 


-.iM. * 




Mj, - Jiff -P<n r = JJ' ( J -p J- ^ <v 


'’J’J [li * dy= 2 J-JH'* 


2p 


U" t 


]„ tanm. cl conn. lie ni«« » 

i r, ?. l\ “ 


/m, 

Me, 



ft 

HI / 




□ 






















«• CfcNTULO Jl DSHIVA.DM PARCrAttS 


15-6 


EJfRCIClOS 


I* l-vali* b inlcitnil4leicjcmpio I, mic^rsiMk)priintotcon r mp e c t u 
a v tV'.puev. *, y Inept .i, 

t Evaliie In inicgml {fj, f.v: - v ') d\\ tkmdc 

£ - (It. v,;>| I ^ * * 1,0 <■ y - 2, 0 % : *, }} 

tlx--. .iiJcnci ilitcrcnto Je inisgratidti 


w hJuc la linearal iCetada. 

L j | | htr (fydidz 4. JJ | I 2 kvj ifi Jv Jt 

1 £ £ I ' 1-11 "*'**.* * L £ £ | 1 th ,hti ' 

7, \ ( I ^Mhd + v + ■) dz dx dy 

i .n;.c i wpfi dy d: d\ 


1^11 F^jJlc U triple. 

\\i t 2i JV„ forule 

£ » (<*.>.r)|0 * v * 2. D =e x =e vJ - ,v\ 0 * r ^ y\ 

W- JJjj. ■- enM i’ I dV m donrie 

£ “ * X * L 0 * y * j, x * * * 24 

11. Ijj' # 6 xydV m Jnndc Eyace bajio eE plann : » 1 + a ■+ y y 
4 Tnhj Jr Id fegifin cn el plan* rv accilajLi pn>f |ju eurvas 

y » *7* y - 0< y * - 1. 

II ji ( i d\ . (fonde £e*ia acotada pw k* pim* t - (X i « 0 + 

- - 0 v 2x + 2y + r - 4. 

11 ifc ** J' . i''nJe Had icintdru 4iln cnn vimtc\ 

Ml. 0, <11, 11,0. <0.10. 2. 0) y (0, 0, 3j, 

M- '" * : "' l 'J'Mllle £ Cl el leiracdm xyilido lNin vtfrlictH 
fO.O.Ol, 10. I OUI. 1.0)#. I, 13. 

rs m, I T ay L*nflLlc A cvl^ wotncSji: fWitf cl L-ilin^io piiir^ilHilic:53 - 

- I r y bl pin mi* : « 0 r x = J y A ^ - 1, 

It ■ ■ ' r/l\ ifondc E «il xtitoda pur d dlindiii 

j y kn planoh x - i,* » y y - - (| 

II, , * tfV. dundc £ JcrHisiia p<if el fiaukiLucIc 
r 4. *■ -tr 3 y el plum jt = 4 

11. f ifV. tkifnk £ C\t* hucHwb pcif el* cilirNlm \ > Vy 

\,r t pLm.rt . u ■ y r - fj cn cf prmm utlJink 1 


fH7 l in.i i ntrjrf *1 Itipk pm hnl\.n el vnlmiirji i|p| s^||Jo 

4wfo 

If, f I iffr.,, jf*. frKCFFJtfo pif 1^ piirtm wonlntiilm ^ cl |>l[inf 
It + ? * f * I 


10, m lOlkhi m;otaJn por d tilpntlro y - . y | M p i antK . „ 
j • J y y m 9, * w ' 

21. II ullidt) uicetmlii por et cilindni ,r J + l> * Vy lcnpi lril 
y + * “ 5 y r • L 

3?. El s^lij-jcntemfcfo pord p«b«loide i . + ^ , 

^-ift 


23. M) liipre’ie el ^rolumcn de Id tufij en c[ prime* ijct-ini c 

que ei eonad*delcflindro jr + r* - i pork* pluv 

>' 1 1 y A ' I eumn una intC^Fiihripk 

III labia lIc inrcgnJes ien Lai ifo rcfereitda «J lu^j 

i If I hbmj fj i m visitinzi dJ^cbnitcu etampuiadcinql pitra lidJur 

el Viilnt c^cjktodo lit iategral mplc del incjMi iul 

24. I.fc- lin lu reylsi riel punlil mediu para inU irrsklm triple 5 c it- 

una sunu de Rieniarui inpSc pan* ikpn minai uhj mle^ml mjjfc 
^tikre unit caja ft. d^ndc/ljt. y r It evalua enel ccnlro 
' i i . :. Nfc b c-jja ft . Uic La Rejrb del Pumn M«i»pptn 
oiims _ _ 

r fH, > H + r ■*■ r . fonde ft « d cobo dcnmsfo pec 
0 ^ t - 4. 0 i ^ 4, 0 - z - 4 DttFda a ft en 

L'ubihs dc i^Lial lairj*m 

Hu U« un nMenui aleebrjiuo- tompulaciunnl para apmumir la 

intcyrifcl M iiiLiMHiLKwrccla h.i^ni ltd-. f.'i'mpare 

folk Li nespucsliL del incis* fa?. 


3S-26 IJ\e la tt$\u del punm medin pura ime^raks inprc^ 
(cjeiTiciii 21 1 para eMimar el valm de la inlcpral Divida 2 
ft en oeho vubcoj^y dc i^yaJ larnjflfi 


a - {h. v.fl;l)«i« i. 0 « 


20. >Vf, 'cn(.T.v ; ’ I <A', donde 

£ - |(jt, L, ;l|l> ' Jf z; 4 , DSjt T, [] - .- *. If 


I7-JI IlHVMjUCje ft vi'Hidu t'uyc volvmcn filii .JjlhIi' pif In latfgial 
ilerada. 

*f£ T "*** » iff **« 


1*-]J fUfNrir III utrejit^ I MI, fix, y, j|rfV' i'.hIVit unj mifJfWl '“T^ 

cii lirmi.l* illilinliT, di’fldc E CM‘I idliitlKLilHia |T'*f japflfr - 

L'lC* itmliiv 

21. y ■! r* : J , y - t) 

30. / f r’ - <P. 1 — -1. i-2 

31. vi,:- O, v + 2r - 4 

H 1 Z y • 2. I - 0, m + y 2: - 2 

























SECCIQN 15,4 tNTEGKALES TftlPLE^ |||| tM 


u |f»t nrnoUii *» ,ur« h 

£ t £ ^ X ' y * * } ii: * tr dx 


(t^scnha t+u integral anno urn micgful iter&cki equkvuknlc cn 
UA irinco Menek 



H. L* f: :v r j rnucstra la region Je inlcgfdLitin ptra !u iniepruJ 

l?T*»»**** 


i’ i 


Isicrihictla in1cjrr.il coma unu tnkei.Ll itcr.nl.i c^uivjlcnie *.-n 
in atn» ctnco drdtnes. 



fcvunbiL. >i p-.nSi cidlo i ruegrsild *i itflrjiJuH L|ut' miii ijiuules- u Is 
^*Sr3i ifcdiL flfttla 

^ I ^ ' 1 I i. v, n J: dx ii\ 


l r> 

bih 11 I fU. jr*.-( d: dy dx 


f? 

/ 


/ 


|g {^uu y c | cctiirr» lit aiJiwi ■rfilld* £con In 

J *i Am demipdftd 'imUt i, 

& f 

' l "■ 'M\t\ r, rfei ei-rtt icPO II. // *■ >'■ ;J * 

j ?** P™ d cifcndro pafiilitiltoi’ * " i v yl' M 11 

‘ tm 1 ' -Ojf? ~f>, 

l k 

***» d«*i 

M J-iim gi + f + 


f. c* ell tetrucdfo xolado par (m pluffcrv ■ IJ, * |>, : — 0. 

*+y + : - »; fix,y. r) - y 


4|"M Suptlnjjji'. 11 p L - e( srtlido tiene dcnsidul c< imtunte k. 

JL hriLwnlK- ]tn nuimcalD^ lie ilierctu parti MU cukam Inngilud 
t, de l.hlo si tin vertices siuitido dti el of igen y (res jnsius 
c'l in a Id luig» tic losejcs de cndrdcuadas 

ft* Encueriirr jm meineam de inatii para un l.idHIo recfciritfuLar 
con (IimciiMoncs a, fry c\ n»j If. ti cl ceillio del hdnIEo Rli 
^tifcidu en cl ongen y la* aiulti um por^lcla* a kh eje* de 
ooankniilB 

Kncucnine el mumcnlodc incrciw nlrcdcdin del eje * Jd dlindni 
iuHmIo x* + y* « <? w 0 « z « h. 

Wi lineucmte el momcnlode uicrtiu jilnedcddf del dje ; del tu-ntj 
^iliJis ,, 'r + r ^ % ** ft. 


*5-44 liMiittle/i-j, pent nucnluc t «)Riiime^ p^n^f la 

nuu, ihl el centra ile misa j re ■ el menviAii de incrvu rcspcao al 
eje:. 

IS. El Mdidki del ejerucm 21; pix. >'. :l y.l - > ,: 

46. La 5icmicderiu J + y 1 + :’ < I, : 7 0; 
jul.T.y.:) “ v-f 1 + "p + P 


US 47. Se» el xAlido en el primer uetanie neiH.idd por el citimini 
t + >' « I y t<is pl.uios y “ .t - 0 y r " ll con la funcka de 
(lensiebJ pll, >'. rl = I + .* + 1 *■ : tv un iLilemj alpebnueo 
COmpMlacmml pan tullar I os. valorem parin' Jc las MiriUilUft 
Cjnlidjdes para E. 

UI U ttuisj. 

(hi 1:1 centra tk may 

ICl lil nmnienlo de inercu respeelo al ejd : 

'« «. S3 £ ei el s£|idodeL ejerdcio 14 cim tunei^n Je Jcnhidud 
/jf,(t. y, rl m ,.r + y : . cncucnirc Ijlh n i^iuit-iitic s ermtidades. 
LtUmclw huMa ires decimules 
ial La iisu.sti. 
ihj Ed L'cntiode nUsU- 
ici 11 iiiuineiih' Je inerciu respetP' al eje : 

40, J ,i InnciiSu «W JensidjJ eonyunU pan variaHr^ aleali^ -\. I 

y Zmjfa * j) - Cxyz si 0 * x *! 2.0 < * ifl < 1 * 2 y 

tt i y„: i — (I en cud cfMwio, 

ifli BincMCOtic el valor do l.i enitslnnte ( 

iln Determine 7W* 1.1'' L/ r ti 

^■i Determine i 3 iX + Y + 7. • 11 

56. SupNuijjn t|ue X. Vy / vjiinblcs ulejirnnus cun (imtitirv tic 

ilriisiilii l (onjunm fi (;. y. fl “ (V " 1 

: * n, y f \ c, v. :l - n en coMictmiruriP 
HI hiKwnlre el suliw de In cotiiLurtr i 
tin lieierinine PIX * L I ^ 1 1 
in iHMen«#n.V * l.f’ \+2- II 






















1*00 c A p i TU LO a 5 0E« fcVADAS PA RCIA Li S 


SI-5J El valor promedio de urni funci6n/4 x. y. : i Miforc una regirin 
^ulid:t E sl- ik-tmi? tormi 

t, 

dinnJc Vif \ es el volumes de E l\if ejemplo, >j fc^ unit Funddn de 
Jensidad. entonces ^ , c* la derVKidnd piometliode E. 

SI, EinjuL’iiirt el valor ptoiAnlio cJe la fuflcirin fix, y. _-) - .tvs 
sobrc cl eubo eon loncuud lateral L quc yace eo cl primer 
nc'Liinic con on vetlkc cn d arigen y arista* paruldas :i los 
<|c-s cmnknntJus- 


52, lintuenlw el valor promcdnulc la luncim fix. v. . 
sflbns la region cnccnada por el paraboloids : 1 I - >-■ - ,/ * 
d piano: = 0. 


53. Determine Li region E para I;l coal la integral triple 

(|'f i I - J. f - 2r “ 

T 

es un mix into. 



Pftor ECTO paka 'JN 
DESCUBfUMIENTO 

VOLUMENES OE HIPERESFERAS 


Ed este proyecio sc encuentran firmttlas p:tnt el vdumcn cnccmido por un:s hiperesFera end 
espiteio n-ii i mepsidruil- 



1. Use una integral rfoblc y susLitucidn [rigonomeiriea, junco con la Formula 64 en h tabEa 
de imegralcs. para hallarcl area dc tin circuit) con radio r. 

2. Use una integral triple y sustitueitin [rigonomdrica para haltar d volumen tic unit esferj 
con radio r. 

3 . I. sc ona ittlcgrd cuadxoplc pura hollar d hipervoltiiticn encCn-ado por la hipereskT.i r - y 
+ z“ + nr r cn R\ (Use sdlo la suslitucitin rrigononktfiea y las formulas de reduction 
para j scn h ,v tlx o } eos' y r£y r \ 

A, Use una integral de ortkn 0 pant ballar d vokiincn eneerrado por una biperehfera de rudi^ 
ren el espaeio ^dimensional I^jpuTt'm-Kc las formulas son diferemes para n p-ir y n 

:mpar.| 


IS 7 


INTEGRATES TRIPLES EN COORD€MADAS ClLlNDftlCAS 



En geomciritt planu. d sisiema de c^rdenadpoking *e iisa para darnnu Jc^ripciAi 
ditek dertas curvas y regiortcs, (Vea Seecidn 103.) La Figura I hstee |XiMblet|Ue 
l;i corns* i6n clitre coonlen^las glares >■ ettriesiarut* cl jnmio tictie eiMirtieiuHtis 
i>;i:s fx y> y tOOrdcnadas pr 1 lares O', FJk cnlonces, de III li^Lira, 

x = r cos if y - r son if 

f „ v 

r = _r 4 r kin 8 =■— 

X 

Kn Irt'^ dknetwiour's k[iy mi sisleni^t de ciMiivIcnada.^^ Ilnmcidais twtmhtttiitiix wfW'f* 11 
iftie cb semejanlc a las corprdcntKlas potnres y da dcstrripe .. c^nHtdas ite al^«i |L|v 

ficics v irtlidns <jlj.d pm kt general sc preHCiiEmi, Coltm vtwmos, jiljdiimt'i In 

l .^n iriij-- Ini pih.'is h'uili,". dr cviilnar en enoFikiinilLis dilittlrieah. 
























- 


* * * iV 


J C J% 



J/ ^ 

iniig a ales triples en coordcn ciljnorjc as ini' ie«i 

cooroenadas cilFnorfcas 

fin d ftkk'imi <j t . ™,> rdt , n[id[i . 

represent p „ r el , fip1f llfUcn , (|(l (f “ J 1-0 P cn «■*■«» «wihinnal eMa 
proycccftn de P vo hfn *. *» ™ t * e “1 coordeitudas pularcs dc In 

Fi^ra 2 . , * pltttlU ****t«Ki* dirigida de*k el plum. * 3 a P r W, 

P *™ C °" Vmir dc «■»*■**. dlMricn a nxtwpda,™. 


uKiiite li.\ cniacktin 


CD 


X - f c<* 1? 

V - f sen H 


--1 

--_ 





niicntm iftu- (i.im CWVcflirdc icnnfcnadiu recungularcs joilindncas. 

B) 


usanim 



EJEMPLO I 

i.i A .'Hialiee el pimiti eon coordenadas citfndricas |2. 2vf3„ I > y cncuentfc mj.s coordina* 
reciung u lares, 

I hi Encucnirc coordenndfiLS cilfndricas del punm ton coordcnadiis reciangulaivs 
Q. -3i -7). 


imim 

(*> El puikJton ec»irdenadaAci]indriLas {2, I) esid local izado en h Figura 3. De las 
Bctiaciimes l. xu* coondenitda*. reckingularcs son 



i- I 


Ertitmrai d pumo cs (- L % 3.1 > en coortowdw rcctangalanti. 
f}i|De Lis GcUacii^nes 2 lenemos 


f - v"3‘ + I ^3? = .V2 
-3 7s „ 

tan H = — = -I > » = — + ii“ 

E- -7 


, t _ .tmiMTirikde L'lwnJennddH riUMw e- (J v Tnrt, 7k (Nn»cs | J v 2. - r*J, 

HDl MlH". Ull * 

7 A , {|W v.ifj las monkruidiis pikie>, hoy un numeni inhmtn ik oreim-'. 


r ru«Lis dhiHlriat* n* ><■ tildes en pcoWemns ijuc oomprcndcn *imetrfj» tdiedfekr de 

| r , r ■ j- %<■ k j i. i M> ni< i mi ii (fill' eiiiiK-idn pun sn de tie siimina IN* u^niplii, el <je del 

.'l | ,, |( ' || | 1 ||H ) |ll'lH.K .. . 1 l ■ t'S l-l l-K j III.lfll.|l|,p.S 1 11 PI K11 k.|s 

" lMir, "'. , r , I r Mill .. ill’s MW. * ' 'Nl-.l l-l I If.I ..-Ill 

.... 
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W EJEMPLO 2 Describe (a supcrfieie cuya ecuaei6n en coordenad&s ciKndricas 

iOLUtlON La ecuacifci dice que el valor z . o altura. clc cada punlo sobrc la Miperficie 
Ipual a r. la distancia del punto at ejc z. Como </ no aparece. puedu variar. Enfuntc 
ciLak|(ticr ira/n horizontal del piano z = ktk > Oj es un circuit} de radio k. Estes tn. 
zas sugicrcn que la superficie es un cono. Esla prediccidn puede coEifirmar&e si sc 
convierlc la ccuacidn cn coordcnadus rectangulares. De la prirncru ecuacidn cn p| 
tenemofi 


FIGURA 5 £ = r =■ £ + y 

z = r ± u n coni) 

RecunoccEiioa laccuactdn = x : + y fporcomparacidn con iaTahla l dc la Section 12 fn 
como un cono circular cuyo etc cn el cje *. (Vea la Fijiura 5. j 



= u .i.r, V? 


FIGURA ft 


EVALUAClON DE INTECRA-LE5 TRIPLES CON COQRDENADAS 
ClLlNDRlCAS 

Suponga que E es una region l ipo I cuya proyeccitfn D en el piano ,v>- $c describe cun. 
vcnieniemciiic en eoordenadus pul ares tvdase i'ig. 6. En particular, suponga que f tt 
cominua v 


E = {U'.v.rJ |U.yl E D. «,(*. y) «* : «jLt. ,v)} 
doitde D osiiL dada en ooordenadas pohres por 


D = {(r, 0)\a*= Q ^ 0, h>tm ^ r ^ h : (B )} 


Se sabe de la ecuactdn 15.6,6 que 



FIGURA 7 

tk votttflKff en 
cooftfeuak* cifmdrkiae 
dV rdsdrd# 


m JI f{ - x -- v > z) dV -JJ [c z) dz 1 

f: ft L -I 


d-K 


Ptro st siibc c6mt> evaluar integrates dobtes cn coordciuidiLs po teres. Do Jiecho. al combine 
la ecuacion 3 con la ecuadon 15,4.3. se obtiene 


[T] lii f(x t \\zUtV= | /J | M I" L ' ^ /(rcos 8,rticn ft z) r*fcdrdS 
JJJ ’ Ja lk,\M JuAr cm m 


La ffirmuJa 4 es hi formula para mtcgracion triple en enurdenadas dlindficns ° 

ce que st conviertt hull iutegrEil triple dc ecjordcnaduN rcciangulares a eitiadrie^ 

bar x r clk f/, y r sell W, dejfir a ■ cmno es, usiir los limiits lie iniegnitida 

para .. r y W. y rccmpki^ur r/l' por rri: cA' r/ft < i n hi lignni 7 se mucsirLt edmo reeord-'r 1 -^ 

lo.) tv.s rmprirtEtnie tisar eM;i I'miniib eua^do /■.'ts urn region solislu deseriu hieditu 

t<^jrdenudas eiUndricas^ y en particular euanilo h furiciiSn f*\.y, - ! (lent que ver von 

pres run .t J r y 1 . 


19 EJfHno 3 Un srilido Ecstit denim del dlindro .r + y* - I, Uebaja del piano 
y arribEi del parahoJoide ; I L y". iVdasc lig. ft.) La densidaden eualquiLi r 
c f . fimpnrernnal .i su di^iaucia desdc el cje del eilindm. Bneuemre la masade^' 


















■ t 


- 


M 


I 




= I - r 1 




il.QOf 


frsuw > 


•'* 


.1 * 2 



t-ji' + r 



l .§/ 


XTji 


/• ‘ ’■* 

' H 


MC06« 


I I.T 


ClUNMKAS IJ 1051 


^TEGKMI; TRFPtE^ £jm C00*D|^*DA^ 

.ijiUliliii [£ n coQcden^w #21# i 

* 1“ * punk c«rthi, «*■' 1yd PWrtH.* . r - I - ?. 


1 ~ * fr ‘ tt * *) ! 0 • ti ■- 2w< Q*r 


PucHo 4 uc | a dens,dad tm r, u k 
'■* define,] C!i 1 r >k J c * P^Wwial a la dirtnneh dc^ *i q e | a fimcMn 


* 1* l - r 1 * f < 4} 


-J fc + i"* = H' r 

££.* & * t " n ' UnlC * *» 1- «« * k Umnili IJ 6 . 13 . la ™, 


m - jjj A v V + _v J iiV 


-n**-«-*«** 


A | rffl j (3r + r* Ulr 

»IF /l> 


2?rA' 


Tj 


r> + —■ 


I2wa: 


ejemplo 4 Evdde^ | __|* t.r~ + y 1 )&dydx. 


Wll'-jOH E$ta integral iwndatf imu integral triple sobrc la region solid* 


E = |(xy + rj| -2 * Jr « 2 h - v : '4 - i*« v « *4 - f\ ^ V + y ^ .- * 2] 


v in prnyiuti&i dc E sotee cl piano at cs. cl disco a- + it - 4. La supcdicic inferior dc £ 
es el gone r = */P + ,V J y su supcriicle superior cs el piano r * 2. (Vdiise fig. 9.1 Ekm 
rcjiMHi itene una descripcidn niueho mils simple en toordcrtikhis eilfndriuis 


£ = {(j\ <Lr)[0 * ti^lx.O^r 


2. r 


2} 


Pm to laffo, < **“* 


p P (** + y*)dtdydz = ||| [i‘ + y : ldV 

\ 7 J jrfiiyF 7 *' t 

= T* I l rt ffsthM 
Jil Jci /J 


[ J# ^12 " f>f/r 

p>ii /fi 

- '.*t 





















>*>/*%* 
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157 tjERClClOS 

I"-2 IjmJkc d [Mtmi cus a\ eo*'rdcn.Khs cilindncas \e dan. A nm 
UmiKim crh-iR'ikErc Uv t^rdi Ekad.it rccLmpuLin.'s del punlik 

l* till <2. Hf4 a 11 ib) lA. - flO* St 

2- (■ML ir,r» (HO. 37Tf2.2l 


:—i (.'.ktiihhi; de . iii i !■. 11 iii I >i ■« i L't l * iisy u I :■■ l'^ ik dhiidricnv 

JL laM I, -1.4| -«2| 

4. UJI2 2.-1) thl <4, —3, 2} 


W, liMluc « H t i d\\ dnncte £ cdii cntcirada ps* Is* pljp,, ,,. 
z ' ■ t * y + ? y pnr k>s dtimkutjf + y - 4 y r + , - ^ 

21. Eviildt . 1 -, - 4’. tbmfc £ es d «Alidn i|ae y^c denim dd 
wilirulf.- i + i : I. amtiadcl plnim. o y iK-b^i Jd 
e«m : J 4 V +■ 4y\ 

1?, Hncucnln d volume n del stilidu t|uc ciMA denimdel cihndru 
r 4- y- - I y In epfeni x* + >- * 3 4 + r - A 

23, Ml Ini Ill'll I rt: cl tulutiicil \.k U rcjlirtlk t: .ilM.liLi jmr I-,- p ilN 

btphmJcs; = r +■ v r y 1 ■ 36 3.r H- 

<Ii'i | .ih lii-L-n I re el cqntroiilc do E id cenlrii de jtujm cn d 
A unde In JcnsiiUd c* cmmunici. 


S-i Dc^enba verhalnicttlc la mpe rtfccic CUV a ccuacinn ss da 
S_ — 17*4 4, r - 5 


’“I ] Jemirp^ue 1 j '.upcrru. ic cliya CCUiririfl k da, 
7. r-4 - r 1. 2r + r = l 


.; l -cnKi l.i- LVLfcinintk' 1 . n n ei *mdenadms cilmdrrcav 

Hi <aj: - x* + r w ** + y 1 ■ 2 y 

IQ- la! 1* + 2y + t - fi 01 -J* 3 - r + ^ “ ) 


1 --12 Trace cl viluju Jrv* ntn pm Ins dcsiflttaldadcs Judah. 

II* Q*r*2,-nt2C0< m2.0 « i * 1 
» - W ^2, r r - 2 


21 Ml Odcmkknc fl vnlumen del uStido tfUc d Plrndm r *1 

COflA lie la evfei^ ik ^cnlrula cn d 

a ibt iknlK d Mkliiki lid iJKiw rap dfotljandi* la oleia > d ciFnfeJr 

fn Li mi'.nu pjnLkCb 

2S. I^rvcucrnrc la iiu .a y el certrr^ ik fn.,L\-i dd -^ilidLi N joHado ^ < 
cl parahipLiPiilc : = 4v ^ A\ : y el fPlafi^i : - nM ■ m n N 3»crc 
dc feudHl 

2^* Mnetu'idre Ia miisu de una bnla ddada pm ■' + ■ x : , ; ^ -i 
lu den^ldild cn CU^tq^icr puncp es prtJpOTudhal a M dlvUm, u 
ikrsdc d eje r. 


Lvnliic In mteeMi nvcdiiknEc un camhiii <i cumdenaiJ ^ 

CilkiiLlncas 

57. l" 1“ ' (jr J + v 1 )^*** 

J«. {' | | ‘ *' xyi<k<Ly& 

.Vi . |> 


13. f Hi Ljpa cilimlFPk a muk 2^1 cm dc largii. COfl r*d3*> mlmiTr de 
^cm j radjn citenm dc 7 im F. ^nba desipuMffkqK de*- 
..ritun La capa efi un vi.icihu de cixmlcfladasapmpiiMkp Eipli- 
Hue ta Uflucn i|uC h* p' iiciniiadn* cl dc 

.. -ffknadj^ nus ec'ipcc'IOi la capa 

^ 14. I -c . r f] jparjli* ile pulku. p,iu Ixj/iLf cl siHiido en^natlii psjr 
|m jwinkiKki t r *■ y y c - 5 — ,r - y 2 , 

,, 4 fracc i , i., h.. . i v. ■ . filmitcri csiti diidfi pfnr In inteprnI y 

exilic Ih mlenral 

IV l" |' ' r d: tWrfr IP. I" ' i' f ' r <k ttr.i" 


12-1* i « r^itpkftwla' cHitidrtcfls 

17. I .all*- <- r . . - ik^idc En la lejufm que fWPCdeMfP 

del crl'ftdm f + / — |ft y riUff kw pliEvn -?y:" I 

14 p ^ « * , | dV >N-nde /. d WJiilf* en el pifHifcrr m 

Lmir :|mt Jb+M p i del (wafir+ildc f ~ I “ ^ ^ 

It. F.,al*e sip,# ^ ik-nilr I f «l4 f-«nH |»m!*.I t*k 

- | * jr * / mW t rliilrf" r*’ + r 1 - 5 y el pran-p T> 


It. \l fPiihJsjf la foniWhki lie cakmv imiklariv-M^ I- 

UbniM la eaflikilad Je trabaja (ft|Uen-lo para ck>Jf un* ****** 
Jcvk cl ikkvcl del nui. Cunwikfe Miu imifltaPU «pjc ffl 11 
lifftf Lk Ev>rmj tie tan temcp civcular reda Sul^ukpa %|i^e !■* 

Jc pewi del malerial ert la veciiniad de un punln F e^ »^7 F| ^ * J 
alluia es/ii7 r l. 

mi Ifneucntrc In micgrul dciijnida ^utf fepnc^nlfld .. . 


licclm pnrn Immur la mcmlaria 
4 Isi Sn|Hikij i !.i i^ue el msinEc Fuji sMl Jupsni iienc la ^ II ' lin 
ciiiiiP lire nl nr rccU’ con Kid in i"01’Hhl pu 1 ^. nllsii i 1 Jl 
\y\i-K y deihulud eoikstanlc ite ? M il Ih/pie , £ lliUs!,! " 1 J 
rouli^^ para iomuir cl monlc Fuji si la licnm ^ 1 ^ 1 
hnk'ijklmrnlr jI rued lIc hiiclh^ 1 






























fr T 




1,1 


EN Cq OWJEN 4CUI ItfMlCA^ III) fAAt 


rE riO f>A*A UN 
^jSP*lilENTO 


— »«caoNj * tres CIUNM nt 

1 " Ll ll *« 1 ' '* "i“L-«ir,, l .| .. " _ - 

•I"* w l ""“" cn ingulf r~*"° I 1 "' "«"»»*« con el mt»mo dWmctro 

t’jimbij! ig fonmi m i w titfndfn* Jr***^ 0 “ CttlLu3jl c1 v^twncn y K detormbntaSmo 

. urc * ,J ™i UMinofroib Aim me v 



i. a 


&ust|utpe dim oiidjdn cl Kriljdn cnicirmld pif Jut ires citindira j^+y* - I. ,r + r - I y 
1 • I-Ifidj«|u<r Id* pusitniohrs tie lu%c)tt etwnlenadcis v miniue I’m e.m* u«n Li 


ptjKHinn 

couictuKit tie lot ejlimlnh cmtvspmikitii^ 


1, fmiKnlte ct voEumen del ■-nbdo del prithknu l 

3, I f mil MMcnu dlpebraiico >ii j] p.uj luor l^^nsus del ’•■lid' 

I. ,.Cjwc vycode Ct'fi d siilnh* del probkmj I m d radudd primer erlimdruc* JtE rrnle de i ’ 

11iiMiv util Lin boK|iuio1r<ii/iiLJii .< iimih* m uru ^t.iIuj de cumpatud^Mm 

5. Si cl primer eilimJro c \.r + j - u ■ dimde u l.oiobtexca. pcio m? n ucK.i ..me end 

(IriliJc ]n-mii el volunien del mIIiJh < £Jml 1 pilMt m n > l ? 


jlVfl j IMTEGRAIES TRIPLES EN C OQRDE NADAS ESFfeftlCAj __ 

i Hr., ii (I I Mslanii tie cnonk-ii.»J.is en tK* iKincn^pnB cs d .wrtri'u* ** ■ ’ ■ i t*ft r„.. 

Simplitura to crahaciod <le imcgnbi- mplcv M>hre rtgkM« OffMd* jv r tMems o um. 

COOftOENAPAS ESFEftlCA S__ 

mMWa&Wto *csftricuft i k 0. M thi tin piimu Pen cl tspim u IttiUmnin In Rgww t, 
, '. l0 n es b dislmttitt dd insert a /'. ff<* el misrao JnjjLulo l|uc en tWcnaJas 

uUmlrl h. y * es cl ingulo cnlrc el eje ; (»-!"*> X d Jc l,nca N ^ S<r qUlJ 

^ » (t 0 « ifr zr 



fi&UM l 

(tUfxndl lift CMinitf 







































too* 


m * m r. » * * 

CAWTULO l| OEMVAD*; PAACIAUS 


; 5 snr /- 



<*/ 



IlGUflA 2 ji l , utmnfcti 






El stvlcnta Jc COOrtfcttiuJLis i^ficrwos e\ c^pecioLiTiirmc litil cn problcMt . 

In-4 -j K#*-. 4d-d'L ir dL* mh miAln *j —1 „„ .__ _ __I____ __ fa. . ^ ' ^•T 


im alradHlfar 6c un puma, y d wjgon en c^ie puaio ftor ejempto, b f 

ccnim cn el txigtn y radio c ticnc Is muy bacilli ctuaddn p - * (Vea i a |^ Upj 
la ra/im del iunmbrc dc coofdsviKto "tsffiricas." La gniticj de |j ccuacicVti n ( __ 
‘teiUd ufi scnucofHi ton el eje ; cn ^.ti eje wen la tigura 4;i. 




FlGUlJL 4 “r.unfein^iann 


Ui rvbcidfi ennc ciwirdcnadas rtxtariisulari^ y ^ferkos se pucite vr lie L hguu 5 I* 
lm [ndngulos OPQ y OPP r tentm** 


z - {* cos $ >■ " p sen i 


Pero .v = r cos (ty y - r tl <le modu t|uc para convent tte eoonJennda* s^fenc,^ rcn> 
uiLgubres. usuries 1;^ ccuDckwc* 


m 


x — p son ij/ cus P v - p son 4> sen # z - p cos <t> 


Tambicn. la formula de dislai>a.is niuc*tra que 


31 


• % * ■* 

ft - r + r + r 


Use cito ecuacion pan itifivcrfir coardtrnatlas dc rccEsdgOlores a csKrtcast 


□ EjEMPLO I El punlo (2, rr/J, frf.l) m: da on CDordenadas esfericas. LocallM <1 r u,lll ‘ 1 
encucntrc sus cciordenodm recliingukircs 


/! 11.!■: riN Loco lice el punks cn In Itgumfr. Dc Ijis ccuucianai I 

n- it ./ v'5H i 'j . 

r ■ /I son d/i co# (l i sen -ciis- 2 \~ f\~^f 

» » / s/5 W i \ 

v = /) SCOd/i vrii ’ vit — WB — - 21^ ~}\^2f \2 

|f D 

pCCrt K^ 2CW ^ " 2I t! I 

FninfHcsH punm 12. ir/4. «/.«»«. ( s U2. v vl 11 «n cmtdmwliu 
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SECCICN lt.| INTEC«AL6STWM.« En 



COOS'DENUflA-. E'jFfRIC^S 


l»T 


jOVEKTEHNA No hiHf JUriirdn immnmi 1 T J CjrHfl.0 J El mmio lH 1 1 

ci1#fic« Can ^H'filcrtuditi ^ j ^ ' * * es ^ en crwnleijjdav rctuinguliirfi, Encucnlrt 

to Kr» * *“ nnrmri k» t^iicakn f 

SWW,0i I)c b &:«± i icid t> 2 icnrmm 

P v'r + r + : 3 - v 0 + 12 t~A ~ A 
y uitoflcc* la* Eicuutjmie^ t dun 


cm 4 =i- = — l 

p 1 



Eji 


\teduki 15 B Si- . .. fiirnilms 

pi flfl uwdeniKlaa; il IWHiCtt V 


C(IS & -- ---Cl 

fiwn <A 


fi 


7f 

1 


11 !t'Wc que d * Ja/2 pmque y 2* J n I Per tanlo h* >. Jen jtk. csteka* deJ 

puiiHtdadu son 14. a/2, 2ntfj, 


-* 



r, id p, ven^j iH 


flCUlA 7 


EVALUA ClON DE I NTEGftA LES TRI PLES CON COORDENADAS ESFERICA5 
l-n esle 'iislccra ctmrdcnjidn la contruji-iirli^ dc mui caja rccLnnguhr o una curia us ft riot 

E ~ {ip. ft <£)|u ^ P ft, n « 0^ fE C * 4 - dj 

donde ti ** 0, & a ■ 2wyd - c « r. Aunqug ^ define n integrates Triples dividtendo 
solido* cn eajas pcqueftiis. se puededetnuMriii que dt\idif un sdlitUiett peqttena* iuAa% irs- 
I'tfrieus da siempre d mi* mo resuitsidfl- Ad, «(.' divide If en cluIjs cst'ericas. mi* pctiucil.L* 
E, tt pcir medio do cslerj* iyualmcriEe cspjiuaJas, p - p, semi pi .mo* & ft \ wmicdfios 
4> m En la figura 7 w tnueslra que f. . es. upfirtirpodonicflic una ca;a recunjtuljr mn 
dincii^one$ Ip. p .14 carco tk un cirvulo tun raJm p r anjul" A->i y p «n <\ An 
de till dfCtllo eon radio p ^en <ft- ingulo API Asi que uju aprminijeion j] tolumen dc £ . 
cs\a Jjida por 


^V, fl (Apjip. Ad>Hp. mmi fL Aft) = pj ^en *bi Afi Ak Art 

De hccho, s c ptiedc ifcmustnir. eon b ayutla del Teorsma. dd Valor Medio iejack» 451, que 
el volumai de F ;J d«lt» e^artamenic pi* 

AV^j = pi Ap AJJAit 

dondc ip « I <* ult£k«n pMiito en E* Se;ml4f^ V.Tk r,^] lus coordeiwdu recwneulw 
lIc e'le purtco. Snumtc^. 



f\ r. v. ;i rfi' 


hin ' « ■ 

- " - P-l J|-I i-l 




.- V V V rt JP, H‘|| At COT ft, p. >en A , sen ft, j>, tfew ^ l /> «n ■>( 

1 1P41 U p 

*. PT n-l j~i *-l 

cv u*» «inw As Rimiwnn paia la ftwriAi 

/q i/. Al P A /TP *cn A ®» A p «<* A mi f '’ P ^ 

^ Hu IlMfet m In Kinnbnte frtrnrata pin.. triple eu «M)f- 

En i-iinM.-eticntiJi, h 

d. imdrtv frffrlf** 
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FfiGURA fl 

Eleim-nti* de * hi-luTincn en 
tsfencasL 




[I] ||| fljt, x.zitlV 

3r 

= I!) Jft p sen fi» Cos fl, ft sen 4 sen ft P COS 4l p -**0 ^ ,p ( ^ 

domic £ e> tma vuila wl'crica dada pur 

F. = {(p. ft 4) | it ■ p - h. a - 0 ^ fi, c < 4 ft| 

- - “ --—, 

La formula .3 dice qite sc convierte una integral triple tie courdtmudus roiungulaiH j 
esl'grieus al eserihii 

.T = p sen r/j cos fl y = p sen 4 sen fl r ’- p cos 4 

con los I unites de intcgrocidn apmpiados. y rcmpla^r dV pur /r ten 4 dptlejcj,, l-mu ^ 
ihistra cn la ligura K. 

Esta formula sc puctk amp liar para ineluir regions* csfericus niiL% generates,, m , 

£ - (Ip, ft 4>) | a « 0 « ft c ^ 4 =S ft <? 5 lft 4) * p - iMft 41} 

£n cste casola formulacs la mismaque enfHexceptoquo lot Itmiicsdc intcgrai-ionpa¬ 
ra p son tj : W. 4) > gjtft 41. 

Por lo coniun. las coordcnadn* esferieas se usan cn integrities triples suando supertisws 
cornu eonos y ester as fortnan d I unite do la region tie integration, 

S3 EJ6MPL0 3 Evalue //)’„ e"'' " dV. donde H cs la bulu unituriu: 

H - (U.y^)|.r : +y 2 + : : ^ l> 

SOLUUGN Puesio que t-l {{mile de ft es ana esfera. se u*an coordenadas. cilcm.i' 

B = jlp. ft 4110 =& p ^ I.Osfls 2rn 0 ‘ 4 ■ -3 

Adcmas. Las courdenadas esfthicas sun upropiadas porque 


X + V" + I" ™ p- 


Asi< (3| da 




itV l | \ £ IJI 1 p snub dpi I Ihld* 

Ju ■'11 J\t 

H 

I sen (t> dd> I dB I p'? iU dp 

Jn Jik Ji> 

| cos 4|~(2ir) | !r J ’ = ! ffle H 

N^ITJi Miihriji oilo cvltL'iiiiuliitricuk' diltVil evaluar la iniegntl del ejetnp^ 1 
(ieoadat. csfdricas Kn tiHirdcnudas n-iiangulares fit integral iterudti Iw^rfa ' ||111 















mm id 


Cj Gn iva Jjj, p „ f 

01 fjf NPLO 4 U* cft m L ( 

*' ““ - ^ 7 y “ ■*■ 


i 



ccuiu^^T^ ? UC ,a e * fem | f®" P" L ‘‘ ,Tri S en - v t,cne «niro 10,0, p Sc csaibe L 
4,1 fl1 “fc 1 * c " ctwnknadas cslcrkas cnm<» 


P J fc pco& 4> a p . Cc , s $ 
I 'i fL ' u atirir del ciino ve jiuetlc cscnhir raiwi 


ptm <{, - v ys«n^ cns-fl -V sen'fl = psentf 


FimIh dtl sen r/i = cot tfiu £ = x/4. Piir Ie> Uni a, Ll description del voliilo E en ciMirdcna 
das csfifirtcLUi 


/'. 11 fl, ft, ijri | 11 - ti ’ 2ff, 0 ^ ^ ^ uj 4, fJ ^ p * cos tjl\ 

lin h figura I I se mucMru toiim £ es barn da si sc Integra primerocon Rupee to a p, lucfn 
tb y des|>Lii‘s ft. I-J volume n tic £ es 


ftl ;> j‘r I , 

M£} ™ 111 dV * | | | p 1 sen t b tipdtbd& 

« t l ■ M" ■ I ■» i U 

£ 



i 























I DI D CAHTULO IS DiftlVADAS PAROALES 


(SB Ej lftClCIOS _ 

'-I | LV4hic el putiitp cujitt ctmnfcfwdj cstorii-as -vr dan A couth 
Tmacnm ciwiichuc Ins ciHinfemdas reel a n^u lares del punn*. 

1 . lai ( 1 , 0 * 0 ) (hi 12 , irtX nU) 

2 , in\ ( 5 . 7 Lirt 2 l (hi hi. 3 tt/ 4 . irfi) 


J-4 CdinNC df iXNltdCTUH)^ a osftrkvl* 

1 laHM {b)(ft —I* — 1> 

I- (ft)( 5 * it r nf2 1 fbi i — i. I* * 


Des^riba crbdntmlc t.L superficic uiva ecuiiieiun sc da, 

! £] = rr /3 4 - p * 3 

• -1 Ideiintnjm 1 b superfine cuyo ecu*din sc Ja 

J. p sen M sen 3. lscn : d* sen w + «r*f« ™ 9 


: Ewnbj b ec ude ion en coordcnaibs esfeneas. 

f- U) f - .r 3 +■ y* ib) ^ + f - M 

10. up l ii -I- r + r = 0 [hi ,i + 2v + 3 e * 1 


‘ ! -' J Tro-.c cl rflidu dcscnlo por las desigualdiidcs dados. 
II- P * 2. 0 * <4 * ^ 0 ^ 0 ^ nf2 

It 2 * p* X nf2 * 7T 

11 p T " l ^ *5 Tr 

Mr p < 2, p ^ cw i 


15 . I j ii.s cncticrtlra ^obre cl conn ; ^ i : 4 « y- y bajo la 

esfera r - \ J + r = " Estrihit ianii tlescrijKiori del srilidocn 
iffnimiis de dc^naldades que coftiprcndoii eiKintefudftS 
eifcrkat 

16. .m I m ucnfre dcsignaldadn ifuc desorihah onaesferu hueea 

^ i iti dumetrn Je 30 cm y gtatof de 0 J ctli Etpliquc en 
(|itf Enmiji h.i pn v ■ l mn<id< t el m sterna de cimrdenftdas: que 
h i sdcccMrfmcki 

>h, Siifiijnyj tpje b L'sfcra se cnrijk i In rmhid l t nhi ilesii!unl- 
■J.piJr , .pi r iltsenhun unit de lus i* di tides 

17 — If tkwnjuejG d Mukt euyo VtfftBtwn eM(i dutln jHir In micjsinl v 

rvalue In integral 

17. j l \ ft - T. 4 i ftft ifH tMi 

II. | | j p wi ni& dprf4><M 


19-10 Esubtc^a b inscjrral triple lie Iin;i iun^Lun euntinuj 
mi /ft, y. M en cmirdenadas c:ilindncas n cs^tkis S4ibrte| 
moMfttdo 



JI»34 L sc u h irdcnad^ esfcricics 

71, Evalde jff* i.t' + y : + s'tdV. dtmde U v- la bubconcoittu 

cn cl Qrigm y radio 5. 

22. Hvalue nT tf - x : - y J donde W es la semucsfco u>1ida 

r + y 3 ^ r « ^ U 

23. Evaluc ; iY, zdV. Jornk £ yace ctiire Ejs esfera* 

,r + 4 r = I y r + >- + r - 4 cn el primer oaanie 

24. HvbIlic j\\ T f’ 1 ' ''t/V*. tlonde/■ esb evtcerradu por b ^icra 

r ‘ -k v " + cn el primer oclanie 

25. EvelIuc hj f .v 1 £jfV. dandt eshi iiculmla jmr d piano .rr y 3c^ 

hemilfciios y = v9 — “ r 1 y v - > 16 x s - :' 

26. iLvdiie \j}] ryz c/V . donde £ yaie eimc bs csferas p = -' 
p 4 y ;imKi dd oonci - tr } 

?7 + Eikuentic d vdtiQKfl d<] v^litki ^r - E j aniba del s- >iv 

^ ' jt /6 y dehojo de bchfera 4> — ?r 5 

2f. Enviicnlre la diatom:la promedm ib on punk» cn unacstsr^Lle 
rudio a u *o ceriEro. 

29. i:n Eueucnlrc d voluinen dd solidn s|U^ sc enelicmra iLmhi4?l 
corns Jj „ tt/ 3 y debajo dc In evferi p - J coa c^. 
i hi b.ik'iicnlrc cl ccntmtde del sdido de la parte ral. 

3Q. Encucnlte d valumcn del ^dliiliiqiu; cstii derm^ de besbra 

r ■*■ r + r = 4 y amha del pbnn n > dchajodel 

r * + yl 

31. J-ncucfttrc cl ccnlmide del sulk In dd ejcivicio Z 45 

I2r Sea H ou.h *em ksfera vdlidn de .i tuy-i dert^idad en 

Hiller inuitti e^ prciporvkmitl n mj disliincu desje el L-erttm 
la have. 

(ill I ncuenEiv In rnasn <.tc H 
i111 I in LicrUie el ecrtini df mnsu de ^ 

rv> I'liL'iiL'iiln 1 el ninflleiltti dr men l-l *h m ft tes|i«no 0 siuK 

J. H 'll 

31 ill 1 in iirnirr cl ceuiniiik- dc un.l seimeslm hiMiwcd^ 1 ** 
ilrrmlmii. . 

■+«p rmurRiirr el ffmnefliode inodi del «)lidndd ,ni fUl ,v 
renpeciu a un iliaiiKim de so hme 





























^ECCIQN | $ ■ iMTiCHALfS 


TUPLES EN COORDENACM* EtftlMCAS |{|p Ibi i 




: 


H prtfrttun^ Ifl > cl 1 * 1 .mu cfc nuv. ,k Hnj ldw _ 

jc r*Jn' «■ *• 14 cn tUa, f “■« pum,, M p rtlIKtftKma , 

j 4U JiUjrxn in twc. 


3 i.H l'* ^-WfllenadB cUffnlrira n edVf , uK . |, t qLlc 

jj jiotiKiMTf d wlunwn y^«m mMc del uJlulo 4Mt yacc 
|~ jrtrbAikl tfiW : “ \ r : - v ; y dtbajii ,fe la csfcrtt 
V r - f * f - > 

* twiKUiie L» culU mas papKfta tunali ik uhj csfem j*. r4 j K1 
d |* An ptmos qoc « cwta* a In lar^> * on dtfmani a un 

giplh> Jf - ft 

JJ fiiltiL ijjV i/1 dimde £ * locally amha del paruhoJoide 
- - r + r y ikhajn del piano - - 2y_ U« \„ , J>h | u & inlegrales 
en Ij- 'pjpmas dc nrfertndai *M0p » mi s'mema algebraico 
ctirnpmjLitinal para culuar ki mUTr.il 

U Envunwic cl vplumen eruarnulu pup el Inm p sen A 
■ <fei L « uiu eompuladbra para tiihujiir el info 


JM| Evalue 1 j integral cambondn .■ wunknadav cslnicas 


_s 


31. 

«. 


I J K. * | i| || ■ * f 

I n dz dr dx 

J*/ > 7®? 


_ m 

i i ... i 


i.r* + .i rz +• r'p J: fiv A 




L* >m .ip jt.i 11 ■ Jr grfficas para fflbujar un .ilo fumndode imcilirv 
ir .in Tjj : . 1 1 \ aliura 10 rematadn p-r mu link'll era. 

U jijc r : -. Iimgitud Jc un punk' P del hemkferm none cstan 
*U:v:flUhLi % j \„ % enordenada> extern a* fi- ** y tfcomo sigue. 
Tmaivsi ii. -ngen con el ccnlro *k b 1 terra y el eje positive* 

^ *• I‘JC pnr el polo none. El CJE 1 poiilivei p.'ipwc! 
1™° fokJe ej mendiftno pTirrHi jd mrndi jo^i tfuc psi pw 

I?: jlaLcUrf I tOfla cl cciuajc 1 !. B-HlUrtCCS liJ lalitu^ dc 
^(■11 - # y la lonpmd es ^ ft Encoentre 

l> dinaicii dc gran circuJo de Los Angeles ^lat. 34.06 N, 

I )H :r W..« Montreal flat. 45,50 N. ^,60° W|. 
^"ne el ni»de la Ticrta eomo de ^Wi/1 1 llilW—■ r,Jfl ^ ra,r 

n d cfrcubi de Lnierseecidn dc una esfera y un piano 

***P** 1 peel cemrr* de la e4era I 


41. Laa MipertKici p - I + J sen mfl «fi n4> que *e him empkadn 
tfinim ihoddoi pira lunwireN. Sc mue»tta U “c*fnj liiipartia" 
i-im m ft y pr - 5 L'w un sistcmit jlgdlnuco compiilaeirmd 
PiU.i halll.tr el volumen ^uecncicrru 



44, Ikmiit-hire tguc 

| | | * + p + 7*r V4fe - 2p 

rlj in'i'iiul ifiple impmfij; te Jeftm ciinm el limiif de uru tn- 
Icgld Ifipk - sjkbrr una esfeta miIiiIj j mediiU ijuc el ralio de ti 
tf4na vc iitL-remenia dc manerj i ndctmujj I 

45- ia I L ie eoordenad»i cilindncas fwa m> ivtr jt i^uc d MPlumeit 

del ^iliJd ACOtado airitia pipr b Chfen r * : = tf : y q U e 
c si a Jehiijti del cono : ™ r cm r.v, |u i]* & k don Je 

ti • 4 <ff/ 2 t €* 

2tto ' 

v = —-— M - cos rjs„) 

ibr DeJn^ad Viilunen de 1 j ntfi.i Nen^iUI" 
pi « ja«It. A « & c 4 « & « 

I — J 

3V “ **'' J> lew 16 , - ith 111 * - ti I 

id Use el Tcorema del Valor Medio para iim-Mriir tjue el 
volumcn del inclso (to « puede ewrihir o*mo 

JlL' - sen r^AjpA if ^0 

Jdihlc p-vc hKluti/a enerr p- y ;*;, tfhlhc V 

J.ji fi " pi, ill “ A; - Hi > iili ^ ifr 
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fftOrtCTO DE 

CARRERA DE OBJETOS OftCUiARES 

AFLICACION 

Supiini:a <iiic una bull ^pIiJ.l mha tfafituai. una fad j buirca uin«# pcLUa ile viuasliJ, un 



i finikin i sinliih« uina bariii dc a^crui y un Cilintlrn huixti tkiita itiberiu (fc plnrn^j nitdaik p, (f 
Line pcndtcnle ^Cuiil dc c%lQ% nbjchu Iteqa primcto al rondo? i Haga tin.i iRfcrcn^i^ 
pr^Kitdcr i 

H^,ifkI cunle&lar csui priptinia ve confident una bob o cilindrm con mu-sai m . niLtni r y nm. 
nwiiui ili 1 infivin I (respectn>.■ I ejc dc mi*n.mni Si la catoa vertical ei ft, tdLPiu.cs la encr^fii 
fHkEnin.il cfn Li piirlf tfipcnnr <s ttujh Supongu quc cl ubjciu IIcj;a id jondu con Vel&cktad v 
y vch^idiid angular if 1 , dc jiuhJst qUi? v wr U ciftflkii cm d fundo conMite cn 4qk 

fillet r w ile 1 j cfistaeidn ul hjjar la pcadiefliri y fw de b rotacitin Si vc wpooequc b 
pcrdfcb lie fiicrgia.de 3a frircifo dc fodafnicnlo « insignificantc. cmonC» ka conufracinn ^ 
cncrgi.i da 


With .w + 7^‘ 


I. DcfmJCvtrc que 


2^ 

I U< 


domic / r 


2. Si vkJ eft la dislancin vertical hccniTitb cn d liempa f, cnloncc'i am l-I nimnu t.i/inn- 
inicnui uwjdo cn d problem a I muesli a que r" = 2*j;< H ■ t 1 n cualquier sicmptM. 
Ll&t ede resulladn para mosirar qur ^ ^alidauc b camion difvrcnad 


*h 

di 


2* 


iscn OK v 


y t + /* 

domic n es el angulo dc indinaariii del pbno 

3. Res Lid', a lii suacitfn difercneial del pnibltinu 2 y tlemue&irc que d tiempo dc viajc mtal t* 

T • 


■ V 


2A(I +/*| 


0 sen "ei 

K-nM ► dcmufcfilrn t|uc cl objeio eon d sabr mas pequeflo dc /* ams b canera 

4. DeroucMre que /* = ■ pm i un cilindiu \<Widn el' - I para un cilmdr^i Iiulvl^ 

5. 4 '.lIluIc JM para una kala parojlmcrtlc lluCcs can radin irueminj > f.uih* cMenh* r £*prt« 

re^pueda cn (erminoi dc a/r. t ijui ^iiccdc cu min a— Oy tuando a — r * 

4, Dcmuchtrc que I' = : para una tnkla ^lida cl' = i para utia bob hu^i.-i Vm IwdfjrtW 
terpmniin cn cl 53£tncnic orderi: bob solidiL tilindro sGhdt'. bikla bueca. cihndn> 
hiieco 


15 9 


CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES MULTIPLES 


In Liilculip unkluncnsioitaLl sc cmpkM cun rrccuencb un ettmbiu dc i.imhk 

cRVnJ pum smipljfbnr mu* inlcgfnl, Si \c ms icrlcn los pjpckK de \ \ n, ^ pvede c*h.nhi 

refill dc MJstihairVn enmu 

□D f J /"iildj® ) fitftuMrfUi) tb 

.-II s’i 

ill »rnlr * ttiui v ft gfj'L A ij'l^l l Mia hnmu «le CMfribir b Nmunlji I cmoimlh 





























fl6U&A I 


L 



. , - 



5ECCI6N ||,f CAMBIO DE VARIABLE! IN WTtGJtALCI MiJLTIN.1! 


IOf I 


mi t V : ,n ,hlCS ?“ de *" m lansW4n inte^mlcs dohlcv, Yj sc ha visin 

tinnjin Cnn |. K . " . .■' f<*>«lcnad:is Hares J.llv ... i v w -e rcl;i 

Ln ” ,0s ¥M W« imp™ v y v mechanic U» «Mfane« 


reos 0 


r sen W 


> la t |e ttnihm dc Venables r 15 4 2} sc pueife csafttrcoino 

1 

/w> vl <14 ™ II /jrcaiA ricd 01 rdniii 


S h 

1 


dninlt s cs b region oil el piano rtfquc corrcsfMinde a In region H cn el pjnnu vv _ 

c muMtra rrnfe goiieml, sc considers! mi cambio dc variables que e*iii dado por ana 
trimsforniocton del plaini ni , j a I p| an o n ; 


T(u m p) I t. y| 

tltmde i y y se relation an con a y r mcdunlc lav ccuacmjiet 

[B J = $«. |i) y p- hitt, p) 

n, cmim algunas Voces sg escribe, 

a- = jl(«, if) y - y(ir, t>) 


P™' r ° comgrr. sc suportc que T es un.a transbirmucuin C'K lo que signiJitsi quc</ > k iienen 
Jcmmlas parciaks conimuos <Je primer orden. 

{ nu iransfoniiJL iiiii i cs en rcnlidod una iunciun cuyo dormnio y Mipi von subeofljLHi' 
tos do R‘. Si J1«|. i?i) ■ I*i, Vi i, cniunccs cl pnnto I vi. yd w Hama iiiuigt n del pcrctsi i U|. r'j J, 
Si no liny dos pmiins qnc letlgsm III misina miagen. / se I Luna uiii> n 1100 . fn la ligura I sc 
muesira ej efeclo do mm trunsfornmcidii T cn non icgion S en e! piano jji 1 / tnmsfonna a 
V en un;i region /fen el piano xy Hnmndn in 01 gen ilc S, que cousin tic lav image ties de Ins 
punim en 5. 



Si 7 cs unsl iraJisfminiieidn uno a umi. cnlunccs Iiciic Lina tnntAiromiildlill liivcrsn T 
del piano av al piano ttr y ser povible resolver lnvccLiafioiies 1 pun? » \ ren icrmi- 

nm ik r y >" 


u = v) r* tH 1 , vl 


17 r jf MPIO 1 Una tumsTwiniidiiii sc define por lav ectucioiei 

J _ „ 


w 


V ” ;nr- 


. . . la pronji^n del cujulmd^ -V jl«. id | ^ if I. d If, 

, . t rj irsroronK mn hate enmespnoder el llrnlle de S tiflfl cl If mile de It! iiiiugen 
^ oairifen/A P* hnllor lm* indgnes de lm lihlos de S. HI prime* IJAhi, A.od dm 

A'i 


datk' 


I 


i 




m 


4 

■ 
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n 




aiH 

yi | i.|j 

s. 

* I s - . 

<Jj 

s, 41.0) 


I 


P"f i‘ - 0 (0 ' it s II). 1 VtJasc fig.. IJV la^ fvu.icn mcs datias sc ticrw i u 4 ^ , 

la Cinlo, 0 « j ^ I, A*f, Ji w lute cctfrcspnndcr can d segmema tie recta tfc f(l,0| «(| g 
cn d piano .tv. El scgumlo IjA*, Si. c\u ■ 1(0 ^ v < 1 ) y. si « = I on las tetmu^^ <J 
tlas. sc ubLtcnc 


t — I " p 1 f = 2 p 


AI diminur t 1 sc ohtictic 


ffl 


■t I 


r. 

4 


n -i r -= I 


j 

rto.ii 

”' i ~y 

\ y 1 

\ 

f 

\ 

# 

[IP 

\ 

| 

♦—S*®T & 

HTpi.o, 7 


FIGUIA 2 


quec^i h pane de uiili pardbulii. \)v majicra siniilitr, S 3 esiidadii par v Mil. - tt - 11 Lll . 

y\\ imagen cs d iiri'u parabolico 

_ y 1 

[5] x — — - I —1 s; j ^ 0 

4 

pordldfiKi. 5^ cm j dado por w 0 10 - r r \i euya tmagen ^ 1 r ■, 0, d«if s 

- 1 ^ x ^ 0, fOfrsene qnc enaink* \c va xlredeUnr del euadrade cn el vcniKld a>nlrano g 

!a«> munecillo*del reloj, umhten m: ireon-c la regain panbdika en «Jj reco6n eoruTviru 1 las 
manceillas del relojk [ji imagen dc S la region /? IvntisEiada en la tiguTu 2i .i^nada pot 
el eje x y 1a.\ parabola d;nJa^ por lat cetiaciones 4 y 5. 


Afaora se versi Cumo un Cambio lSc v.imblcv afccta a ta integral dobJr fie empic/j con 
un rectfngulopequefto .Ven d piano nu aiyj esquina inferior Rquierda d puntu w,,. 1 . 
y euyas dimensiooes son Ah y Ac. < V&im- fig. 3.) 


f lOURjft. 3 


ii. 


w ■ Wa 




f 1 



1 

^“T 

| Am 

F ™ i'll 

0 

t 



l-a imager de S es una regkin /? en el piano ,t}\ IICK> de euyos limiter cs Ix.. 1 ' Hk. I 
El vector 

r(if, *4 - ^(n, 0 ) I +■ h[u k v) j 

es el vector de de hi m\\\^n del punli> (n k l 1 ). La ectiacion del IluIu inferior »k Sn 

n = FA., cuya curvu imager esla lIluIel i^h la fundrin veelorlal riu, t,. 1 Id veeioi langeftle tfrt 
i.ih,, w.l a cs-tsi enr^'ii irinigeii l's 


r„ . n,u 4 /| H (lfru IV Ij = — I + — J 

^lf ifH 

l ie rnanera sloiilar. ell vccHY laftgenle eo i Im k «•<I a la curva miager del link" iKplWldo & 

%abcf. 1 # 11 ks 


r. 


i?i nv 

yAHtu. r\Jl 1 A.lu.. Mill ■ — 4 *■ - 
ito fip 


| 
























r 


Jl 


n*d 4< 



mta 



w ~' 

*° DtVA * Uitt ^ B* iNTf^Auu mnimn \\\i m $ 

^ pucJc ^prnximgj b rtp^ , 


" = V **' + *«>*») - Tittup 
JncHiritdof; cn la figure 4 p er 


*>-r + rf( ^ i 


i'i, J 


TO 


r - = Inn 
k* "A 


rUr,. + Au t M - n„ fl . ft, j 

Aw 


y. pot Jo intio, ri . 1 

4m. n,i - rftfeiftj = Ad r 4 

IX" rmincni similar. »*.. pl + \.,i , 

[lh ' + ^ “ r{fj, u ^ Ax.< r, 

1 Mn signtficD que se puedc uptralmiir fi mediate 

lan to, st- puedc aprcmmurd area de fi me 


*» ««««*4b r.y 4, r ; ‘ fc “™ inad0 P" 

. I bam ■ _ I a 


d,onle el ™ de estc pafldelqfttinn, et cual. dc la secddn 12 4. 

® «Au rj X |Ar r; | J ^ | r , X r,| Au At 

AI cakutar el pnpducio pun to, se obticnc 


r„ * r. = 


i 

J * 





At 

A,V _ 


A* 

&y 


fi* 

A.V 

Aw 

* 0 


An 

Au 

• k * 

4 * 

Ad 

At 

At 1 „ 


At 



0 jj 


.0 

* 0 


i>r 

Ar 


->/# 

Ap, 


EJ deicntiiflumte que surge cn estc i jltulo sc llamajufatanrp tk la transforms*:tin y sc k 
du un.i miEaciun espeeiai. 


* flftfltai m iKoibmo honor i\ 

Gd*'‘ 5M ' J*** JmoIj 1 

® f ! 4 ! Twr^ra-iis Cancel 

* ^ * 5 rt ^*>W0 %t Uffi «tO* detenni 

<*i«wnielos a* derwatfe 

tn 


jTJ DEFINITION El jaenl>iujHp de la ininsformacitin T tlado por 1 ,;id. 14 y 

v *■ Mu, it) es 



,n 

At 



Aft, v 1 

dfr 

dp 

At Ay 

At Ay 

Afn. rl 


dv 

Aw Af 

Ad idi 


Au 

dr 




f M|| csTj | ijrtadfri ‘■e pu^dr u*at l.» cemii jiVn <> para dar unit ■iprovimHciiin del area 
A A de ft 


* 


A 4 


•M 1 . Vl 

ilf(lt) l*i 


dfjfnk el fw ri*»aiHP sc cn f w c ,) 


Ad An 
































CAFlTULO I % D1WVADAS PARCIWLES 


A ccuiumiacWn m; divide iiiiu region S cfi cl piano M cn rcLEiin^uli^ ^ ^ las. im,!-,. 
sics en d piano tv sc Ics llsimu It. i Viase lip 6J 




A! aplitar la aproximnu^n (Ki a CMtlii X . SC aproxima la inlejiral <J<'Mc de I <.nhir H 
eomo sigue: 

m -a 

I I /(\. vl dA £ £/U. y- > 


2 2/(9<iiWivl.X 

<-ij”i 


'■I x. »i 


£Hu, H 


An Ar 


<kuxlc el jacobiano w evsiltui cn In.. fj Observe que iski *um* Ji*blc cs ur>., .. .1 Ra¬ 

man n para la micjaral 


|| M r/lH, ('), A (if. I'D 


3U« v I 

— mi an 


f'riu. id 


F.l areuin-mn anterior hacc j*fns;ir que d siguienie tenremn es cicrto lEn - 

cilculo avan/^adcs sc U.i him demoMraeidn oompfeta,) 


[f] CAMBIO DE MJUAALES UNA fHIEOfFAL MOLE SlrpunjM quc 1 * s 1 1 1 ! : 

formation £T ! cuyts jacobiniHi es mi null) y que icfaciofia nfia region V cn d pi-. 

iw con ima region ft en cl pinna ty. Suponga que/es continua en K. \ que R > s 
son region? s planas iipo I n lipn II. Supqrlga himbicn que Fes uun ;t uno. cu'tfltf" 
qui?.a eri cl limite dc J. Bntonccv 


— || ftxlu. rO.yln. p)j 


f~M.t + vS 


rMrip fd 


i/h i/i" 


EITeoTcmn o dice que sc cumin u dc non ioEc^mi en v y v li uiui ■ nice ml cit m > ; jl 1 
pn^yt 4 i y v cn icrmnii m t\v u y v \ cscrihir 


l4 , 3 

i f, \ iht dr 

| iHii + r) | 

Otacrvc la simililin! rnfrv rl |Li<jcritu <1 y la JcWnmlu umdiTiicn^n fc n*d cii 
En dc U dedvado jIv/iAj, w n C nc cl v;ikT nbsoluto ikl jaain^ " 
yi/Hiit. vt j 
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r ■ a 





■ 0 


/ 


<3 

aT . ■ 




** ■ n 




Af 


i* ■« 


c. 

http://libreria-universitaria.blogspot.com 
SECCldN II V CAMfliO Dl VARIABLES 


IN FMTlGRALEi MLJLTiPlE^ 


idtT 


Como 


«*•«. «z^r;r^: kl 9 * ^ •* «««i» ■»« ■"><*»- 

r #*\ piano xy est; , ™° ™ HB ° CspK111, Aquf la 7 del pW 

4 " r «OK0 y = Mr, (ii = rscn w 

im i t-orr^n M 11 ® ef ™ ncjl lle l; ' [rjr, ^urmaci 6 n se niucstro en la tigufa 7 / ouhlcte 

* P^Tei' “■ *" d p,ano * *** - 


y) 

ajr, tfj 


ii ii 

flr A0 

fly fty 
ftr /Ft; 


Cot 19 - r sen 

■wn fl rcpsfp 


= rcos 1 *? + r scn ; W r > 0 


Asu cl T^irems 9 da 


KHir 

T™*t'xrn*:ii!*ii en v<*micn,H.I;o 


11 fix, vl i/.i f/v = |j /Ircos ft, r sen 0 J 


*{.t, yl 


*r« 




i i fr „ 

/treoSfl, rsen H> rdrtiH 

■ ta Ju 


que cs to misnio que In formula 15.4,2. 


□ EJEMPLO l Use el cninhio tie variable* r - ir — w 2 , v => 2nr para cvoIliht Li miceral 
|J tf >■ dA. dnnde ft c* la region aenfoda por d eje x y las paifibolas v 4 J * > 
v 3 = 4 + 4.T. V ? 0, 


SOllltlON La region ft sc ilUMm en la tigufa 2, En d ejemplo l dc^ubfio que Tt.V R. 
dnnde S e* el cuadradn fO r IJ x [IJ. ] | Dc hectic. la razon para haccr cl Cambio Jc vjnj> 
bits para cvaluar la integral cs que S e* unj region muchn mas simple que ft Priroero k 
itccestta c valour el jaentouno; 


Wjt, v) 

(Vi 

du 

ii.¥ 

tip 


2a -2 p 

rt^j, » r J 

Hy /ly 


2tj 2if 


Airi 

flit 




4jj ■ + 4|-' : ■ 0 


ppr In lanio. pt* «l Tcorcmn 


nM |l ,JJ ' 


■wf 

9 


M i. vl 


rII w. rl 


tiA = | I 12trp|4 (h t- i' i tin ill- 

J *I 


H l' i J IttV * - K | f A ir 1 f „fi 

Ja 3* 
































I ait CAPITULO IS DCAIVAOAS W*CiAHS 



1 

t~ 2 . 2 \ 

r -2 i>.!i 

»t = -t^ S 

■1 

i 

i 

i-l,n 

1 ii. n 


i-i 


N 



HWM • 


NOU E:t cjc*nplt> 2 no fuc nn problems may diffcil de resutvcr, p,i f q Uc ^ ^ 
I-Jiuhm dc Viiriablcv adecuudu Si m sc lunera win lonsronnacion. cntoncc' c | p, inw| ^ 
•41 ev cnnuidcmr un canbkMle vintoNcs apropindo. Si It vl tsdiflcd «Jc inicgmr. eni<^' 
l.i farmii de fix. y) pucde hncer pen hut cn una tnuisformaritSn, Si la region tt? 

K la •lilk'il. ententes la timtlcirmacftHi ikhc wr clcgnia da nindoqiic la roj-n'm ctmtypij,, 
ilieiile an .V an d piano ttV luny.i una dt script Mil eonvenicnlc 

EJEMPLO I Rvalue la integral )T, i 1 "dA. dnnde ft es la region irape/mdal con 
voices (1,0), (2, 0), 10. - 2) y <0. U 

iOlutl " ■*. hicMn que no es facil iiiteprar e" sc hate un tambm ifc tana bits su^«ij 

pur Li foflttil dc esta funciun. 


CES 


ft =■ t +• y 


p = x — y 


Estas ccuaciones delincn una iransfnmwcion T 1 del plant! _rv al plaint in.' HI ivurema? 
hsbla accrcn tit win transformation 7 del piano id 1 al piano ,vi Sc ohiicm-.iL ilfspcjam j 
v tie las ccuaciones 10: 


m 

El ]iioihumi dt T es 


Jf “ l(|f + it) v = ;(« — r) 


au.v) 

fi(n. n) 


a* 

Ajc 



Bit 

r>t f 


2 ? 

in 

JH 


k l 

i i 

tin 

tiv 




Para liallar la region S en cl plann tip eurrespondicfite a R, sc nola que Ins I.hJm\ Jc R C'tuai 
snhrc Ins Jmcas 

y = 0 j - v - 2 jit-0 jr - y “ t 
y. de lascctnciones 10 u 11, Ins linens imaged cn el piano rir sun 


U = v v 


II ” -It V ” I 


A$f. In repnm S es la region [rapc/oidnl con vertices 11. 1). 12, 21, i 2. 2i y 1 ■ !■ 11 n1 °* 
iratlii cn la figura 8. Puesio que 


El TcfjfcniM V da 


S = [in. it) 11 ■ i* - 2. —r « u -= i‘) 


i tn i if 


Iff- . . "tlA - ff*H 

dl l. v) 


■ Un, d 


i i r ; i’|m i:. .* 
— ! [ (f c 1 )Pifo = Ur r 1 I 

























SEC Cion II.* CAMmo DE VARIABLES EN lNTtG*ALES MULT I Pi El |||| 


lOif 


at*. v+-) 

rllp. ft ftl 


j NTEGftALES TRIPIES 

m ' Un i similar dtcamMode wiabk^ jun mtcgrak'i triples. Sea. T una iriin^^ 

.- 1 ll . l ' |Ll | L 1,nu ' Crt d evpacio udu sohre una region ften el evpacio rv: por 

roftJio tie las ecoackHCt 

t - glu. ft tv) >■ - At*. o. wj : - Ai« + n. itf 
H JjieobiaiHi dc r csd Kiguienic Jclcrmin&mc de 3x3; 



! ftr 

Ax 

Ax 


riw 

Av 

Aw 


iiy 

Hy 

Ay 

rlffl, V. W) 

Au 

Ait 

t'iU) 


Az 

A: 

_fe 


<U( 

Aif 

Aw 


BajtT hipotcsis similarcs a lav del [I'lircmii l J. ^ ticne In Mgaieiuc formula para jufc^raics 

triples: 



EjEMKO 4 Use la formula 13 para dcdutir la formula para integration inple en cnorde* 
n Lidas esfericas. 

iOLUClOM Aqui cl cam bin de variables esia dado pni 


.v — p scat ft cos it v p sen ft sen 8 


Se c a leu la el jaccbiano cojiio vqjiiL" 


sen ft cos 9 
sen i* sen 9 
cos ft 


-p sen ft sen it 
p sen ft cos 8 
U 


p COS ft COS « 

p cos ft sen 9 
-p sen ft 


- « p COs ft 


COS ft 


- p sen ft sen fl p cos ft cos A 
p sen ft cos 9 p cos ft sen w 


— psen ft 


sen ft cos 9 -p sen (ft sen 
sen tft sen H p sen ft cos ft 


=■ cos eft f-p" sen (ft cos <ft sen « p sen ft cos eft cost#} 

- psen (ft {psetrft ens' : ti + jjw n J ft sen 1 #) 

- -p sen (ft cos : ft - p 1 sen ft sen ' ft * -p sen ft 
l*nc slo que 0 r ft ' if. vc lienc sen (ft II. Ptar In tdnio. 


Afo >‘. 1 1 


afp.ft> 


■ | p sen nft | - p sen ft 


y Is frtrmda 13 d* 

||| fix. 4 ^ * J(( f{p «n ft Ml 0, i> ten ft sen 9, p cos ftl p J sen ft ftp ftfl </ft 

f 

que es eqotvalenrc * In Mmli 13,H V 
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IS 9 


IjEWCIClOS 


H hiKttenlre cl tlf ^ irepSfoniiii£i6n 

li- 5 t - P, % u + \v 
2, wr, v - h/p 
I t* M2n ft. ^ e'cOift 

ft v - / 1 

5. uAk v - i'/h 1 , i 1 w/u 

4, v + ur. y ** U' + z » u + it 


F—IQ Entucntic ta miugtn del cniljunlo S foapo lu CTOnsibrmaumri 
dado. 

T 5 - {(a. rl 0 - ii * 3. 0 ^ p * 2): 
r » 2u + 3r, v - u - r 

1Jo ci radii jailado por las Jmcas « — ft a = ft r = ft 

r — 1: * - F. jp ■ M<1 4- p^l 

9. 5 es Li region inangukir eon vertices 10. Oj, I ft 1 Mft If; 

jr — y * r 

1 ft 5 es cl dfcco dodo pur a : + cr ■£■ I; .r = an, y = Ju 1 


T1-16 L -ve u irLin^lormacidn dada para evaluai ]a integral. 

11. r M - X\) if A. Jondc ft ck. la icgtftn triangular con vertices 

<0- If', 12, ft y I I. Ji: i =■ 2ir + p. y = a + 2fl, 

12, , -4 ■■ - i /£4. dondc ft ts cl p.iraieloEninro ccm 

L 31. IL -31.13. - l! > II. 5j; 

J * + iu + *k > - J|p ™ _Vl 

II iV f srtift ^MVlc ft cs la repidn armada pnr la tl ipse 
9x _ fc £\~ — 36. j • Ilt, > = 3f 

, r x> * v‘ idft drifkle ft cs la region accitada pur 

la elipve * *>_* y J ~ 2: t = v 1u v^R 

y " v2u + ^'2/3 p 

IS, /. f • M inndc ft ■■ - I El rcgrifl en d primer uuadninic ncomdu 
pi-r b L - linens v 1 y y 3.r y ki*i liipcrholas ,ry - I, .vy - 3: 

* - if/tf. y * r 


n F rdC d^nde if cs la regnal au^adi por In curv^ 

iy « L jy = 2, i> J - = 2; k .n. p *- nr || uitlt 

incdiaitie una cakuladof^ o compuljdnra para irj^ar ft 


17. fa |i Evalue Hi; JV. domJe /T e% cl ^Hido c^emdo pir C 1 dip. 

mudu r/ci i + yfb 1 t r 1 /^ = I. U«: lu tr^rrentt^r 
.i kw H v =■ tot - = rw- 

Hi) Lji Tierrii nn una chIum pcrleuta, In fnluciori ha liadu ci>- 
mo resit) In do nn aplaslnmicniu du ln\ polov Avf, la feirmu 
mt |Uti;de aprcixintLir vncdianlc un cliphtsidi' enn jj ii 
6378 km y r = 6J56 kin I. Vc d inuisi> (m para eMmurd 
vtjlumen dc Lu Ticrra 

18. I: value iYf, x i ydV n dondc f cs cl %dlnli« del cjtrtick 1 7 hjl 


14-23 E value la miegral medianEc un eamlno dc ^ jtejMcv ^pro- 
ptadci. 


1ft 


— -p 


Jv 


Iv - \ 


tineas t — 


fi4, dondc ft es el ptiraldctgrain* i eneerrado pc-r liv 
2v = (). x ~ 2v *- 4. 3 x - y * I y ?t - > - 8 


20. if M ix + yk' dA r dondc ften d FedanyulocnuemiJopijf 
linear x - y ** 0, x - y « 2. -v +■ y — 0 y .r + y ^ 


m |f eos ^ ^ ^ j di4, donde ft ev Iti regiuti irapc-rotJal 


am 


vM«e<L tft 0,D),|ft2|y (ft 1 ■ 


22. \i w senl^.i : + 4v : J dA . dunde ft e% la i un d pnmer 
euadraruc ae«>UJa pivr b dip-^e 9i J -i-4 t I 

11 ilj f'' *£4 t Joiide ftesii datb pot la JcMULtaklad 

NI + 13 | « I 


2ft Sen / continue m |E1. 11 _v vea ft hi region triaflguluf 
Ift Ilk ( L Ilf v 10, I f. Deniueslrr i|in- 

fj/M' + ylfW | rtfUihfa 

V 

















CAFlTUiO If. REf»SO |j|| 




tn iu«N of roMCEProi 

1 T7 limCS<Vn *.. 

, J( £wnha «ru Cipnaidu pjfj una sunu Jt R W ni4flJi .La,!,, 

/. Si f\ I, yi » 0, .qut WJtn:vniji b mm a - 
It) Beta* b define*! de |T, fu. ,1 & a „ m m ^ 
k«. L’ual o Jj lEikTprfiih.nni gfittmiuwa <fe ff ft, u t , 

/uyl Si 0? iQui fiuu ..v»|^;, 11 , 1 , 

negatives ? 

id' M C<Sfm> rafoa |jj M,t,vl^ Jf 

1C , Que Jilc Jfl Regia del tan Medio para initv-rJcs 

,f= mu »pfT^<m pjra el nfer prumcdio Je /. 

i , r.m,. define m ft, «... <M ,i /J «. nnj ^ iK , praJia 
que no ct un lectdn^ulo? 

,hi .Qik: e* una regnin tipi I? ; t Cdmo c value |j fJ /(.r, rhM si 
/> rv una re e kin iipu |'. J 

,.<M « una wgn'm Hjni UV^Cdmn evuliia Jj. fir. vM-l m 
D ft ilJli region tipn II * 

"Ji tQw E*opifiini«i tienen bs miegndts (kthkv' 

I f . m, r c imbiJ de c sum de natbs ree langulms a winicnadas 
e(i una integral dnfclc ■ 4 Pur qi*; quern a haccr e\tn ’ 

i Si una lamina ocupa imn region pbnu D y tiene una litmitin de 
,' l. esenhd ci[nvumnft pum cadu uno de Jus ^ijnuien- 
[n 'pkisi ft en lermnuts dt i urea rales dnble\ 

Ml Linuu. 

ibi iwpitenios rft^ecti) a h>s ejev 
- K'l sentjn Je mas] 

J I ■ * momentor dc mrrtu rnfccta a Jir cjft y el «fipcn 

£ Sej ? ufu luncum dc JcnsJibd cunjunLi tie un par tie Variflfalrs 
ikafonis o^niinuas A* y Y 

"J- El»cffha una intEgnil tlnMe piiiu I.k pirfaibnI kM ile qua »KF 
«sre a y b< y Y evi cnEre *' y 4 


tb 


r,Ft,,T| i 6f IFIDA&ftO fJlLSO 

■ ^ «f arw^octo wdariAro n Ifllso. eephnue Pff qui? k fl* '-'‘■d 
1 w nuA -e <\p ^j(;mph rjijn dfrMpfuebfi e| enuntmrfo 

^Xr£ - y)d*4y * JT J i : «*»(■* " v> th 1 

^ i l * i dyrfj w f r ,-'i + y 3 d r i/y 
I i , f ** f e J drj[ V'dy 


ien > Ji ,if h fl 


1 !>l i Qu* pmpktladft pusee / 1 

It i t ( Liiki -wfift 1m vjlunrv ft|tri%JiK t|c ,Y j p 

6. (J.I l t4„h 4 bdefinkatin de Ij mlcpral tnple dc/wfcrc utu 

rtcuugulut jv 

Jhi r .rv.rr H i evalua /It, y, - J rfV? 

IU ^Cdini, deflne Jjj' £ /b,y, rJt/V m /-. cs una region ^Ikle 
£1 COUkIii i\ut noes uiTa cajii? 

Id i ,.f>K es una regioa sdlida lipo I ? , t " ■ ■ n n i- evjJiia 
)}}t f 1 *' r l dl' 1 Ar F. e^ un.i rcgj-in Je cMe lipn'E 
I i ^ ue ' f' Una region vt'ilhla lipn 2' 1 4 Cdfw> et jJlli 
rl'i ^ K. y,' i si £ ft una repi'iH dc cslc tipi>'. r 

• f l f U'* f > “U® region ^Midi irpi 3? ^CAmo evaliia 

■ J| 

JJJ# /1 '■'i -) ^ G - ^ Uriii ri'f.’iHiJS Jl- 

7. Kupmiita (|iic un ebjeto s^Jido ixupu la ftgirtn £y trene funLi^n 
de ■ JciHid.nl jjI t, y, rj. Hscrilui ft[Kft|iirift para cada um> de Ins 
aifuientei inciMH 

fai Lj mai 4 . 

i}n 1-in mom di flw respeciie a li^ pi .mi ^ ctd ulIt n.nt w 

if i La* lunkiadB del cenlm de n. HM 1 

|di bis nnimeiiccih dc uhcm nspccto a lm ejes 

8 . i:l} j,C6mo cwnjbui de cofirdcniidus reeinn^ulnics a cixndenadto 

ciliutlricas en unn inte^nl mple 1 
i M ;,CAntci camhia. Je cmnlenatLis ncctjftguJjjes a coorddnadas 
esfcrK 4s tfn unj, inlegml triple ' 

1C i , Kn i|in. ; fiiiMeisuK*. cmMarin a cunrdcuadu o.[indfi SJt s n 

mdrlcwT 

9. I is ■ Si i nut iransformadOn /C*td d.td.i f»iir ir = jjOt, r|. 

y rJ l- i-i’uiil t!s el jncohianu Lie 77 

lid ;,(\Slll[) itimluiL Ills sjiruLMes cn min mlegral dnhlc * 
fCl ('.Ci'lim vjilihu las en uni) mieglal triple' 


5 . Si/Jft rliljhL’ULtiKflipir r I y 4, enli^lioes 

• > ,j im — »r» 

i" 

*. I Ml + t tl wrnn V I rl I ill ( * 

/k Jv 

7 . I j mlcpial 

rn*** 

nf|Siuir«l« t’.l I’l |||imm enceii.uli' |nu rl cnllH .* v .t’ + y y e| 

fiFuiMi J 

I. r n miil'ii mP m kf 1 ti: 4r rto rtpreyfhia el ininnenm de meftta 
if’t^rn iilepe ik nn siiJiiIm f um iknsMl.nl Lusisianu? j. 
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L Vt\ mapa dc coniornn ve itUicMtl para tin* f ffl cl 

•cu^Jf-iiJii H [ 0 . 4 ] x [ 0 . j. Use 111tii hiinu dr Ki smarm con 

mint leriiunm pura cbiimar el Miku de jT, /I < v)r£ 4 . Tome 
los pontes de mucvsiii como la* c^iiimi* vmpcnorc* dercChu* 
Lk I os fciiswlriido* 



1 L'w U K l* l" I j dd Punla Medio para e-vlimar t.i iairfflt del 
ejetdcit) t. 


3- 3 Calcvik la mitral itenufc. 


3* 1' f t e + 2.tr-' P d.t Jv 
: i Jh 

1 ££yr'>Ai*y 

1 I f_ coM c' 1 Jh df 

6. (' j' 3xv ? civ dx 

* 1 9 r 1 

7. | | | v ten i ii> di 

t. r jj ( 6xy: dt dPy 


* J : B+xth* »y t /<!, VI 44 comm una inic^rml Ucrada. dondc £ cs 
la rtgh6n mi nUado > f £* uHu funckm continue . ill’ll I r,in.i Mkbnc tf. 




II. Dtriefth* U cuyu es*l dadn perf In PMegnJ 

;*>/3 f*pM , .. 

i l rtirM 

13. f> - nr ., r I Liiy t\ viiluvftfn c*tf dido pw* In iniejhil 

jj J. # | ^ *en^ ftp fiib ili* 

y inulev U imcf f*l 


U-14 CldcBk la miejsrjl ilenida invmicmJu primefo <d urtfcn ^ 
tmegradAn 



13, 1 1 f 1 uonf v J I i/v dx 14- I 1 ‘ Ar ?/v 

JrP J- V? j; 1 


15-29 Caknlc cl valor dc h mic^nl omliipk 

15. f|, w dW. doiKk « (lx, vP|0 r >) 

16. domic D (l i, yp jO ' > -• k v ^ jr *;y +■ 2J 

17. | j | ^ ” i£4. domic D C9l6 WftdA pdf } V A, y - Cl j 


a 

JT 


18 JJ 


I + r 


■ (U_ dondc £3 la Bejifin Irianplar^nn vhuiccs 


IO.OML My 10. IP- 


19 , 11 |( \ ilA. d^rkk D cs b region cn d primer tuj^irauic ado 
por la% porftolfc i = 3^ yji = H v 


36. \i lr ^ i£4. domic D cv ] j region cn cl primer t u.iJr^nlf i|uc }W£ 
arriba Jc la kipcrbolj jrv - I y Ij linc.i 1 < dchjju dc k 

I Inca v ™ 2 . 


21. - v : y fM. donde £>cs la rc^idvi cn d primer 

^Liadruntc acoiada ]>nr la^i Jmcas v IP) ■ \ 3.i v [n 

uircnnfcrcncia r * y ; = 9. 


22 , m ( , 1 flA_ dnndc /J cs b ret: 1 on cn tl primer 1 u.i.lr.tnie ijut- 
cm re tu cimofcrevEia& .r +■ > : I y > * \ 2. 


23 JjV, **d\\ ilnfide 

k - v, ;)]0 > ■ i. 0 * - ■- i * ') 


?4. Ill, " tf\\ domic T eicl ictracdm cm iiTtnc*. 

(o.(].oj,(l.ao),fo. i.oi >■ [O.o. ii 


25. 0J| ill ', ilmiilc A'cstii Ji'H'jf.iJiL |iiir fl (i.ii.iIhiVulIc 
1 “ I f ! ;■ y c| pi mu 1 r ’ 0, 


»- Hit - d\ . dnndc £ c^^i atotadj pnr pfjlKW s U r ? Il ’- 
« + v 2 y d cil indm L-irv-yl.ir k + r - I cn cl f>nm« 
oclanlc 


37 - \}} r vr 4\\ tlandc I iifrihii ikP plan*' ' O. -JcKif' dc 3 

.1 y llotm ilcl dlllljRi | 4~ y ^ 

16. IM.w : V^ * * ■+ ■" >A. dorhfc 7^ la ^ 5 ^ a ^ uf 

t-s 11*1 .niih.i tld plunojty y sicne ecnlrocn cl oritfsn > | - IL * |l,k 


11-34 fincueiilix d volimicti ilcl sululo dndo 

II. I VhdtpT ild pitrahnlojdc - 1' 1 y urntut tfcl 

ft (IP. .2| - |L4] 

M- Hclupi ik- rj «y|feerrii H - ^ i t > 4 #tiPj del trunutu*"' ‘ 
pUfKi n i nn vCflitc^ 1 I . Il>, |2, 3 t > 14+ 


n 



..J. 

































* ■ (0 - ,a '«. i >. a i. 0I , 

tt f" d ** * .** - 4 y tot ^. . „ 

, (4 : * 5 


mbits del cjlmdro .r * q r ‘ 


« (»r lus 


pts»'* - - % .- • rtu. 

» *nt» ■■ - 4* + r > dttujo drt hcmicimu 

; - /JT + r 


B. Owiiferc uiu Ummi, quc «. upll l a regjfc, fl scaUKh , 
P" jMj i I - > y lot ejcs coonjenados <•„ c j rnm „ 
-.isjjranlc Lon funtritifi Jc dermitbd pCx, vl » v 
. >ji ErVtUCnlne U nijs,i Ju |j jiimna. 

| ihi EncucniiT cl ecntru dr rruu. 

to**™* ^ morwntm de inertia y I™ radios ^ 
T^prvio i lo% ejes a y y. 

* l w 1^'sru < KU pa b pine dd disco J- + r * a' H ut yxx tn 
d pntDcr cuadJante 

j- EiiLueiMir ci LCiilmtdc de U lamina. 

(W Eacwnae el ceotfo dc masa <fc la linuna m In ftiiHjGn de 
deflsi4«i cs /K*. y) - XT. 

^ W Eocuenlm el ccnlroide de un cono circular item cun aliurji 
•■i ■. r.idm dc htise a iCoIlk^uc ef conode rnodo (jur ^li tume 
esti en el piano xy con cenlm cn d origen y su eje a In 
l.irji'i del eje posiiivo :). 

1. Entsitnirt eJ nuMncnki de inercui del cono del Ejertktn ^7 
ilj^deikif dc 4,u eje [cl cfc rj. 

^ 1 * sfwjfdefijtLa^ pobfes pd/a evatuar 


, Ic ' + xy : \ dy dx. 

^ ' ,,lt ‘•’■ifdetuiiM. C'dCTk.Ms para ^-u!uar 

■" r -i - f « ! * T ~ 


I I J _. V\x + y' + - : Jrrfi d\ 


$fl 

- ■ fj fK li fttfnfl iu.nl.vb por las irurvil* y ™ I _ r y V “ f 
I ^ JipfOAimado de la integral jj 0 f l dA, I Use u 

^'‘P’wKhvi de pajlcari^fl pura esiimAi 1 Iw punios dc iiiifwcu- 

* Jet eurv*, t 

^ ‘ n- ■n"n»rr -i ^ n^psj, del feifJKdnj srtlidn eon vn-rtitr*■ 

* l r,t 1 1 fl,fi|. rfj ? 0i (fj. fj, y fujiL-irtn ilc ikrmuS.id 
J F J] ■ f 4 J ^ c 1 

1 J f ^ 4r 4ctkiwt*n1 p*™ wfliMc® ^^^< -irp - ,v 

* SP Vm 


p f, ff 


-fr* 


r} p & * l * )< ® * 

cil CiiA 


F < 2 


*p u _ ^ 

^ ^lt if viImt hIf I* f 

/~0f«iir n* «. i, r - I( 

‘ «*«.*» . y. u 


CAPJTULO It t|PMO [pij 


r -'--milium, taoa urn- dc un huum 

i“^’V P ?T' , ^ I 8n0h '”' St t« imhitI h la ptuhthtlidal 
* 1o% h ' J *nhdliK medurne una fbKiAn dc dcnudvl 
cifumerK Lil med,, a*). mu6niI1 . Ja |k 

ljev t^omhillo*, fa]Jcn cn un tutaJ dc lifJlri> hi kh k 
Metwribj In mte^a i 


J-iii 

tnmn la Ullcgrnl ilcnida cn cl 1W( fc h ( / x (/,, ^ 
u - lx ' 01r ^ tj w» inicgtales iimdu S u f scan Jguuks n 

.L j-, j.- ■ Vt ; 1 ^ ^ ^ 

*7. Use b tnmsJdniatkS. 41 = * - ,. 1 - i ^ ^ 

j. 1 * '* . JfB + donde Jt« <t CuKlraiki c<m iCiticci 
if 2K<I. II.a2)>• II. It 

«. Use b iramfannacidn Jt - y'. y - e^. ; . r pu, luJb, «| 
^dunwn de b regidn wouda puf li mpnficic 
\ 1 + s' 1 + w' d I y los pbrunttNjfdcnjd^ 

I sc b nimiuJa de cambio de variables >■ una ifansjiimiBeiiLin 
apfDpiwb para cvaluur jsy tlA, dnndc fi ex el tuulflda «. n 
vertices CO. 0),|l + I), (2.0J y <1. -1>. 

SSI. LI I cure run del Ya Inr Medio pnni Inlcgrtln dnbksi dice 4 uc 
si/es mil fnnddn eomntua cn li li, 1 legion pinna If £|ue c* de lipo 
loll, tniontes esiste un puntLi | ii„ y,, 1 « n p r,d qy c 


|J A’ftj l riy -/C,r u . y«l.4(^l 

fl 


I. sc cl TcOfcma del Vjlor E^tnrnin f 34.7 K 1 s Ij pfippicdaJ 
I3 11 dc las inrcifafe^ pjra ikum^iTJi otc rct,pftti, f 1 L ^ | A 
JeiiHtslncHin de li sennki dc una stdj sanahk dc la MctKm 
t> 5 Como guia t 


SI. Suptn^a efue /es crwnitiua cn un disco 4 UC ciViln nc cl punhi 
ilrJ 1 , bl, Scj /J. d disco cttradii iiyn ctDltu M.Jiiv rid 10 t \ ^ 
el Teunrmn def Valor Medio fwa iniegrAles Jubie^ 1 vibsr d 

s-fL'iLiL'Jo ^n> pant IlMPhtrar ifuc 

] ,a r 

IfiM —j I /ix, “/{n, 

r »f» T^T’ ’ J 

JL jn> I'vjIul- 11 —l — iti. dmhk n un >■ /i 

-i (t' + 1 ' £ r* 

p 

l-i hk jmidLlk |w>r r-ifcs cI'ix.'oNfu. Miim cn cl dripu 
>■ rjilHJ'i r y rl -■ f < If. 

rhi , F p ,im hjhl 11 v.iPi^rc^ itc rr la intL B |>i il ilrl ihm a I tirno limirr 
vyiihdfk f -»0 1 

V" I 

ii t |:(H OCIttIC (11 —- * « li te*ld* 

it' * i + r 1 r ■ 

K 

ih cHiihlii pi la* rtlfHv n*i cl mspffl s 

r-Mjmh r y ff. li ■ t • A 

Mr I’.ij.i ipiji dir m la mivci-il dd kHiMHi ■ hcph. 1 un limiir 

iliMln f -*0'7 

















PROBLEMS ADICIONALeT| 


1. S-M dcnot .1 et flnlcm ma m nuicn i > c*aUtL- ! u i nte|lf jJ 


|f h + v)*w 


dondc * i(jr* v> 1 I < JT* 3. 2 ' y * SI. 
2 , i-v;i|uc In integral 



dcMitk rikii^i . rcpmtnij \m mimcm* mi* gr«A» dcr> >-. 


Encuevilrt cl valor pcmtdki ik b ftiittidfi ff.O i, cosir ' dr el imcrvalp [fi. \ \ 

4. Si ii, bye \on veelcNres cdfistiUilts, r cv l*I yccIih dc poitciOn x i + ;■ j 4 z fc ) f. c^hi dad&pcir 
Luni ilcsij?Miiklwlch a ■ r- «. *> = l> ■ r /I, n - c + r '= y H demucMft m k 



IfemMc dc la* inicg^itc^ dobte> seine cS leciififuici [0. i] * [0. fJ cuando t —* 1 fare *i w ev 
^ndc cl inlCjtraiKk) eon^ uvu seme gcumflnt a, sc puede e^pnc^ li iftte|'raS wm b mhiu i 
ima nme inlinita D eu-mit qge 


6. L^inliard I-.uIlt ptldo bailor La sutua csuil'ijj lIl? In m-til' del problems 5 I n l^h dcnin*tri* que 



hn CdC pfoWcma. SC ptde 4cmc*lrjj c^ie heelui c taluafflln b mlrjrji tltWe En d pn+ltmi 5 Er»- 
fnerf p-if facer cl cambK* dc *afiabkv 


m + r 


M “ * 



J-Mn il.i nru nHiLeu>n respecio al Linden pH cl (liquid — 4 . Ser.i nea-smo hnMiin.-i.ir I■ 
euncspoiuiicme cn ri piano uv. 

{^ugnt'tTi iit jI evuluar Ui iuccgc i ill. cuiwciiirj t-Lyil^ULCfii Je la* cAprcsjurm^ 
f I M.'h NI/lh* si (lOS flj/l I « 11 H), pPhible ijiif djesee uhlii I,i ukiilitLiil 

Liiii (J M'n^Tr/21 - tt! v la idcniidiid kuricvpmdifnle \\ir:i sen frf | 

?. I ii I Dcmucistrc L|ue 



i S.idic Ha rjpa/ tie halliiT cl vjk esacfai dc b ^nma Jc ola *cne * 
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rar ; 


f*RObLEMAi ADICIONALE * 


■h) I ^enbiiL? %trc ijur 


£r£Tr=:***-i^r 


*y- it 


W f ' ta tW1,11 ' n fli,rj Cva * UJ,f la mtffial 1 n p-l t LiKTSOi Kama den decimal? v 
* IfcrnucMii" f|iif 


L 


fftTan Bi jritin r jt 
- 


c^ahioiKiti pnmem lj integral owno dm miegnil tlerada 
*■ lu Dnwurt que cuiMKki |j ccuacidn dc Lapbcc 


iftt $ru 

*7 * aj^ + a? ’ 

m: CM.’nfoc cn cmvd(naiJ.i.^ rtlindin'js. v CDnicne 


0 


cn 


i^u ^ I bit 
At* r Df 


fl‘M (^11 
—r + — — 0 


r Jr jsr 

i h a rk-mufhirf i|uc cuandn hi etujfion <fc Laplace sc escribe en cuortlcnada^ Hfjfictft, 
vierte en 


Mf con- 


* Ji M ^ ^ flw | cm ^ jjjj ^ [ r>w 


1 


e> 3 JJ 


Off p r>/J /)- p 2 d r ^ 3 p ! rt# 2 

lfl t 4-iil Urn Idminu liene dcnvidnd cuiiviuntc /? y lomn la forma de un disco con ccntro rri cl «ri- 
jtjcii y radio ft Use III l-t'y de Ncwlon tic la Oniv jLacadu ivcasc seccifln 13.4) para mos(Ml 
t|ue hi nifi^niiLiil de la luc mi dc nlmcckin l|uc ejence la lamina sob re un Lueqm con rnasa 
in liKTulirodn en d punla KL D, r/l cn el eje piMiivo; es 


f lirGmpdi — - . ) 

V ii v'fl J + d' } 


l.fiffvrn ^ Ml tlividi el disco Ctimu cn la figura 4 dc la seccti>n 15.4 y cjlcult primero la 
component? vediu) ik la fwntii cjcrcida pore! MibreirtiinjiuLo polar A’. F ,| 
lli i DniiuesEii; que la magmuid dc la litcr/a dc JitruLtini de una lamina con dcnsidaJ ft k|i>r 
(K'lipJi UN piano inmpkltt m*IC un objCTU iDn mast m JtKaluAdo a itn.i dolanuj d del 

plilHO ft 

F '■ ItrGmp 

4 MiiCnt i|iie »13 es|ncMon no depend? dc J. 

M. Sj/rt u>Mtnu.L. dcmneslrt tfue 

^ | f fu\tUU:di - ! j ' I* - tffitidt 







































16 — 

cAlculo vectorial 



Lai etuacMsn« parametric n,s hateri p&nble tratar 
iuperfiGsCS con tOfrrW tx.Lrafrai y hcrmOl&i 


hn evte liipCiuk* vf tt.ii.i <1 L'tikulo ik ciuftpm vectorial^ *t|ue mki fUttekflK* gin- dMjjPuii 

.fijHfr % .i fiLinii k cri d ctpauu » Vjft pjflicukir T >c ddirttn in* iniegul^ tk Imea ite* ^ UJi 
krs vc pueticn tiviir para cin niitnir cl irttbajo quc efceiuj un t-impo ck fuctra* al u&mt 
un {phjciii w 3 ij hap n tk utifl am.u t I.Hegti %e ikfifiat lie- iitfcgniles A: supetlkie lla> auk' 
« iiiili/iin pain ddemtinar el aiutbl qike pw una swpcrffciel- 1.J* nrU-inflr* eiiinerMi" 
fmeu*A, Hpn «k ijiiL'^r.iUrs y inucgrak* veihilliiy tMdev y Triples qnc >a evtudi^'F 1 - 
Li ■ l.m Lis v rfvkuiirs pit,* dinh'rivjt me* tie iinkii viqviiui del icorana fundamirnUl A-1 
sJIttAi li 'prcMiii iI t CiifCM. u^vetrirt A Kn4w t el icurcmn tie la dh>cr^enau, 























































http://libreria-universitaria.blogspot.com 





16.1 


< AMPOSVECTORiaies 


v dim.viL.« I t 1 vl ° ilf la vclocidud del vtenm ^ue indiijn la lapide* 

,l,i j L. \ ' MlT " CM m H lh; olun •'* jmhj lu \uper£itie eis d ufcu tie l.i 

t i.| n / ' , K,,1rLI '' t '‘ ^OfeMirvcnue ]ch piitmiurs tld viefunendfucon^ctiliMi* M ,n muy 
i. V un dc vdotidad del Vienna uviciado ecm trada punto eu cl jure 


: mi CjciQpIp Ue un i trnpft irrtonal de h veitftkfiul 



mj I2:nn **i _u iir (dn'eroiie ’inn 



flGURA I C";m»priN vwNwub df la vchwidid M u e intfntran l«« | win me- dr tieniuen Iti bnhfo dc San I nincium. 


f>iri^ cjcinpii“ de dtmpiih iNEcluriiik^ de vdocktod se i lust run en la tijiuro - Jiirricillin 
iwejinit ms > cl ltuj ,] 4 UC sf encucnira un alcrun. 




■ hi I tin-i ijiw rKKniiiim inch*** 




h. wviruitFi di fd* H id* 1 ^ 


,. (rt | M , vfiiiKifll llrtiiunN • *itttifH* ttr Hurrztu uwcitt un 'cek« ik‘ luaWW 

um(1 | in tji-inipln e* d uitiipo tic lucr/u |innlinenm.il quc e.\.niii- 
i lulJi (WMl** 1,4 - 

.. d ... 4 


lOlt 
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CAPITUiO i* CALCULOvECTOFUAL 


> 

\|o,Vl 

/ 

\ 1fc H V I 

7* n 


V 

V 


IlGilRA 3 

Cjmpo v^vlBcijj en R : 



FIGUtt 4 

Cimpo vqce^uI «^?fc R 1 



flWii * 

F ■:,» * * * J 


cn 


t-n genera], tin tamp., vccioriid e* ««j lun^iV* cuvn domiftio cs tin conjunm ^ ^ 
R : n burn en R y cuyii raiijin e*> «n conjutlio de vectored cnV.u cn l r - 


t oEHKlCtqn Su.i /> un cunjunio en ' J una region ptan;i L'n i^mpn tcciiiriai 

miDr H‘ es . . . V ijtie migna a coda p#«o <* >I en It un \wbir bulimcn- 

siorwl F(.r. y), 

La iraijur manefa de representor lim csimpo vectorial ev dibujur la Hecha que reprt^mj 
aS vector F(.v fc V I que inkic cn c! puiiEn u. yk Naturatnienle. e- impolitic lisnalo pjrj i„. 
this Ins punEos i\. vl, pern puede cun^uir una represuiniacidn r^onable tk f inuand,, i„ 
fSecha para alguim* punlos repreacnlniivos cn 0 como cn la fifcuni 3 PUc&Eoque Ffi u fis 
mi vector bidimeiuiomil. imede cfcprcsarlo en tirminoH de fiinckmrs componrtqirv 
t*y Q como siguc: 

F(jf, yl PI I, Vl i + l?U ylj “ (Fix, vl. Qix. \i) 

o bten. simplitkando. F Pi + (?l 

OtKCfTC quf P > t? von funcionc* cScatore^ de dm variables y -ikurL^ -.ccc - , . 
canipos escalam pom dkiihguirlo?. de lo* campov vecwriales 


Jj DEfiNiCIDH Sea £ un subconjufMo tfc F. 1 . Un campo vectorial Mibrt ^ uiu 
funesdn F que asi^rtu a cutdu ponto hr, v. z \ en E nn vector tridimenMomil Fh 


Un campo vectorial F en ^ sc rcprevenia en la ligura 4, Sc ex prevail en ieiiinn- >■. .!• 
l unciones eonslituyenies P, Q y R count 

FU\ y. :) P|a\ y, r) I + Qtx. y, rlj + P(.r, y. ; i k 

A3 iguai que eon lav huncione* vecuxrijiks Lie la seecidn 13.l r ci puuhle JelVnir h 
miidad de In^ ompos vecioriales s dcinttsirar que F e% umtinua vi j m vu* fun. ■ 
coastUuyenles P, Q \ R von coitimuas. 

Alcunav vkc5 idcistsficj un pgnlu <_-k con ml vector de p^Mtion a - 
escribe' Rshen lugsi dv l'i i. r. Enuinces F vuclve un* funcidn qm- -lm^ju uri - 
FiKl a un vector x. 

S3 EJEMPLO r Un campo vecnirial wdbtt R 1 esij debnrdo ptir Ft i, > < i | ■ n | 
cnba F tra/ando aLguno de vuv veelores Ft i, y) cortKien 14 ii^ura 3. 

WUJCi4« Puesto tjut,' F( I, 0) - j, dihuje el vccior j = ^0, I) iniciandn en d p ul11 ^ 1 ■ 1 
en la figura S,. Como FfU, 11 - i, dibgjc el vector ( L 0) con midn e<« d 
tti. I >. A3 continLiar de cste ituhIu, cnk ule varios valorem represeftiii<ivi» dv U 1 
dc hi siihlM )' dihuje Iks vectored coircspondicntes para rcptesfinap el iMm| hfUl1 ' 
cn hi 11j;ura 5, 


f.t, yl 

Wt m y\ 

k y| 


ii in 

Ol P l) 

i-l,Ot 

(«. -i> j 

tlJp 


(-2^21 

(2,-» 1 

fi.ru 

<il. 11 


(a S 

m, i v 


(ft - 

<1. n] 

j t-tl\ 


(2. II 

a i> 

Ml. It 

(-IW 

MX -,ll 

<1,01 


AI jmteem, wgiln In l)|urn % cadi flevJis e% tnnemic * In ciMnf<ifliH» ( '* 

(I utigcn. 




































fFCCttiN I*. | CAHPOi 'K Iroft-IAIH || 102 # 


I p arn amlintiarlLt, c»Icm k 
vector Ft si - FI.I-..V): 


el pfoducln puriKi del vector de pn\jci4fl % i i + yj con cl 


? 


/S*- - 


‘SVS\ 

i / * * - 

- ■ * V % \ 

.. 

i * * - 

* ' ' ' t 

1 

. i * ■ 

‘11, 

I 


- - r l i 

\ 

L V V S ' 

- f * / f 

Uv'- 

- - * f / 

\NS'- 


\W-- 

— - ^ f£ 



■5 


;utM 


* * = -y.x} 


* ■ KU) - h i + y J f ' £-> | + jj i 
* -ty + y.t = 0 

Ivlo ifcniwMM i|W Ft i. \ i ft perpendicular ,il vector tie positnm < « , i ? y. por k> tamo ft 

angeme a la cirvunfcrcocia ccm comm en el ongai y who s ^ r * v = Observe one 
uunhien 

FU.yl | - v’T r) 1 v T- = v jf ? + y-‘ - |*| 

Jc JTiodo que III nuignitud del vector R v\ v\ igital a I radio del cireuJo. 

Algunos sistcit^r, Lilgcbraicte conputnciimalft jen capueft de dibujar campus vecto- 
mlc-s en it ties d miens i one v Pnipnrcionjr una mejor reprcseniacrin del eampu vec¬ 
torial de In que es p"vi hie a maim. pnr(|iii‘ Livompui adum puede ir.i/ar una jrran canltdad 
de VKUffv repteventativix;, La ligura h niOL-siiy una grilica pu cuinpuixlora del eanifm 
rectorial del ejcnaplu |. Las ligunis 7 y H ilustran otn» dos citmp^ vedunaki, (Jh\cnt 
que las conipuL.ukirav dan ana evenly a lav longitudes Jc lov retimes tie modo que no scan 
dcmasiaiki grandest pero tpic scan proporvionihlcs a mis longitudes veidailcras. 



-ft 


FKiUS A. 7 

Y l.i iv.Mj) 


s 


7/s^-- 

/ fs **- 
/ / / * - 
tit*. 
TIT" 

- ^ * s / 

s / f 

- * .r f / 

- * f f i 

riff 

rtf" 

. / f * * - 

v / ^ + - 

f f s 
7//^- 

r i r r 

-'it! 
■* * r f / 

S / / 

- " ^ ■* ^ 




MGURA« 

F^i. u = {fed + i\lni1 + jr ■) 


Cl ejEMPLO 1 Dibuje c! tampo vectorial solirc R 1 dado p*>r FI \. y, : k. 

SDlllEl&N La grlitiCQ sc mdestra en la ti^iia *J ..Observe qw lodos los vectored -urn verticil 
| tf v s sc^alan hocia .iiriba par enclirat del piano jh o tiacm ubfijo de isle La magnify J 
incranectla con la disianeia a partir del pi;. . 


:i 


HWif * f 

rr.«, m* 1 k 



Purilc «hhfi)rir «| mmfi* veciooiil del ojflffcplo l * W«iD 
ill 4 f ,, fit,i v ■ ii fir ft' "le !"■' . .. vectiiriukv irklinie 


|Hm|iie lie fie I mill (drmu In tmii 
ns. ales m m virnmlriicnif im 
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[hAihlri dc tlihij.tr a niafh>, pur |u qur nctcMta nscurrir a un sistema tl^cbrim, 

^ 111 n>iI Sc ilusinn ejcniplrts ffl lat lijrtifii'i 10, 11 y 12, Obverse qiic l<>\ ujirtp.^ 

Its lie 1,t% ftgUllv 10 y 11 iicnrri Minnlav vimilolH,pcrolodo* U>% Vcclotcidc 1stfijiura, \i 
sct'iulaii i'll In ilirccti-^ri general del eje v iicgntivo (torque sus o>ni[n>i!eiUL-s y tun, - >. gj ^ 

fill II] >M vfLiorml CPI hi figuru f 2 ... do vdocidud. cnioncev mm miv4k 

pttdrfit wr ilespla/uda lificia .wrihu y giftiriii en espiral alretlcdor del lj«: : en el sencid,, fa 
ln% iiiLinetill.ii ilc I rdoj si sc vc dcvle .irTiha- 



FIGIIIA 10 

F i.i ; il»:jtik 



F1GURA II 

fij. t.ii - yi-Jj + nfc 



f IGORA 12 

F«- >. ri = j i - ^ J* j k 


HH ■ . ■ ■■■•• 161 puede girar istraross 
rtPaattllpS iSr IM fiQurai 10 1 1 ? asi neno las 
MfflpOS KhCoOnfltff? 



FIMM 11 

f jrnp«i lIp ycU< ulades en un llujo 
de fluid™ 


EJEHFIQ 3 Inline un Hindu quo tmaihi en Inmia olable par urw luteri.i > : V 

cl veciorde velocidad en un ptmiu (*. v, Lnegsi V aMgna tin \eciiir .1 tad^i purUaU. v r :i 
ell mi L iuim. Jominii) E LizL interior do la luhcria). \ dc esie nnH.li- V u un <■ .uiijv- -an-tidl 
sohre r.' lliiiiuado campo dc veil K id ades L 11 cjimpo dc velocidudcs pn^iNc su tlu^nm cn 
hi lijiiiu 13 I n nipidez en cinilquicr pLuitu diidki '■c indiey por In longimd lIc !.i rkvha 
Lew campus de vdocidadcs tambiOu %e presenum eri utras itc Li fiMCj Pur ejempln. 
el ernnpn vcclunal dd ejemplo 1 pnlrm Usb r L'ninocainpa dc vcIoCkLL’. pomtWiiN 

I u rnlackHi dc 11 nu medaen el senlklo tziHUrano ul dc las man^ci Ela> dc! nrloj. Ha wMn «<f^ 
eiemphvs 4 k Condos dc vehxidLMjen |i> ruaif-i> I y 2 - 

E]EWH0 4 Li ley de b grav ii^cidn dc New inn CS&lbkcc que !□ mji_-mrii.li de L fuct^J Je 
In i^nivcdnd enlrc dos nb-jdas OOft ftiu^us m y 1/ c-n 

, afc| mMG 

r 

dundc r CS 1.1 dislaneia emre Ins ubjems \ f? hi enn^bate gnivilacHHfcaJ 1 ^ 'f' ,|fl cjrtf1 
phuk Lind Icy dc la inversa del cii;mlraiki. Supmi^LTque el ahielude ma%a W c^m cn^l ,in ^ in 
en : -\ iPnr cjcmplo, Af pwlria M?r Id masi dc b Ticm v cl origen pnlrt-i wr ^uccnEft 11 
1 (t. 1 . :> el vcciw de pen.icinii del c»b)c«o ctm n>iM m Knmnvcv f v *** ^ 

r \ La luciya fraviiiicinnil cjerckla cn cmc wgundo nbjcui JClUd IK.icm fl ' 
el veduf umtitno en csta dirccciun 


1*1 

I’m l» iimiiii, la fin’r/a grnviiinn mhi! t|ia‘ mliPti en el objcitp cn x > i, i. ’ es 





ID 


Fi si 


in wi; 

i*r 


\ 


|| 1 •’■■ liMH in utMi/ftn hi iinE,h mn r cu lif^uf de \ pirii el veclor ^Ic pMucnW. dc 11 "' ll ' * 

(Mir 1 Jr r riH nlilf^r I.i lnrrilllf.i \ CH TliD til III MfTIlJ Y - I r ' *r f I A ^ 
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1,11 CM "P ) 'ciionaj. jlamadti rumpu ){riitit«cir»nat r 

10. 


H ™ 1B un ilc ™ __ 11-uw „ 

uZ^Tl |b **"” "*« m iodo p** * *>*' «p- 

bttn poude c"crihir| U,,a f 0n y irtldc ** 9 ***** el ™mpo jiraMbemnul. pern t;nn- 
t|uc x - x I 4 ■ + J d c ^ ^nciune s conslihiycntCN iismidu d hwhu dc 

> J k y [ x | — V' 3 ■+ v ; +■ ^ 2 I 


Ffx, v t ;) * - , . -wAfOy . -fiiA/G; 

fjf 5 + y 3 + i t J w Jj? + J* + J + fji + v t + ppw ^ 

i-.l «ttnpo invitackul F « rqmucMa en b tigura 14. 

EfiMPLD s Suponga tjuc Lina ^ efctanai 0 *local «* en el Of. pel: Dc tcutnfo can 
* l C niilomb. |;t fuof/a clfolncu Kfnj 411c ejerec esta t’iiijjy wibrc b taiga <y Mtuady 
en cl punlo U, y, r| con vector de |nMm»n x — ( lT< y t z> es 

ffl 

1*1 

dmidc ir ev una consiiuiie. i|uc depeude tie |ih Qtudadesi^uu \e ulili/an I n el tirade: ear- 
^ a> trollies, yQ 0 y b futna cs dc repuhidn: si la?, caigas «m de -.\fna ct merino. en 
I oncers t{Q < (I y la fuer/j cs dc alMctuVi. Observe la MFinlitud entrc la* fttmulas 3 y J 
A m hos tumpo*. vectorial** *on ejemplo* dc campus dc Ibcnu 

Hft lu^if Jc consideraj ta fucr/a elctima F k» fisico- ininin cn edema a inertudo la 
luer/a fun uni dad dc taiga; 

l fcO 

Etx) - - Fix) - “ X 
H Is I 

Ententes E cs 11 n tampo vectorial en . que s: llama campo clccirko dc (J 
CAMPOS DE GHAQ IENT6 

Si f es una tunc ion escabr de do'? variables, dc aeuerdu ten k wadn L-s.(> su gradiente 
9/,n grad/, sc dciinc come 

r/|.t; vl m f.(x.y) i + Zb. vl j 

Pm iiLriiif. V/ cs realmeilk un camp) vectorial subre S’ j sc Ibma Climpn vectorial gni- 
diente l">eJ mismo modo* si / cs uim Innciiin i^tular de 1 re h tanablcs, gradicnti? an 
eainp 11 vectorial sobic K dado p’f 

7/I.lv. ;l “ /.<r. v, t + /.U. >, ct j + /. I it, v, -t k 


n E HFLO * Determine cl eaitlpo vcclonal ^radieme dc fix, v5 1 v > Dihujc 
I J p|i|M I vW iofial gradlCftlc junto con un maps de tuna'* de nivcl dc 1 , C'nal cs su 

idncirtn? 

joiuOOH II enmpo v ^ llirial S™ 11 '*" 16 ffi,J dndn P" 
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C AFITUIO ClLCULO VECTORIAL 


como era tie esperarw: dc ocuenki con h section 14,6. Note tamhicn que | Ml 
cr«iificncc sou Lir^^ delude b% cufva* de mw?J esi jn cereanas entre \i , * 
las sc separrn La. ra/Vm c% que b huqzicud del vector gndknii? c\ cl , a 

Jerivada direcckmldc/ y las tUfvas dc mvd ccruanas indican yna ^rificjkdt f Wllc 
dlcnte. 

Uii cmnpo vcctnrial !■ <* itenmnina cumpu vectorial conservullwi mc^I jcmdichic .j e 

alyumt funckSn escalur. i?s tkvtr, si enisle? ima Imidori f tal que F = V/ tin csjji shu* . 

f red be el nombre de liiiieitin |joLi?ni’Lal tie l 

No Eodos Ion campus vccioriidcs son cun^rvutivos, pero utles eampov Mirizeri mu | [L . 
cuencia en la I'fsica. Por ejcmpl'ti* s’I Liuvipn y ravildc kina I F del ejcitiphi- 4 ^ can^m lL | Pli 
jtnrquc si define 


/U y. z) 


enioflces 


V/(x v.;| =-^1 + f j*^k 
At ite 


U : + y : + : : f ; 
FU.v,;) 


-ittJWC: 


ittAfC.T -ujMGv . „.„ 

\* 1 + y 1 + z J U : + > ? + : : i ? * 


En las seeciones ]6,3 y 16.5 sc (rain la ruanem de decir si un campo vci'lonal dadfre^anv- 
servatiuo o no to cs. 


16.1 


EIERCICIOS 


bio Trace cl tatnpn wrturiiil F cn m diagrama coma la figura 5 a 
b iigyra^ 

L Fri.ii » hi * Jl 

i ,i*jj 

vr + i' 
h F' I V, ;J ■ k 

1- Fix. f, j> - - v k 

1 Fr i, k , i? - L «c 
to. Frr, v.n * J S 



ll-S* Hsira ciirreiprwtkr I.. tumpm vcctonak* ¥ am bsgniluu 
i j JV h r i'-fxit.LNimf rwiffi fwifj laks ctcccifrnc^ 

Hi F< «i, Tt - fjV f) 

11 F‘ f « U, wn 

11 Ff t. > j - f j t # + M 

li Ffj il - ' r. l/r. 


-J 


III 



- ^■ i t fr 



— - ~ 

s ' i i / 

+***- -- - - 

^ i i r / 

— — - 

' ' ' r t 

lr- — - 

tf 

- - ' 

^ m r 

— - 

^ i 1 T ? 

F- -- — m 

'tl|? 


- ' 1 ■ Jj 


3 

\ 

^ ^ \ 

/ ^ ^ 

-■ ^ T s ^ 

- - - 

■■ - -■ s ^ 


■ 1 ' M 
. • ■ ■ \ 

? ^ - , , 

- . . 

■ • • i 

* ' ■> r / 

T ■ ■ - 

* s - - - 

- T r F- ^ 

\ * - * - 

- - - - / 


•►; ^ *■ »- 

\ ^ v 


-5 


/S. ^ ^ - 

t % \ + * 

li* 

- ^ ^ / 
- - ^ / 

* * ^ jf / 

. - i M 

j i j ■> 

:.w - 

//<*+* 
/ S'*- 

i t i 1 ] 

- * uV 

- - S \ \ I 

\ 


IV 


f \WS>J\\NV v 

> ^ pT* > .. ■* ■ t ■ J ' 

■ *; 

.j .> ‘i 





11-1 1 Bush|w 1,1 CiHT^ipofldeik^a rnlrr t-M Jin p»» 

M .. im tr. ifriht I .i |\ pritfwxvHtnr r^;of>c ^ 
rifu lllflfi 

1*. K i , i ■ k * I * i k li H «... . i M ii * :fc 
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, t n J ■ 'I* 

lit ij 1 •* 


it 


-mr 

; , 

- —•mr L *■ 
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It Stwnc un CAS i|UC *:** cumpii' vcelflrtak-* id rtwimndu <» 

" ' £ e -.dplQt cn Mjpk y PlotVtctorF widen Maihttiuilrat. 

hecK) fwj [rn^iif 

Fl,(.vl - (V ■ 2vvl I + (.Viv hi')} 

Expire ta aparicndw d deieniimur el ounjuntoile puitu* l v, vl 

lalts <|ur= F( \. \ I ~ 0. 

|g* lr a — 2 t)k. diMidlc % m t*»y) X r “ l K ^ Mcdiunte 
un CA5 gralinuc e»le enmpo vcmmiil cn viirith dunimii^ havia 
^ pucda Kf Jo«|ue mu* De*crib* In upuricnda Jr In grffl- 
ay «pli4U(b ik-ieniiirminJ*’ b' I'unl"' *»* FI si " 11 

Jl-34 Determine eleampci VCCtutml tfriulicnte de t 

It «■ /u. y) - twills - ty 

£ fUl.rJ vl- «■ jr +T f H ft* *> “ * «“< v/?> 


ii-2t Da ermine cl camp* ’■crWriil gr*1iaiir Vf •* ' f 
11 kt.it - r > »- vl - v (i 4 ' 


i tM» Dihujc d campu tectorial pradiento ' *“ nk, ' :un un ,T,;l 
?* Jt cwsb tic nitcl Jc / hi|'ltL|(ic i«AI ' u ‘l’* puar ' 

to emit y 

/|i, |) * Kf| M + *crt i n* /lx* X& " + 3® 

RdjciLinc Iil* lujkLiufltN /c»n l-i i j^rdf I* 1 * 

Mitei 1 A IV IM la* iwanet tk *u ckwirin 

£ fU. vj - r ^ v ; fl **» " dc * >'* 


. II ^ 

iiCCtON 14 I CAMHfJ-'j *i f I?>MAIIj 

II, Ilk. vl r i ■ ■, i »• /'• p - '" . • 


r- • - u 

■ . a 

. .-.n 

• - * m ■ 

- * 

i / . # >i 

j / / -' 
i i S * 

J ^p- ' 

4 . --- 

- -* # ■ 

+ * - 

/ r 

1 W * 

- ' / / t 

v ■ ■ 

*La r. 1 

’ ’ ^ 


. y / / / 

- ^ : ^ # 

It - - -j' A 

4 * € [ i* J' 

. _ i- 

/ // 

A ^ / 

y / / 


f / / 


- * ^ J 

// * * 


/ y ^ * 


//V ^ a ^ ^ 

# 


III 


IV 


* ■- \ 1 

V 1 

^ l , 

r t f / 

1 t / s 

r * ^ 

J ' ^ rJ ‘. 

-p— ■-■ #”■ 

^ / 1 

-- - 

L ^ 

^ ^ / j 

l \ ^ ^ 

y / j i 

l \ 


X 


-■- - 

-■ *■ ■ - 1 - - 

^ e ■ ' - 1 

/ ^ - 

- 

■ J- *+ 

i ^ ^ 

• tr If J* 

*#- rf- r - ■ 

, , JP -* 

r ' 

# 

- 

■ * / 

- 

r # y 

- ■• 

-4 


Jl, Unn partkuh ve muc^e cn un tiimpu J* kfdkHiiclatl 
Vl i, v) “ {.r. t + y 1 }- Si iu poMLHin et i2. I pen u» 
r- I, calcvle su ptnieiifin en el liempu * - 3- ( M 

34, Una puirtiL-ula sc encuentrocn In pusicifm 11, ^ nempi' 

r = 1 . Si nc inuevc cn un cniupki Je vekKui.uJ 

Ftx.yJ - (xv - -■ > J ” 10) 

uncucnirc su [H^icitin nproniitiiida en el tiempo j Mt* 1 
SSj u« Ifnciih lie Dujii .1 Hneas <k ^rrierkle ilc an tump. 

son Inn tniyeclonns 4 uc siguc unn pirtLtiuli* & 

vclueLLkJci cs el campo vccwal tbJo ftir!(’ t-** 11 "- ^ '•*■'*"* 
cn un iijnipo voctond Mm Lnicenicv a liu lfac *& '^l- 
(j| Um; un iliajjfalTui ild cunipn \cvl(vna1 Fl >. v' - 1 t j pal* 
ditiujir dg«u» Ifne^ * A V**" dr ,l " 

, jKulrb adh mar las eciiacionc'. de ia' 
liiR-iis tk nujo? 

i w Si la* eewadoo^ parametric*, dc unj Imc., Je A U! t> 

j = dll. V - V lit. esplit|L*c jwr vc oiJt tuncKWCt sk.mpton 
t-vm b% difercnciak' di/dt - t ) ds ;ds “ 

Jjicpi ICMKira Itefi-THthinci dilrtwn ijlv' 
renews™ mm coma.bdcUteadc ^ V* 
fuiva plf d p«n*u II. 1). 

1*. rat Dibuje d camfM vccional Fm. »t ; > T i j ^ luc * j1 
jitwjc dpunai lincan dc flupi. . O^e tnntw r jre ' ctl 
CMS. line it lie Duju 1 

lh) Si lm ecuadone* paramelnsi' ifc IJ' ^ ‘' u| '' 

sonsfacca ^ Jh lJI ' 

(tl Si mu particub pane dd k*ij?ai «i d- imp-i klr td-it 
W. pmr F. kk-lcmnne una earned dc b irayc^* ^ 
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flGUHAl 


INTEGRALES OE iiNEA - 

j g-j |i B una iuLtflirill 1|IJ< ** U lu (»fJU In A 

I " ^ . . 11 ; " Jc inWi!Flir ,, d nivmilo Irt, H «i In curv* C Ey** 

lerenda dc <tuc *P ll1 * . auiuiue un we** mrfitfroe « d 4 . 

. ■■ ... J |1f lOWIJBI* «> X,K P“* 

.. 7^,1 till.... !»■>/“' aljJ ■ ,N a “ e "*™° 

■ 1 .«. . .<•*... «**»• p " ,c * i 1 




r - M 


d/i 


« -- l - t* 


, en forma equivalewc. porla WuatM* vecsonal w 

« ■» at™.forme. IHmo HUicre <»«ir V“ r cs ^wioia f <)<* r (ll * • 

, nr rj f r t | 31) | Si divide e) imcnral.. del parfmetm |,< J-K" « -L.h.r.ierval.,^ |, ,.j* 

m,g) anchuro , haw -V- = J>(M f » ->M. ““f* lus punm «*.*««*** 

r j (t v y dividen n C cii if ^ubufVON Jt - 1 longiiudcv Aa'i- A.v:.—■ i’« f*£*w isieura h 
nlKcionc cualqukr P im.o /fljf.*. v,*l cn el i-cs into >uhurco. (E*o om-vpundc * «, 
j im i,j f < en [j ,. 4) Ahora >1 /e^ una luncion dc d»v variables cuyo dmniau mdo>e * 
a ctina C. evalue J en d punio lx". y,“k rouhipliMtie por la kmgtlod i del ^ubait. , 

In it ■ i run 


Z/uf.rf)A* 

IJUL- cs similar a la suma dc Rtcmuin Luego cofHknc d (fmitc de etfas %vm^ \ plamea L 
>i^uicr[f dcliillii'tLMi por midugid con la initgrai Miiiplc. 


? OEFIN'ICIOM Si / m: deline cn hull cunia C uniform* definida ptir las ecudda- 
rLi^ k. cnUmcir\ la integral dt tinea de/ a lo l»rg« dv f 

) fix t y) th - lini S /(Jf*, v,*! A,c H 

/C #--x j_ | 

si cxi^te d Ifrnlle 


Fji la soctiiin KU imcoolrP qut la kmgilud de t‘es 



l n rwoHaniiiTtii ^nukir sc puedc planicar pam dcmnsii.ir que si | e% uuj luik iM 
nua. enhmett c! (finite ik la ddinkidn 2 skntprr exislC y la formub stpuicllte tf poodc 
u^ar para cvaluOT in inlepral de Ifnea: 


|, ju,)* = + (f)'- 


l .l %-ilihr de la integral de linca no (Il'|htkIl' lie la de Itl cttTVB. ‘‘irn | F > ^ 

cvtji slm cru/uda eKiiciamentii unu vtv eiuiulo f ac irteremenui desdc u .1 h. 















































i* r 1 ivt 1 ■* 


> * m temfiud *»««J* 'mn w 
,l ' M '|J 3 


,***» 


«*«*3 




IICCIAN t* I »HltOP*UB DC LMil* 
Si Urj V. I,i lL>rk|titud ilc « i »irc riijl > HrM ni"n« '■-. 


IWS 


f/l 

Ji 




Lll limikL'M .Jc KCoribr la |Oniltl!ii A c% cvph .n 1>nki cn Irrrutnu'h dd pufaniciPN t t ^ 
ewuidtuio paramciniah pma ctprcuir \ y >■ m Et^nnifn•- ■!■ r ■- r.mhj >mm>> 


, 7 W 

i v / 7 v v 

/(- 

f) + (db) 


A 


Kn cl ca-ai cspccia) dumb C el segfirtiilu retlilmcn i|uc um- Ui, Oj ..mi ..il i 

\ comii (wrrimclm, escrhii In* ec undone pm-niirc Ericas lIc < imim mjmji* . - i * - U. 
ii - k ■ ^ Iji lonnnki .1 ml* itaEislWnui vn 


j fix, y) ds 

rf h 


y en c*1l' cllmj la integral dc linen >e rcikiuo u unu integral simple onlinariu 

JuMO pura iLiia iniegml simple ord inarm, sc inlcrprctu la inbgrui tie linen de unu Iutkiuii 
paji/iiw cornu un area Efi efecto. si /U. d '=’ 0, j c fix, >1 dn represenin cl area de un 
lado tk Id r eeri:a' p tic la Vonma" dc la liyura 2* cuya b^c c* C } cuva nllura pur amha 
del; puniu 1 1 l >} es/li, > * 

EJEHPLO I H value |’. 12 ■ .v \\di, donde C cs lu mil ad supisriivr de uei eiroiki nniKtnu 

x : + V- I 

fOUKlOl Cnn ofojeto de apliear b ffftvmb 3 primero oeoesim ccwdws pmriKtnc** que 
representor a C. RccuenJc qnc cl rirculo vmiario sc puede parametric por medio dk Us 
ecunc tones 


,v — cos. r 


sen r 


y la nulad superior dd eireuki *e describe por cl iltferviJu rid padmetru 0 * i m --- - 
Cvdistf ti^uru 3|. For k> unto, b kirmula 3 propoetiona 


1 ^ + ‘ J >'> * = fe + «» !| sen 15 \'(t) + (?) ,/f 



:i -■ 


c »ii 


*'»“VC prjf mumcfiitrt 


' 12 + go* : t sen f) v Mn ; l + cim : t ill 

Ji l 

i l 1 

cos / | 

= I i2 + cuv : r sen i) di 
= 2it + { 

Supm^ji 4 ue Ct's wu* nmi unirttfiiu por f^mnlov n Jecir, f 4^ ihu «fl«« Jc bhj 

cantidwJ fimta ite i-uriai .111 fennel C.. Ci- ikwHe. de la ^ urj 

punlo imviiit de C.. t’s cl fiuntc linal de C. ElUimcei. define b integral ^ f a U> dc ( 
c.,m<> 1 u >umo Je lu iniegmlcs de/» l<> largo de coda . .. tu pane de ( 

| - fix, y) <h [ fix. 1 > Jj + ( fix. Ji * + *" + t M > 1 
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tjlrtfU) 1 !... I 2> >». 

mull. Mfliivnm 

I j cum* f ** ,|M ' 
dc mndo t|uc d||> ■timm 


, . . . .M >- M** 1 - On* 10 

rt 11 ii i I II 


!n iii (fell If no i Ci devde ll P t>« U, 2l 

.. *_ < ri ufi-jv £' i n La fftfifica ck am fwtDfjg ^ 4 



Pol It* |,||)IO. 



r, / 



FKfUAAS 

i --CUC 


En (’? ejicoja a v UOfllW) pflnLnwtr« + dtf nusdo quu las eeuacjones de * vtrt1 


,i “ I y * y l ^ J * 2 



- 



Cualquier lnicrprclaonn lisica tie uiJy i illegal dc linca j' L fix. y \ d\ dependt dc b inter- 
prciucian ffaicu de la funeioti / Suponga que p(j, y| represenia l.t dctisidad lineal «i or: 
panto l.i\ vi dc im nfomhre dulgado con forma dc la curvy C- Entimues III illasa dc la parte 
del alnmhrc desdc P i luisia P, de la figure I es, de alrcdcdor de pl.t*. \* I A.r t y entaocti 
III masLL miliI del alariihft cs de easi 1 pUT. y*J i.v,. Al eunsiderar nnls y mas punto* dc la 
curvy obiiene III iiiusu m del akimbre cumo el valor Eiiiitlc dc estus apmMinacioites: 



| fcr ejcmpln. m fin. v i 2 + a ; \ represents la densidad dc un nlanihrt semicircular. et 
lonces la integral del tjcrnplo I reprcscnlMU ia masa del alambrc ] Ft ccntrudt mas* Je 
alambre din hnicnm dc de n s id ad p sc silua en ci punio ha. v ). domic 




in i* 


Olra inlcipiumdi'iii fisiea dc lus n ulcer; Lies de lincil sc estlldia nuts LulcJsnlc en 
CELpllllId, 

U EJEHPLQ n | In aUmbre loinn In forma dc un ficniicfrtruln l -t v l, i tl. j e> 
mil * gniew ccrea dc la biise que ecreii dc la parte superior. Caleule el centra dc ma*j, d* 1 

alambre si la dcmidad lineal cn cnnlquier punlo us pniporvioual a tu dislaiwia desde b 

reeLi y *> J. 

5-Qillt I On ( t .mn cn el cjeinplii I, uve la piinirnctri/aeibin i cos I* y sen t. (I’-t 4 1 
y detenu me que ds ds l,a dtn^idad lineal cs 


pi i; y) *= ill - v) 













>. 



irtwn 


i 

\ 

i 
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4ECCI&N 14,2 iNltrj^if* p| UNFA I0J* 

Ul ' fHk * llilij y cnitHiei.fi fj. . rid Afomhw cs 

** j *fl - V M> J'ill « ni) 'it 

“ a|# + t'ii* i|‘ » Mw - 1/ 

Scjjiin la* .. us 4 

-If ] f 

v = — l v/H(,v|</j -— 1 vifl 11 fiy 

m y* *(„ 2>-' 

= -~2 ,(" ( “ nf | ■«** 2t\ 

4 - fl" 

= 2(ir - 2) 

Fvr smielry r =■ 0+ ik nunE l> que d centni tk rn.isj.es 

(" 2^rr%) “ 

Vciisc figura 6, 


Lus OEnas do* inlegfulc* de linest sc L^lienen rccmpla/andu A*, ]Hir A.v =- i, .l h 
pnr As *-i cn Ij ridimcnjn 2. Sc Ics llama inlr^rjlcs de line* de/o lu largu dc 
C con rcspccto si x y y: 

|Tf | fix, y\ di - Ifm y fix*,y*} it, 


* | /U. y) iiy - Ifm 2/Of*, y*> Ay, 

JC *”■**“ I 

Cuando quiem disEinguir Isi integral dc li'nca origimti J f f[,t, yj ^ dc la* sic la* ccuadancs 
5 > * tkiHMitirui inieiirul de lincj cm repcdo a la hm^ilud dt arvo 

l,;is tin tOUlas si^uic riles esUblcuert qne las integrates de linca con reqiecto :i s \ a \ Urn- 
bien ve pocdcn evaJuar evpresandu todo cu lemunot de /■ x - xUl y yltf. d.i Vf r 1 (ft, 
dv yTrMi. 


7 1 fLx t y)dx \ fUUi ytiftJUldt 

Jr Jij 

I /l,v. y) </>' I /Ilirj, you 4 '[fh.fj 

Jr -'ii 





A me mulct suu-dc que lus mtcgnilcs dc Knea con res|jecEu a t y y sv prcsaniun juntas 
Ctjandu estii sueede. sc jcos|utiifti;i ab;evisirfjscscribieikk> 

| t*t.uy\dM + j (li t. vldt — | Ptx* v\dx 4 (JU.y)dy 


Algunus seres jI plamcar timi integral dc linen, lo rmt* Jil j il e* pn^ar cri nna repit- 
sentju-idn panunhfica dr ujtj lliisj cwya dcscriptkWi gcontclficj u ^*jhkc Eh [urticuLr. 
curt frentcrciii ncccsita pommel n/sir un wgotemo rtctjlfeeo, dc nun In qui 1 c* util rc 



* 


















CANTULO 14 CASCULOVH 



i-tmlor L|Htf linn hs|« v« wiah' V t:L 
i*ti r. w define mil 


mf|rra!iiii) net'll linen (|i« jiikim m f,,y leniu^ 


m l_ 

i Vc4*w ciiiik iiiit I - ^ ^ 1 


rf/3 - M 0r«, + tr, 


<1 «■ i *-■ I 


B tl(MPL0 « Evuluc tj*4* • - 4* *»*'»» f " C * “ d •***?"*!***"* 

(-J Jla(U.2lyl>’isir-Cie»elim:«J«tal»r4boUJ 4-vdesdel-S. j, 
a (it, 21. i VciiMf fig* 1 ™ 7 * 

;:X repmcntKidn pumnrfirica del «'gnwnio reciillnco es 

- J, - 5 y-Si-3 o* i* i 

,Uk h aciaei*. S con r„ - <-5, -3> y r. = <0. 2 ).) Lut&xtx - id,. dy - id, » 
eon lu lonmilu f se licnc 

i y'dx + »d> - l' (5< - IrtidO + '5* - i»idl> 

k, * 

- 5 I' 1 (25; J - 25r + 4) di 

’-5 


i b>» Huesio que In punibolii esta detinjdu cpnw una limcion dc y. lome a y tome el para- 
mcim y escribe C; como 

jr — 4 - y 2 y *■ y —3 < y ^ 2 

Enionces dx = 2v dv v de ucuerdo enr hi formuhi ? 

■P ^ ■# 


I y'dx + xdy ™ | y : (— 2y) dy + (4 - jrlrfv 

icr J-J 

= P {-2y J -y J + 4) dy 


v* y 1 

i._ t + 4y 


- 40, 


J - j 


□ 


Ohent que liv respuoias del iiwiso laj y del ihi del ejcmplo 4 son liifefcnie^ ilU1 
iuundo las do?, curves liencu Ids misinoi puntoii finales Pmr lo uirio. el valor tic unn wfc- 
ynil dc Kikb depende en general no wild dc Ins punios linales de hi t'lirva. mho ^ 

]a tmyectaria. Sin embargo, v4u.se en la secdtfn 16,3 Lis copdicionev cn la> allies la in ,c ' 
gral cv independiente dc In iniyoctoriu 

Observe que his respuc$l*$ JeJ ejenipto 4 dependen de In direction u onermtion dc la 
curva - Si — Ci denotu el segmentu recti linen dtesdc (0, 2) a (“5, - 3 ) r es posibk venficar, 
mudiaiiiir la puru menisci (in 


qilC 


i « 2 - 5f □ « ; < 1 

\ > |5 d.v + a dy " ■ 


x - -5/ 























IKI. 


tiCCtOM 14.3 1P4TI4MLI1 Crf '*1^ * #>t 

( m ifciwr^l, Liii h piirmrKiMw^ Mi a •» i(f| a t ** a < i * 6 , dcttmtuu Ml 

urkfilMclAn d« uiia luivu r r cuyii iftivuritfn jn^kiu MUTC^pondr a U* crttiente 

'll J *j■■ i 1 ; 4\ h^uu H m duiuk «| )N(ntiJ> miLial A iufTf^Mnk »A v*kw dd pa- 

i riii 14^1 in a > d |Hinid find H , Ijfiffhpcjfldc j i hi 

Si f .k-Mtilu Lhjuivu que Mmsmli 1 t -p k lov ffimrliO* p^JiiH j qm ( fi^r•■: ■ on Ij rKicTi 
. OpUMtR< pi dpcif {ltd (JulHa initial ,il puikio ITml A de !• fl|ffl fcj. entrance* 

tienc 


| s fU, vl rfx ) ( fix+yjdx \ * fix. y) d\ - | fii, iM> 


fVlm U irhlif^r.i tnn ropeao a. I.i fcmgpdHl 4 c tifiU\d valor Je kt ihltjcfal dc Ifriea tv* LatntfHa 
tuorhlo m: iiw icrtc Ua TOicntnddfi tic Li euivj 


| ^ y (.lvn/* ■= J f{x. yi dn 


I .a m/rin ch quc A.Vj es tiempri? poutmi. urn tanto que A.*, y Ay, cumhian de Mifnu vuaiwJu 
se irmerte la orientation dc C. 

INTEGRALES DE UNEA EH EL ESFACIO^ 

A bora supt>ng 3 que C cs una cuna urtiforme en ei espaoo que tkfmeii Lis etuacinncs 
paramrlncas 


x = *{*} y “ >'(|J r = iU) a ^ r * b 

o lii i-fitLLooH vcetorial r(i| - drM + vlrtj + rCrj k, Si/es tin a funeitin dc ires variables 
que es L imtuuia l*ei algunB re^iiin que toiiiiene a C. cnl-unces dcfirui lei Intc^nil de linea dir 
/a lo Largd dc €' i con respeeto a la longitud tk arco), de manera miuiI;u a Iji de las eun^is. 
plaiuu: 


:) rff 


lim 1 

*“■ --I 


bv^luc u^indo mid formula similar a In |6rmula 3; 

[31 


j' /fx y, r) ^ = p» yU). -(')! + (f ) 4 (j) 


Jj 


Observe que lus imegraks innoen l« rJnnulu 3 oomoen la 9 sc pticUcn cxprcsai c* la no- 
liiLidn Wlurinl ertas aimjjjfl.L 


r/!rii»|rtrtl* 

Hr d ctisci pfpccial de fix, y, rj ■ I* tstolienc 

[ its - Jf* I r'( f) I rff = i 

jnnite / t L \ b lf>ngiiud Jc Iji ciutwi CkCllm; fdnrnib 13.3 3) 





* 
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4 Q 4 D 


CAPlTULO l« C Ai.CUlOVlf IOJIIAI 

,... . . - I" * ' - "** •' “ 

nm I'm L b |cm|t|n. 

I /( i. v, :uk -* tlm £/(.*■ v.V ± 

Jl H f“l 



— ^ 

" twden fcfc. 


Pur ... UMo, COM «*** l»* .ngnlcs *** ^ iaca “ «■ P 1 *"" * v *“ c >“ 

Li tllllll.l 


10 


f PU V. *J tfo + £>( i. V, -J -l.v - ■ - >& 


cxprcuindo (inln U. v. r. dx, dy, dz\ cn icrmim* del parhndro i 

a EjEMPLD 5 £v«1mc y sen r dx. dondc Ct*\a h£Jiee circular dada p* -r ctuat lofm 
t. - cos I, v - sen l T J — I. 0 ^ ^ 2irivea.se ligura Vh 

joiutio* HI rvsullfldo con In formula M es 


v sen : (A 


{;■(*» ***>y](0l) * (J) + (J)'* 

J *" sen*fVsen 3 f + cos 2 / + ] dr = V 2 f*’ Jl I - cos 2n di 

ak II jltl 


M&URA9 




t ~ J sen 2r|,^ = v'2tt 



MGUBft 10 


EJEMPIO 6 I’'Vjituc v dx + zdy + xdz, donde C toisia del segment rccii linen C, 

deMle (2, (I, 0) hasio tX 4„ 5) seguldo pore! segmento vertical C : desdc |3 r 4, ?i fusta \ 
4. f)|. 

(OlKltl La curva C se ilustn en la figura 10. Al aplicar la ecuacidn K. esprew C 
cornu 

^ rl<2,0 L 0) t f|3 s 4,5) =* (2 + #. 4 l 5t) 

° ***<*• <n futma paramecrica. toran 


x-l + t At ; = St 

Pot lii lanhr, 

( Ydx + 2 dy + x <t: ^ | ‘ |4r> Jr + tst}4 di + (2 + r>5 dr 

= J[ 110 + 29i ) dr — 10/ + 29 ^ J 

l>e iii.Liier.1 similar, C\ sc puede exprear cn la funny 

rfri-u -fJO.^S) + f<3,4.0) = (3.4, 5 — 5r> 

z ™ 5 - 5t 0 < / c t 


24 5 


o l«cn. 


4“3 v«4 




















W COON 11.1 IN r I <jP.Ai I [jI I 1 it A 


IfliV 


BjlIunCCS i/l ■ 0 i/v. ill- PIN hill i|LiV 

| t ,<i -* ;,h ■ » I M |* 

Al mhh.if litv ViilurcN Ur 

| uii + :dy + i ife 34,5 IS - 9.5 


: 1 

I -■ -;; T . 



KlU n 


INTEGRALS DC LlNEA DE CA MPOS VECTQRIALES _ 

LV aeucrdo ton I;l m;i l. lull fs -l. cl irahnjo redkado por uria Iul-i/.l variable fUi que muc 
VC .1 mi ll purtfculu deside n hntifu h n In Utgo dd eje x es W i’ fi o r/, huejj E , c n \u 
seed An 12,3, cncLbentr ;i que cl truhujo que dcciun una fueran consiantc I- A m^ei un 
objelo desde cl punln P lia>u ntm punln Q cti cl cipacio es li V - \ l ,|> -ml-; I) Pu -j 
d vector despb/nm lento. 

A Kora tupon^i que F P i +■ 0J + /f k es un cairipo de tucr/a-. curuinu^ ^Jbfc P 
la! como c) caitipu gnmlocfomtl dd cjcsnpk> 4 de la secciAri 16,1 o cl cmnpo dc lucr/^- 
deemeas del cjempln 5 dc la vnifim seceitifl. <Un campode fner/as mjKtc P >c puttk 
comade rar como un ea\n especial donde ft = (I y J* y 0 dependen sdlo dc < y de v i Ik 
sea caktilar el irobajo que realize csin fueraa aJ mover b partiCMla a In brp> dr la curva 
uniforme C. 

Divida C en subnreos / 3 ;f F , dr l o ne nudes As, dividiendo d imervalo del parametrn 
\n T /?] en subiruervalos dc j^uii! am.hum i Vcasc en la liguru l el caso bidiirocnMona! u-cn 
la litrura 11 d easo tridimensional,I Hlija un punto P.'i.r,\ yr. :/ j cn d i-^imu suharLii 
que correspond!: nl valor del pnnimeiio i* Si A_t, es pequefio. emmice* unmdo la pnniaib 
se mueve dCM.lv P linsm ti lo lurj^ndc laturva + prosi^ue apm^vmpdemcnic vn Li dtre^- 
eion de T(r*). d veenn unMarin tangente eri P*. For Eo uinin P cl truhaju que deuiu Li 
1'uer/a F al mover In pari uu In tJesde P \ lius.ta / J . ev alrcdedor dc 




n 


donde Ti i. y P :k> cl vedur umlarin tamgenle en d punto 1 r. y m ;F en r Iniuitivjnwnir « 
posible \er que cslas aprosimucinne^ Jel>en lle^nr a scr iiiejoiX fc s ft inedidu qur n ^ inert- 
roenla. For Id lunio. ddiiui d irnbnjn W rcalizndu por el eninpf^ di 1 tncr/a I comud Lmu¬ 
le de las sirnins dc Kiemann en IN), a saber, 



I nil ecuacs!iTi 13 estnblcre t|Ur esc irnbnio er uirc^mJ 1 tie tfuea am rry*t * m a Lt K*ngit*n( 
tie aren dr in rnm^tauenU'mnxem-int de fit ftwn&h 

Si lacuna t’cMji ilciiniLliipiirla ecuikidii vcfioriaJ rl/i u;> i - ■. i r i j ■ .-ink vniori 
tes Til) = r^ri r’<M dc modn que A nplicar lu wj.icmn 4 pucik vuhrr a c\proar la 
ecuacprin 13 en la fnitiia 


; 1 

t .■ .-.: T i 



'■sail i i 


















1043 ||[| CAFltULO I* CAMULOVEt rCJMAl 


w U hqura 12 ftumira p! (ampa dr r H 
Cur* &■ bmtvHB 7 El tflbw h«*o es ntfftEirt 

ponjga (r cmpO leittfft «l flTOrtrtufifitft 

a Ip laigc da la cutva 



F1GURA 13 


a Er 3 1 jyfa 13 H‘ ii diSiM ! ';n4i f' 
*• * i@nota B i M^inoi vtaijmiwt'tiisnia 
MrtSS qWKluan e- rnei puf TOt 4* f 

T s ^ 

■ F r 


: I 



HGUftA n 


mV' . 
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Un .nrHt 1 F ' Jr y M erlLiJCMlrii iambM-n VI, 

I Mi jjiietfrul «3 Jihrtfvui_ . lfrf ^r la tldirnt inri c para in <w t 

litlmk's dv Jh Ihioi l^ii t" ^ k 1 u I 

fttftl lie < Jadr/jr" 1 ' Cl . *■■ VCCliiriil .. . 


.1 DEFIMICiAN V, t ■inuvnp, 

.... vctlixuil nil, « < I * 

(k fr ji h> li+rM” ( c " 


|- f - . .If = r Hnil) ■ r'r><Ji - i A ■ 

Jr 


IV, 


Al »l,« l» Vchiu^n 13. rccuenk que FlniJI « Milo una l.„,u <fe -ltr ^ 
t'1,111 v(l). rill)* A® nodoIJir cvalia; FlrtfJJ taricwh iimplcmcme j — flu, 1 ■ or , 
.- - cnla«|)i»i*l para FI*._v..’I. Obwrve larabieo que puedr rv.r,h„ tomuu^ 

Jr r'l/> dt. 


fJEMPLO J IX - u;rniiiK el Irabajo efecluado per el campodc liRT/a fit, U ™ r 1 1 11 j 

amnio mueve win pamcula a la largo del cuarto de dreDlo rl/t = to* t i - wnr j 

(3 * / « rr/2- 

JOlUdOU Mueslo que i ■= CO* t y y 3 sen / 

F(rlr)} = eosv i - cosr sen i j 


y r f (rl = -sen f i + cos / j 

l*iu* In |jinio n Ltl iriihiLjo hedm es 


| F ■ Jr = | ' ■ r'f/j Jr = |"" (-2 eos’f ^en rl Jr 

J€ Jij 


KQTa Ann iTiiintlii j t F ■ Jr = i f F ■ T ds y Iels inie<>niles con respect*’ a 1 j L'n^iiy- 
de areo pennaiiccen siin Cambio euando sc invterte la dirccttdr, se q.n:iie cuniplienO’’ 

j F * dr - -1 F * dr 

j-r jc 

fS'iittic l'L sctlor Lienurui EangeiKe 1 es reesupla/adti pur su ne^iliso co,diJ>» ( rvtKmflii'J 
doptif C 


EJ EHPLO a Hvalik J ( ¥ - Jr, donde Ft.^, y. i\ = xv i + v= J + xa k \ C fe la ewbK J b* 
t ida defimUa por 


X - t y <m I r 2 = f 0 « f tfc J 

Wtutlii Tiene 

rlr) = /» + rj + r'fc 
rXU = 1 + 2if j + Irk 

Kr|/)r = t’l + ^ j + t ‘k 






























ift.CC ION 14 J I M t( (j *Al f E/I 11' if * 


l**J 


JA,vi li* uuilo, J F ■ Jr - I I 4rl;|) • r'<n Ji 

’ _ 27 

t" 2» 

h .114 I llklll/iil , VI till L’t K IIIII4I 111 IcLu IIM1 cntllf ILLS I IIU"^ J jj L‘■ llf lltlra |iiv. ■ ,r 1 1 1 |JF< 1 ^ 
' Lk lOllllfl ) liii ml ci* Miles de linen dc Ins cillnpih ch'iiIiiil's. Supufl^n (juc d tuiipii vftt* 
LiHiiil ]' Wibfd i*s|ti ik'lmuki cii III forma dr cmiipiiiicrili' 1 . iiu’dianie i.j cuhhii'hi 
K = /' I * Q\ t k k Apllque ill dcliiiiciOn O pom cakular iia Integral dc Moca a lu 

tiirgLi ilr t 

\ ¥ ■ dr \ ’'Flrtfii * r'lu i/f 

= [irn Q j + ft ki ♦ ( M’U) i + y'lfl j + Art k> dt 
= | *[P(.vlf|, y(f), ;(/>),+ Mxiih \ HI, . ifii: if i1 dt 

■7rt 

Pcro CMa ultima integral Cs prcciwicnte b integral de lines dc i iUj. Por L» twttu 
tic IK 


(V.vw ^ 

™ 4 7 


— 
( F ■ Jr - f P dx + Qdy + R (fc doodc F = P i 4 j 4 * k 


Por cjcmplo, la snle^rji )' v ttx 4- : dy + ,v d: dd ejemplu ft sc podriii c\| rojr 
como J* F ■ dr domic 

F(j.j.j) = vt + ? J + ik 


16.2 


EJ6RCICIOS 


1-1* Eiiiliie Ij mitral dc Ifnca, domic C cs b tuna dads 
'* jy*> f l -f’. V-l. 0*W* 2 
1 J ( r - r. ? - 2 i. n ■ i r I 

I , 4 1 > ‘d%, C ci la miud Jem lu dc b circuntercncia 
r + jr 3 » I A, 

^ 1 1 sen u/i, C c\ cl scjrriiciitLi dc retla dr H J, .1 1 a M, 6). 

*■ iw - yftdy. 

C ei cl aKi> dc I j. cimii > " s i ilell, 11 ■ (4, 21 
k ] ( lr'd(, 

C«d mih> de b L-urva x “■ r'desdc 11,0! si lr, Jl 

LB J r xy dx + (jr - y) dy, C enjmste cn Ins ccKiliewn* dc rci Li 
desde III. Ill lusia {2. Ill ) ilcsdc 12. 01 huts 1.1. 2) 

^ ■ sen « di + coxydy. C likwiU cn la mitad superiur dc b 
filCLUUmflu ui X » “ I desde (1, 0) ft I - MM y d scjLmcri!i» 

4e itcLi dcmlc (-1.01 a I 2,31. 


?. } is * Ji. C; * = 2 sen t. v * t,x - - 2 c«» I. (M- i * s 

10. J 'c cs cl scifiiicnlo de recta dc I. I. 5. (n a 1 1. ft J i 

iTTJ J ir Ji, Co cl icgmcnlodc «cij de l».0,0)a11.1 3< 

12 . 4 12 a + V.-I dy t i f. > - i\ t r O ^ r - I 

13 . C x - t\ y - 1, t “ t\ I) * t I 

H. 4 -"J 1 + * dy + yd:. C. x = r, s t'. : - t 

Q * t * I 

15. j” 11 * s.-JJi i-’l./v * L.vrd.% C c»M»ladch* MrpmenUK 

ilc ici lsi lie 1 1, 0, 11 ;i 12, 3. IJ}‘ de 12, I. M a 
12, 5,21. 

16. i Ji * i ds * : rvimittie l.t. dc nsli 

drsde (0. a 0) tm*M It. 2. Hyde 11, 2. 1)113.2.01 























MH4 |||l GAIMTULO It CAl CUlOYtCH PHIAl 


17, Sc. 1 1 l' 1 c«uiijk' vnlimil 4 |in: *c ib'im mi la il jsma 

rilfli Si ( C» rI tfjrMh'iilii >lr NiM VCflK«l Jf-idif | -| 11 w 

I v V ik^fmiidt -I f, |- T Jr e>|io*i|:ivo iki'.iliHHi 

■M, 

ih» Si ( ft Ij k iirnolir Unwin urirniiKh <n d 'TfliiAu.miiJ^w 

,il ik- lit nunn illjt iki rcluj urn Tinlnt *■ v tvidm hi tl 
orii?co. iktrimiM ti i, Y ■ pouiiva, nrjpiiu nu-n- 


M. , V ■ rfr V{ *- >• ** > J n * * '** * I ’ - tu , k } 

tin - l« r i + «« * J + vji * k a ■ t* * 

II. i * ideiiit * j),donifcf ii*fw cciwunw e**™*™, », j * , 

f - t\ e* t\ fl * f « 5 

34. | se di. d»lKk * M™ " M " V*™*""- *-* - r 

j-«i 3 ,r * « 1* 


;ir B 

- ' ^ 4* 

/ * ^ ^ 
//, + 3 - 
///'<■■ 

f ' * ■ 

- N \ 

'"t N S \ 
” ' \ \ \ 

- > \ \ V 

; l , ‘ L 

it V : i ’1 11 

t *21 1* 

\ \S v -t- 

-“fill 


- * s 1 J 

\ \ V - - 

- ** s J / 

\VS 

^ s' S / 


y; y& 1 .. . . . . I '. ,im|*> I ■ la turn | 

determine *i (a integral tie lifica de I* wiliie C « pOulm. 
negJItivu HfCIO LuegtJ evylue b ililcgril de llriL'.i 

27. FU >) - (jf - yj * + xy} c eft d «w) dc b 

L'irvuntentnua r + y = 4 nccorndo eri ct ' r -nitdu lOHnraiti 

ik b^ maiKcilJa* del rekij Jestk <2. flj a <0, III 


iq. r i i- * i 


i "es 


v'jr 1 + y 3 v* : + >' J 

la parabola V "■ 1 + i Jo > :c I I . j i l. 2 1 


11 U iifura niLfsiu tin Ewopo iftUtdal F y Jns i,urv Ci > 
, Us, Jc lirifd Je F mjIw C-. y C: m«i f^iuvus., 

WtiJliVju a MB? 



T,_? * fralue Ij mit.fjl de linca ‘ F * Jr, dun <k C e*b Oelirmla 

pnr b knom Vectorial r»U 

1?, Fit. u n| + j, 

rffl - I iCi ff j. 0 c i | 

W* Fui. t :J - [.( + vl I + fv - f| J + - 7 h 

rirt-Hl + ^J + rk, ‘(Isis) 

HEf FU, v. :J sen t ( +■ cui, \ j + k. 

rf/i - r 1 J - r'J + i! k. 0 *, / ■« | 

2^ Fl r. >. :i ;J + yj - jr|. 
rtfl -fl ♦ terr/j + epsjk h 


23-2* 1 <EJkul«ijho)jii CMijpuiari/xbi jc 

esaJujj k mlefjtl fa Imh-j cunxett a tunn> detimdci, ^ 

* J. ¥ ifr. ilunde f ,, yi * n j + Mn 

rj + r j, | <, c; 


M. i j i lvalue la inicgrit dc linta ■ V ’ Jr d^rnk- 
F< *. yi = f *' : j + t> j > C esli dclmmia pif 
rin = r i + rJ.D^ t «- I. 

i bl HuMrc cl incite* (ill mediate uita lakuluioni * par nkrdii> 
lie Una COmputadOfa COB la grdlflCM dc < > lot ^Ek.-Uup> 
Liunpo vectorial 4 ue^mesponde a t - 0. I \‘2 y I i.-n,. 
cn la ftgura 13), 

i it j Evulue Ja iiitegrtil dc linen l’ F b Jr. duiide 
Ff.r, v. :l =* j: 1 - ; j + y k y C csld lJclimJ.r pof 
n0 - 2t \ + 3fj - f J k. -| * / t | 
m ihl lluicwd invEMMiti medjunce u(i;i irmfuttadon sjuc tr^c C > 
Jns, vectorcs del sampn vectorial curittpmJifnif a 
1 “ -1 y I ) itrimo en b rijiun 13i 

(« 11. fEikucnircel valorcxaciu de \ K \- 2 : dt. dtmdc Cob cuna 
omi ecuaciooes pantnutiK-x-, i - , ^ 4 1, ■. c -<n J i. 

: — f ,0^1* 2rr. 

33L iji t aleuk e] trabajo Ikcho jwr el vampM Jf tuena 

K'l t. >1 = .r l + j)’J sribie uiu particuk t|uc sc muoe utu 
vc/ jlir^xlor ele la c irtuntefcnt iii + _v : -- iimcnulaefl 

el wmidn etininirio al dc J.it iTianeolJ.Lt del n?iui 
ib) Mediathte tin simcniii iil^'tihiioi eompufurionjil, Jihu)c il 
L.nripo de fuena y hi cireim I ere neia en la itiMi;^ panialU 
t on lu gr^ncn explJque hu Wap UMt a del mi -1 to la 

[33^. I ii alunibre delyailn e^ia duN.ulo cn liiiiiui de mi tciiiK trvuJo 

T * y * ^ ** r T ^ ft- Si lu dciividud line j l cs la ftinsliiilte I. 
uilmJe la riJsq y et ronlJt1 Jc nusv ^ arjlt|h(v 

U, I n oJaflibn deJ^adn tienc la lomvi dc b pane del rirvulo del 
I’finiL j cuadfunic con lciiijo end unpin > r^dioit Si la 
1im k I on 4lc ilcn-idad ts fix. vf tiv a cncnedR b nuvi v 
centro dc masi del dlumhrc 

33. tai tvenba bs formula kitilues 4 Sat k imranr* 4 pan ri 
tcnini de nut4 1 1 , v. *)<fc un jlnuhrv bkljTjdti mja 
lunL-iAn dr dcnviJad O pi I. V. :i en b Wu dc una cun* 
t cn ct cvpackr 




























tfCCEGN 14.1 tKTiQMi ' ' Of (HW ■*** 


, | d mum sk maw dff un nUmtiic cn lofiiu «k U 

<h > - 2 r, r - 2 mt. ; Ai, (I -*■ t * 2m u I* 

j 4 - m idij e% u«p consume * 

1fc ((h . y , PLL sJk y ri c-cniin ik miu Jc mi itbpnhr mi Mpii.i ik 
**' * r v - r,: s*n 1 1* J -*■ ■' *■' «k«'i 

| n j ,-|| ^ HLM11]L11-L 1 1 punk»^ 1UI.IIII d\ CLUulfull* iW fa iliMJIlfcciu 

jfsJc *1 Aril** 1 

SI un Jiiiwnhr* <=un ^nsldjul l|M4 ' ,lfc ^ '■ ^ ljl ulLrviJ E - 
3 ’ muimfllift <** incrrlu cun re>pcvln n hi* ejes i v vcsuin 

^liUhJiw co*™* 

i - | Y-pU + ^ ds t " \ t a pU v> ih 

JJftfrnui* W mOTOCPio* Jc itttfCit cl .ilinlhic del CjCTl- 
(ilii >■ 

jj. si un jtomtwrii'ii Jtnsid&d IhkmI ;t nguc uuj curvu cn 

,.| ( <.» ...nil Hi dv iiwrelu i.ni i¥vptcL» a tosqc. 

ti t v x *c tknni'ii uwriD 

t - I ir + ; ; JH i. v. ?M» 

J€ 

f = | ix 2 + 

f- - | |j[ : + > ■ ^ I. V. Zi di 

ivirnxiiiH- l>* mtwnent m ilc inertia par* el atamfrrc tkJ ejeni- 

| K-licrmJJk cl Htihriji' quL- reali/u el c;uupi> de luendil* 

|r.. I I + <> + 2) j id rm>VL’i mi nbjicPi il 3 m farjsM de un 
jkm Jt ln^Lip'lui-ik Hr! i'j 1 ^eu 3)! 1 I I cuwlj. 
i) ^ ; < 2m 

% takuSe el inib&jo tpje efectik cl ciLmpit dc fuer/js 

. ■ i*n i i * e j u*bte uii4 furtkula c|ul- se mitevc j |o 

Lii-.i j* taparibub > ^ji Jc'uik I 1,1) j (2*41. 

*1. Otkfihine d udiu>:» *n« Kh.e d cjnifin ik lutf/j 

F .: i * _ M - r. i - i ■ ^ihie una pafljcula qiK sc 
ik-ipljn^ piif d K^vncnld ncdilineM dcMk * 3. Ik (>l a O- 4, 2J. 

4?, t .i iijcr/j l|uc ejeice unu L 4 iruj ekciriL.i im el (mgen stibiv unii 
piifikulii i iii_ j.llI. 1 L L n d puiiEu \ \. .. . i vet-tur lSl- poskirtn 
r I.. ■ : e'l f Irl - ».■ r| 1 duridt 1 A = cs urm c«iiMuii[fc. 
Ve.he cl cjcmpEu 5 de Ij sct\n3ri ]*> I, E neuenlre eJ truhujo 
fcj]i/ 4 idi.ii euamkh b paiticub >e muevc j Ui brga de una nseta 
ikv4ci:,iUlMi2. L 53 

4) I n tjuc 1*0 lb Mitx: ufi bmt ik pinlura dc 25 Kb pot 
jJy bcJ^oiibl t|UC nuka -I Lin -ili^ ^.lbci mJiu dc 21 .* 

r..r- S« el -mNi cs ik ^'3 ppo dc a!ii* > d h*>ftJwe difc irc^ rev-du- 
c ll «r^ tiimpkiity. ^cuinlo iruhajn cfeelua cnnirj b fuer/u dc 
tffavcdiiii id sutPhr haila b parte fill? 

^U|nifijj^ i[uL r luy un tpjciq cn el fane lie funUini dd cjcrciciu 43 

) H Utf ^ intfdenen Ibmm ccnvbtDHlcII 1 ik pinHira mknU^cl 
Ix-Kkbrc sube jxkt 3u csc.ilefii /.Cudnn> irfiiauji > efudda? 

41 ui IkriiLjekLre iumpodc fucrEUn Juice UBtoaju 

iiu3i*«ihre urn punkuta 4 uc m: im*oe unu vey dc miincrj 
uitiformc jJfi-dcdtjp ik b cltciafafcndui r + r * I 


fIm J ^HdtrikhWn r* ^aIhIu p^u yn ik fa*™ 

h m A v ituhk I ci. unm MmMvup > 1 - ( j. t r 1 

44. I .1 hr' <li HPitt liF*. aciri vU* ik Hp m n-li *l<’f 1 pi iaIj uj* 

1 III i;ia I. v “ If) i. [j jJluri iJ*. Ij ycfH 

L-n fa iKJVliM'Ma II. yl e«44 ikliiPiriu (NJ lu Iunit6ri 

I<ri H , h F 4 + 0.01 Of 1 - y J 3. ilc nvwiiM|uc la *lturt ^iri* 

desde ^ 111.) ^ 111 Hii|hiii^;i ijiiL- I l\\m *k pimurj tube JOUin' 
Dihijc b L'creu y (ki«rmifhr iU^nlu pmlw# DCte^ifaf4 u pntu 
Hindu !■■ iadm ik fa cert a 

47- I 'n i-hjirl's \c dc^pla/j j h* I je^>> ■ k m-v 4 f qae niye^ira 

i'll fa lifur^ ik i t. 2.1 a f9. H J J ,r O-rfi^lluJe ■ de L 1.1 ^titOPC-; CB 
d CAiflfM dc fuer/a F s* mnkn cn ne^l'w^ U* es^id** 

eti Im eje^ KmiIIIC fit Uatnp)u *^*€ fedr/a fr en d -*ijcti> 



4|. I jfs eHjierinKinUK ekmuc^rnm l|lpc una comcnlc e-^uilde / en uis 
nhinbre Ijupi pfoduce uncamiKi nni^neik-n B l[Uk c^ianjenie j 
cuftkiuicr gireimFeienciii que qncdveri cl \Am* i^rpc-ntlLcul -lt jI 
iifalllbre y CUJ lp eentni l-s el eje Jel ufalilbre jaitno ve Cfl fa 
liyurai Ij tfK Ainptr? R-|jciori4i, In aariemc ekttricu «m s«s 
efcciui irujanetkos y eMablcee H»e 

I B ■ dr flml 

ff 

tliimk ^ e* fa LOfrienle neCii que p-i'-j p'r LiPjlijUPCr tupHKit 
vadcadu por uriii cun^i ecnrsdii (' y m>. Ulla ronstaerte qw 
ic. Mh' e3 iiMjnFie de permciibkhdud iIl- c^piicjm IiHic Consideie 
[|iil- C es i^ual a un uJreulo de rndki r. J ileinueMte que Ii 
11 nip nil ud W | IE | del cjimpo muiintfiko j una d^Eaivcfa r del 

cetUM dd plumbic 
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16 3 


teopu-ma 


r ,. r .»A M H> IT*L OB LAlJN TtGKALEt OtUNEA 


. irt .1 5 1 |J Di*rtc 2 momm lurtclJtmifntiii d et tikufc 

|)^ iii'ucidii cun Iji 4ifl(tin|i - > P 

rxpnuir tMiw 


m 


|'V(j)/A - fiat 


^ f ■ ccopiinui «i k M A laI umMk - ******* cl ^ 

mim m «*«*Mto I J' i«<^l In ^ *. . . . d c * I,h, “ ^ 

Si tkm tii el I&w gfJidfcmc W funcidn/dsdwo inys ^ 

de dcrivndn de/, entonttis se puede cnnMdcnir <\ue c\ lee*™ ^iguicnle « cchbo hh ^ . 
s.nm del (Amvm^ fimdamctmd de las iniegrales de linen 


2 TEOHEMA Sen < gnu cum yniiWmc dcfillidu pur la fund On vccturbi rin 
„ * t h. Sea/lu lane ion derivable de dns o ires variable* cuyo vector gra 
diente V/ es continuo cm C, Ententes 


itOU El ttsiwcnij 2 esLablece que mt puede cvdluar la integral dc linen de un camp 
U'cIoiilJ eoniervativo >d campo vectorial del gradicrile de In ftiDCion del polcjicial ri iici> 
note simplemenic eJ wilor dc/cn las puntos. extra mos dc C. En cfccto, cl tearenw 2 r- 
Lahkee h LLlj la integral de lined dc V/ es el Cambio neto en/. Si /es ana funejon de dm 
vartahles yCes uctn eurva plana euyo punio inicial e*- Afjt| T yj y el final e^ ftj;. y;i, e» 
mnert In tijsura I. ciUunoe.s el leorcma 2 ^e transform* en 



j ( .?/-Wr fLxuyi) - fi.xu y<} 


Si / cs a ru luncion de ifes s a rubles y ( cs una curva en cJ e^pado qiic ane el puntc 4' i 
i u :j) con e] panto BUi, y It z 2 l enlunec* 


J V/- dc -/U„ 
Dcimiesttt el Beoncinu 7 pimi este euso. 


riCUIAl 


ja 

i 

At*,* T,| 


7 « 

- *• 

\c < 


*1*1- 'm-|I 
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l0«7 


DIIMHTtJCIQN Dll U&llfll J Al *|*Utar (■ iteitvlkrifi 14.2.13 
1 V/ * dr l ' * w'{i)th 

• * .V 

i‘* / '*/ J* ■'/ dy <*i dx \ 

J- \ ti\ r h ' fiy t/r d; Jr J l i 

i> if 

j “ / i rl (!) i a) - * • it\ \d n gU tk u t.i 

-/W&» - /iriiiil 

II ulfmiu puso sc mficrc dd fcorcnsji fuudiiniemid dd c*ik ukh ruM mu I 

AuTiquc sc h;i denKRircidu d Tcurcmu |mi;i d caso dc Ijs tur 1 *^ mj^ev, Eambien e* 
viHidu puna curves uniforms pu M^menUft. Hsu* sc pucdc ul nJir C cn urt tiu 
mem biiiiii de curves mhivcs y mi marks, mttgmlcs foaulLanies 

EJEHPLG l Calculc d Truhaju que reidi/a d campo jjravitadt'iiLtl 


Fixl 


mMG 

*r 


a 


J mover him pBlkdide mas* m ilcvdc d punioF). 4. 121 haMa cl punto i2, 1 Oi a |o lar¬ 
go dc l,i curiaCuniformc |»or scgrncntus ivtaneelejemplo4 d< I.l xu-cmSti 16.It. 

1QUKI0N Lie acuerdo ton la seecidri 16.1, snbe que F es un campo vectorial t-rmsenalive* 
y, ik* hecho, F = V/, donde 


/U.y.:) 


mMG 


\] x ~ + >■- + j : 

Pur k* tan in. se^un el lemeroa 2. cl irabajo rcati/ado es 

W = I f ■ rfr = i V/ • rfr 

Jc 3c 

— J{2. 2 . 0 } - / 13 . 4 . 12 ) 


mMG 


mMG 


= mMG 


4 k " i) 


IN06FE MD1N CIA DE LA TRAY E CTQftlA ___* 

Supmigaque C« V C: Mrtl doscusvan uni formes por (Ucnomiiudiis lni«cloct»i 

que tuncn el mistnu pmito iitkial A v el panto Final B. Sab* pm el ejemplo 4 Jc b sec 
aim 16.2 que, n general, j, I Jr * J r I - Jr. Fero un;. coo«cui»cia del teonrnu 2 

C% que 


CLiuriJo Vt es eonnmio. Fin otmi palibfa*, la mlegral dc l(neu Je un campo vectorial mit- 
xcrvtUiw depends srtlodel punio iniciat > del punm Final Je larunu 

|-n j-cneral. si F e» un campo vcciorial eontinuu cuyo doitiimo e> D. la integral 
de Ifnca I, F ■ Jr cs indepcitdfcole dc la truicclorlu st «. t ■ Jr 1 |. F ' Jr paia 













I a CALCUi O vt ItJftlAL 




CUJlk'H|UMm* 111,1 


, ,l ii qUC IK'ricn |,J ' . ." '-’i'' , j„ M 

: |j» i wirwnilri & ****** iU ‘ tt 


1 1 f i f f 

fa. c«. 0 a.«ro»H4o t to. 

(artdl/Wl*» )a , mi jI M^ncide toil d punan imttil, n ^ 

Se die* u,kJ " - s | . Jr cs iink|H-ii(lK'nii ok la lu^fLcior^ €r , , f 

cir. ri*F ” rtul ‘ ,- f ^ eaepgcr du* putil#* luaktuicra 4 > b l 

- * S5S. * ^ ******** 

(,.■ . & } <• ■ * + i *■ ■* - j. r ■ dr *' jt ° 

1 )iiL-st.K|iu- <', y ( ^“^Y'^^^mndut ciuau injwMisiinndaaiAM. 
£' Umb «2|JSbJ * to W*. cam, I *» «V« M fa 

¥ adfakAylNn /J y delink C como Lu ccmfa dc C, wfad. 


l(UlC£* 

Jt- — Ct< EiWPnecs 


Jr 


0- I f'dr - \ F ■*+ L.F-Jr-j I - </r J F 

.j ... F Jr - I- -i" f 1 ■ 



1 


3 TE Oft EH a i t I ■ Jr c* indcptndietite de la tnnyedona hi It 'i j ^ 
j; V * Jr = t) para lt*lu trayeeiuria cerrada C en tJ. 


Vii^io quc suite que Li integmJ Jc Lfivea de cualquitfr cumpn vectorial tmittr. aim F 
cs indepcrridieme d<? In iniyoetoria, sc inliere quc \ c F * Jr - 0 para Cttulcjuicr irayrauru 
L'eimlu. La imerpreuiejtSti Iisicj c* quc cl Erabtyo hecho por un tampo de filers consena- 
ipvn.. count cl cjimpinfravilEicmiuil n clilctrico estudiiidoK en la m™ cuando sc dc- 
pb/j un objtjkt alrtsdcdor dc tma truyecu>ria cerTadu cn <J, 

EJ tciircina sij{\iiuiite c^lablecc quo Jos iitth'os campos vtvmriiiks ijiie ssm indvpendn;iue>. 
dc b iniyeclortu vtn conservQlivos Esta pJaateadu y demosiradtt para Lurui-. plana*, pen 1 
huy un;i versiim m mi I at | 1 hh;i la* curves cn cL espudo. Si '.ops nit. 1 que O v- ntiierta. Ji ouJ 
signilka t|tiv pata linkt punio A 1 eti t> hut un disco con ccntru f J que cM*i ioulim-uie en D. 
iDc cm. i niuEH-ru. (i pm i omrivik' uincuno dc sus puntns limitc m Irnqtem * Aikmiv 
p que I) c* uittda f:Mu quicrc dear que dos pulilo* cualc^quicr.i cr it •< pueden HSU 
mctiianic unu iruycduriu qoc c*id en />. 


TEOBEM* Snpifip que ¥ cs un campo vectorial que ts coiiiitiuo cn uiia nejiitn 
conenit itbicna i>. Si i t I * Jr es tiKlepenJicnle de la LraycctofM cn /J. enbACtt F s> 
un Lairi|n.i vLvEoMal couscnaiivo cn D ,. cs decin cxisic mui I u iivioil / [ill que V f - F 


QFftOitlUUQN s^u /| 4 n, M mi punio Fiji? cn D. Conslruya la tunc inn dc pnicnciai r 4k*tfitoM 
ddinicnJo 


i'j i fn. vi 

yir,v) = K 


Jr 


psira aialquicr puntd l.v, y) cn t). Puo*U>que JL F * Jr Os indcpciulktllC de lil l|’i||I Wft ** 

inipnna qut iM ? c L torm f dt ^lc lei. />i liusia U. vi %e nvorra piira cvaiuafj^ vi CM*# 

e* a icnih. c\iMl un diwo qne c*|j coiMenido cn f >cvyn ccntrn i c. ■ ■ EJij.i awlquicf 

3 el urn i, ■ i F y deje ^utr C mn^ista 4e i-Udlquiep invertofu t 

, a W P-t <1 «giwmo rcailftw., hon/.mul c : »' c'*• ll 

neaw ngiira 4|. l:ntuner*, 


JU *> .(.!•*+ f I", dr = f f-dr + l' F-rfr 

**’1 if.. 



lilSMi 









































SECClOM 14} l&OKimrUNPAHffJTAL Df IM l^fiMOll: .1 r jRA HD4$ 



(i^Ud l-i |i|j|(Kl.k lit; cs|j * llk'tejj|rtJf %. Iko iltjx rkld ilr i. Jc quf 

*1 . t 

/I*, vj “ )J • - I t tir 

Af rfj Jr, 

Si t'^tibe I /‘I ■ (J\, cm .^ 

| V ■ </r | p i/i t «,/i 

Hr CVi ' ‘ ,| > cnriMiHHe, tlr nukln hik rfy = 0 , Usando i cumi d purtmptm iiwA i, < i 4 4 , 

IMIK 


^-/U.yl « - 7 - ! P4* + Qdr = ~ f* f-lf. i-)4f - Pfj. y) 

rti djr a rfx /i 

de lu wrdii eon La purie 1 del ci-nrema fundamental del eakalu ^tLiwn S.3i Al 

milizur un segnienlo vertiuul (v^lihc ligum 5j. un ra/wriiiriiicnto similar dcmueuim qut 

-r-/(-v. v' “ -7-1 I’ tix + (J - -7- j Git, t) ilt Q\x,yi 
tfy ay ^ ay 

Pt*r Ut ijjiiu. F - PI + G j = — i + —j = Vf 

* djr a v 

lo ctal esfaMooc que F e% cuntemUiva. 

Si^ue etilando presente la prcgujtla: t ,Co mo es potibte deierminar m un eampn % 

K e^ condemn ivo Lk fin? Supnnga que ya se sabe que F s FI • yj ca ttm sen-aim.- 
donde F ji (? lienen deri vatlus pareialvs continual de primer or den, Enfant. ynj iun- 
cinni t t;i! que ¥ = V/, es dedr. 


F - 


At 


y 


4? 


Jf 


Pof in lanLct >eciin el leotemu tie CWaut 


AF ^ A-f a 1 / = 

r ! i> Ajriit tody to 




ttmple 

»kfn*ia 


reiTMlj 

^dcwrvii 




h simple. 
mvaxTMi* 


nosimpk. 


5 TfCREHA Si Fl-v. >■) FU, d i + GU‘- yU ** uri cumpn veutonul conservati- 
vn. dnride F y tie nun dcrivudsm pore tales ctinimuas tfc primer 01 tie 11 en m Joini- 
11 m /J, emmiees en kt mini tdad tie /> 

^F ag 

Ay Ax 


E! rce tpn^ts del BeorcniH ^ es viltidd ^dlu pan un itpo espeeisti tk- rtgw^ l p ,ini c\plkarL^ 
neecsitu primem el enriuq^M d*- Lin.k eunu simple, ki uiihI umhi.i um.i qsiu im wnru -l si 
niisim en nLD^tma pane uniru mis pnmtw |Vuasu li|£ura b: rt(fl KM p;kr.i Lina 

uurva ramidn simple, pern r(fi I ^ el f ■ I eucjid [> a ■ r. ■ ^ ^ I 

I -in el icorcvQii 4 ncccsita umi lepiiin conexa abiwta En d eu-so dd icorcma sigmen 
It* n^c^ila unu tCHVdkicffl iit.is riguinsji, I’rij n-^Snii simplenienle ronesi en c] 





* 






























,p|« HI) CAClTUtO I* C*LCULOW|CTOHIAI 



region * i inpk-1 upsiie (iunnn 



pcjjmnrh ^uc tiih umplimHH* ' «■*•* 

flGURA? 


fv MfM 
cMurt t'li 


b tufvji smipk tcfi^ punt* ^ 

... n tJ ±tm ' | ( u(i 7, iniuinvAiwnU! M^ando, ua* ng** 

™,p .11 ;» OhMfvfi t|ue W|i,m ^ s |U ju^ mithflr e« A* !"*«* 
niemif * itnckU mi cuniwi^ ^ u mJ"' e|llc |»Medc **“*» (l,UfK - i * « 

I'll lk ' [ e v v 1 . . .&xto iu.'«p |llb,,: p * 1 *** d 

pm\u\ Jcl IfOlfHW ^ t)iic ^ ^^nuntuiLic^ii ik dcliiKii *n U Mccrtvi uguiciiit tu- 

vet.leu » ^ctw^r^uv.. « 

„» u„„ ...n^-eiKio « ure,,u * t,,teft - 



S7^« y y<*«• *“*“. ..*"'*• » 


en toda In re*Mn O 


A|‘ 


HrtniKCs Y t's conservaii^'. 


in 



! - B ■ 4 H ■' 

/ ^ * 

* ■ 'fc H 1 

' 

1 p 

^ / 


^ ■ /' 

r B 

/ * j Y r 

- » f * 

I* t f ■ 

' ■ "■jH - ^ 

f * * I ^ y 

I . m + J + S 

i i ¥ V' b i 

1* - y> - -- 

| | a i 

^ ^ j* 

I - - C . 

|v — ^ «■ ** > 

±_LjLJlJLJL 

i — i* ■— ^ 


-id 


K) 


a EjLHPLO 2 Dclenninc si el -.ijuienie enmpo visional a cooservamo o no I„ tv 

V{x,y) - Ct - j') I + U “ 21 J 

cs oon^rvjitiva 

MUKrti Sea /*lx, y> ■= j - y y flU.*) - jc - 2. Enionce* 

AP = _ j eg m | 

f/v 9 a 


ficuras 

• En 141 figure B v 9 58 tluttrtft Ins. LJir.po^ 
p<?:iurjJei re to: e ?v I. rrwKclndilWiiie 
lm rftwsi »te ft^ura 9 are mcian en ta cutis 
;i"iedC £»«er ttftil# C--.P Tjiarneiife 
r-v-j d^ttCCP w.c C DttOf rvjJra » v* 

I A--ll>wl9M. I nof] 
Pflftt4ftsi«o. tl tafculo dal nmjilo 7 confirma 
rtirt iii^'!i-,i&i Asguti&i du -i ■, yi.-. ltHci eatenos 
a Ins f.uivas. C < ('. ita ia f>;iuu 9 :.i>n»:!in tai! 
la miuna dirftCifin que fa? curvns purD nlip? 
tufJldii la ItMcifln :ipue«fl hiriifiriit pam;« 

jM»iAti! are las im?gn*!*j fa llr«a alrededw de 
iodJi LIS cerTjflM wn(| f ji ffl 

=£ -36^y«triqy# 

{sutcnauA 




V M 1 1 

* t l P V 

,<yr!^ 

P / r- t . 

f; 

i \ ^ T # 

■ A ■ # j 

■* Jl 

^ » 

■" ■" ^ ■Jt i- 
^ V V 

NN S i 

■ * V" + # 

■ ■ J ■ r 4 

i J* * * 

1 i ' 

i l i i 


-2 


f iGtlffA 9 


Como itP/Hy ^ itQ/dx, F nu es. tenservaiivo segiin el leoreina 5. 

Ci ejihplo 3 i^etemiine si el siguiente ccimpo vedorbl cn consccvamo o nu It* cs 

R t + v\ - <3 + 2jcvI i + If - 3y : ,lj 


cs conservulivo, 

SOUClOm Seii / J t r, y) = 3 + 2a v y Q{x. >■) *= t - 3y- Entonces 

9y ” dji 

AviiitmEiuy. el dnnimio (Jl‘ I 1 cs indn el piano I/) ^ \ t eJ eujJi ex dhieno v MinplfmeaLC 

cane kit, htr t» i;mto, pnctle iiplit^ir el iqurenia 6 y cone tui r que I' ex coosertulrvv 


I'fi cJ. ejemplu 3. el tuoreniii c» m iulIii que F cs conxervaiivtK pent no tlioe con* 0 *^ - 
(erm mar la luruiony f Je puldiciill) lal que F = Yf. I.a tieiitLtxtration del ICWCIW ^ ^ 
un:i phta para entonirar /. Ketiirra a la ^incegrjeit'pn purcial". como efl cl tf^einpl* 1 '■ 

tukaie. 

EJEHPLO A 

|J| Si Y i t. yl = |^ + 2j£y) | 4 u ; - 3y J )j, delerminc mm funeiD|l/tlll quC F ^ ' 
iR I a, line 1,i itiiegra] tie Ifiiea j E ¥ - tir, donde C cs Li curvu dehnida por 


rt/l t f sen f i + e'coslj. (I j w 






































SECClOM I* t TEOfitMA HJ*«MMtl4T*< Ml i tuttt.M-f, Ml iiuM 


Dll 


>qujci6n 

Ml I u- LlfiH'tiJn cm | i-| Cjirnifilti t, >n snbe i|Uc (' vs i mitcivjlr.<i i|v pjujAh i iNc 
UII.I link inn f nm V/ I- ts dci ii 

1*1 /.M. y| * J + t*y 

1*1 y;i.tp>l — JC* V 

■VI inkjgnir (7) c*m rc specie j i. Mmvnc 

ffl fix*?) “ 3i + jr*y + tf(y) 

Observe (|ue hi eimslunic de inlegnidftn es unu COiU(kn|c «in respecloajr.es decir. ucui 
iW'ioti de v. In cmil sc llama #iy). Luego derive umbos rmemhms dc iM> ten respcctu 
ajr: 

008 ft(x,y) “V + 

AI compnrnr (8| y fill), 


#'<>) = -3y* 

Si iniegru eon reipeelu a lienc 


fll.v) ~ -y‘ + K 

(IuihIl' A' es una cnnMante. Al susiirmr en ( 9 ) 

/<*. > ! " 3a + a : a - v' + K 
a»mii In fundmi poleudal dcsciklii 

ihl Puru jpJieur el tenremu 2. tndu In que lienc que saber es cuiiles con lo*. puntiH micij! 
)' linal dc C.a saber, rliil = lO, 11 y ri jt> “ ((I. —<■'). Bn Ul esprcsuWi panJB, vl del inci- 
m> in), cudquicr valor tie lu oomianlc A servinl, de modo que setecckme A' = 0. Luego 
lienc 


| F ■ Jr \ Vf-dr - f{Q. -e’i - /if). I) = e s * - i - |> = c" + l 

/C JC 

Esic mcindo en itius corto que d mtrkdo dinecio f wn cviituar las i nitrates dt Iiium que se 

tmUi cn la secciiiH ffi.2, 

Un enteric para tklemuiuir si cl campo vcdorial V saint E c* ttwcrvalivo *t no lu cv 
l' pic^nlaen hi vccsum I6.5_ Mienlriis Canto, d c^iiipfu sigui^nlr rmrcslia que l.t k-kiiuj. 
p.iu liiillax lii funtru'm polcnciul cs en pun medida J,i Mnuna l|lil." pain Ilk L'anipos iftconii 
les sobre 


LI EJEMPLO 5 Si F< t. v + r| = v i + thy +■ r 1 >j *■ J>v j: k, tfclerrmne unj funci^i ^ 
ul qihr V/ = F 

, n u (11 1 'i S \ hay tul \ 1 lLion /, c 1111ent ers 


II*! 

/d r,y, -1 - r 

13 

/i t . V. *» = 1*1 

>* 

/ U, V. = 3y r 
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CAriTULO li CALCUlOVfrTOBtAL 


Al inlcgnr 4 11 n a ' 


IMI 

lImihIv (/11. > 

Ik'IK' 


/U,M> *y* 4 &*** 

..KM. *. ^ Jil ^ f 14Jrc ^ * ;■ 

/,U.y-*J * 2lV + 


y ju Lroinpiirjurif»ti toil 1 1 2 r dn 




fc* lo iniMo. *,(>- r) - jr* + hit J > ■ N > 

- *r + vr’ + w 

Pm a terming ul dcrivur con isspecttp u ’ y comparar am M -U » bu < !JI,! * L1 0 >- cl>[u " 

« Sl unu cunaanic. U fufiritSn deseada es 

fix, v, r) - Jfy 3 + W* + * 

Sc compnicba coil fiiiilidad quc 7/ F, 

CQNSEft VAClON P E LA ENEUGlA 

Aplique la\ klea^ de eMe cupitulo j an compo de fuer/as owilinuo F que byte que <*dev 
plate yo ohjtio j In largo dtr una iraytcttria C del i rod j pur rirh u r i T fc. dottk 
rUli = A es d piinlo initial y rib) ft es el panto hnd de C Be acurrdo tuft La ttfundii 
k’j de Newton del rnovimiento ( veuse szcti&n 13-4 h. la Iticrw FlrlrlJ cn un punio sobrr C 
rclnciona con In pcclcnicidn al/i r"ul mediantc la etuaeion 


F(r(f|| = ffir'lr) 

Ik modo que el uabyju que efectua L,i filer/a sobre d ubjelu e> 


w- \ f * ih - rririm- 

if I* 


r'dl tit = 


iwF'lfl ■ r'(f \ ift 


m « J . . „ . 

= T r</>]rl/ 

£ ■* iW 


iMEWinnil llJLJ. ftinmU4i 




ihzurcmft PuiuLinKnEjl iM l .iI• iHm 


= ^■(Ir'li)l* - Ir'lulp) 

£ 

Por In laniti, 

IW W = ' H ||v(tf)| S 

dunikr t = r r t > lu vdoridad, 

\ .a omtidad m v<i) |\ esdeeir, la milod de la ma^i pt* d cuadr;Ki.i dc la vctodM ^ 

J " Kl L ' npr ^ la ciiidka del ubjeto, Por lo tanio. puctlc volvct a eM'nbir la ctuatitm ^ 

como 


TO - A'^i 





















*■ s* 


4 i riOMW HINP*M^tWl (Jl It^rrr.^ 1 '4 ^ 


1 4 rind CllJltiliHi? qui fl I i 1 1 i.i 111 lii ..hii ptaf cl , anifXi Jr lurry.I • a Ut Jjcpr* tie f * ^ i 
al k-timhikk ik J.i rtmMioi n| |m punim ciipcm^ Jc C 

Sik|kiil^t ditriu.n ^ne §■ i % uvi cLtflt|taj dr lucl/.j^ u him 1 , n i ■, ., - ^U-l »r juhmV ewrlilw 

I Vj I n Imtn. hi riiixjtlbi jHiIrmjid eIc un iftjctu m cl panu* 1 * > ^ ikfinc 

cumn n I, v. - > ‘ /M. e, I. <&- HkHlfl l|i II* ¥ \fp hiinuic- .i ; ull rl iKUiail* 2, 

IkfgH d 


H j F'rfr I r/' ■ <lw WMb)) Hriati WAl t**H >I 

Al rmnpjuir r*Li crijunftn dim In tvLiiu nuk I ft, cnoiftimi qur 

mi + JffAj « / j (JJ) + Arr/#> 

hi cual esuiftkiv qnc *i mi Eihjcm h<- nmcvc uji puiim d hauLi .. , /j h> lE |i. |,i ui 

Muencii-i do un Ci<in|Hi tit- luer^iiN cuii*i;rvalivo k entunco* U *uma tk mj rik'ryi.i ^.plcik ul - 
de ll efKT^fo dnCiiCJi on CunMurtlc Este cvUlnoLatb recihc cl numbr*/ 'I- Icy dr (a um-nr- 
■\Liciriji do hi onon'in, y c* la do quo cl camp+i vcctttoal h 1 [Link . t^h r... 


l6uJ[_EjliaCNZIOS _ 

]j lifuu %r ohvrrwi Ulttiurra C > ui] jiujm Jr inmule raivol 
uiu ../cuyw yradiriUc cs runliniHi. C-ik ulc i Vj - dr. 



1, V pri>jxHchiKi kin.i uhla ik dc uflj limcnm/ gni- 

Jifnk 4**ti1|pun Elrlcrmine i f/ - Jr. JcinJc f'lktk- Li^ CCUa- 
t i«ihc\ [i.ir.iEiiflnidi 

x - r 3 + | y * f 1 + f 0 *S < ! 


\ r v 
r \ 

0 

1 

2 

n 

1 

f. 

4 

1 

3 

5 

7 

2 

R 

2 

y 


* 10 Dcicrininar si I' r* un dmtpa vecioriaJ cooscnil^fi« iki lo r^ 
* V| * ■ flkwntn: un.i funcim til i|ik F T/ 

1 Ft vl - lit Jyj I + - 4 V - ftl J 

*■ F' k ^ r'crts ^ 1 + r' H»y j 


I, Fi i. yj = r ikn k i + / cos k J 

4, F|jfp yJ = i - 2y~> i + I4ik + 31 j 

? L j Kl k. yi - ^k^ T + sril yl \ + L r -’ + K cu* i' j 
a. FI.l, y| = (jy tucj .yy + sen .iy) i + Ik l'ljk ki I J 
9- Fl.i-.yy = I In > + lyi'H + Ijh * + l u j 
10, Fl i. ^ = {xycothxy + scnh lyll + i k cmh l l ij 


11J U lijjun muTilo un cjmpci vcrfonjl Fi« ■ 2 s e i t 

Tticv ^"umque mickui cn i L 2> s tmnmiii m k 3 2 * 
ukr i-\|)liquc put que I ¥ ■ Jr l«tk ! d un^iui ui.T fmfii b» 
Ires, tnirvjb.. 

lb> „.t % U4l1 c?i csk vjluro^mun 1 























■ et* C*flIWLO 14 CAtCUtO VI IORIM 




I v-l* in I DtflCf mine Uiw lUIK pnn ‘ <“l 'JMf I' ' / y 1 N ""' fl 
mi isiH.n jura ev.iliiHi I, I' ■ itr n lii Itff’ilr liumvn i4uib l 

II KU.vl lltlj, 

(*ocl iin'4»tli- lib p.ii.ilhiij \ * -P 1 ils 1 1. 21 *1 

11 I'u. vi ivi * ■ it i 

C fill * (I + wh hi. t * hi). 0 ' i I 

II. Kit ¥1 “ — 1 1 + 7* ibTttan Ij. 

1 + i 

t‘ rut-r'l f 2lJ, o ■ i ^ 1 

[is]j Hi. i'. —I - v; i + «J -M t> +■ 2-) k. 

( ei el b^DRMo reel i line*" dc i k ft “21 n M. !l - 5 1 

ift. Fu.y.;i = <-ii - ' ■* * 2-f.fj + U 1 * + 

C: i = r„ v ** t + I . i ~ 2r - I. 0 * 1 

11 Ki i. ¥. -I - y an : i * 2 tv cm ; j - ™ sen : k 

£ jrff) = l l t sfll I j + J k. (I £ I ^ T? 

T*. Kl i. v.-I - ( i + .vr J + is + Unfit. 

C: n.'i - Ji4 i j - |*k 0*1*1 


IS-. : DemuesJie t]UC Li mtcfTal Je lilKJ C% indie pcnJpeme de b 
ibjiut b Mtcc]:rjl 

II. ■ tan v i/.i - j jft'xh. C ev ciuJquief tnyeefttn# desde 

il.Qjafe it 4> 

50. T, <1 — if u.b + f it \ t C es cuLBlquicf trnyteioriii desde 
<0. IJail.21 


. i - J J OIl-uIl- cl tr.th.i^i t^uc ii'jJi/j el ik lucr/j K Jl 

de-.pl j/ji tin objeto ikwif P J.Q. 

II. F « V. VI “Ij I - ? L * V j; Pi 1 F I j. Qi 2, j i 

13. Fix.}t = r 1 ir j; m I), 0(2.0) 


’■ -w (r Es LiinM;n.iJLbr d cjmpit bculnildl tjur m? iiiih.-Mi ,i en b 
rtpufj 1 f’.ftphquL - 

si' n. 




2 i. SiJ'ii. yj vcib l I 4 11 + i cm r} j, use vn plino piiraijicti- 

lur si F es ctMiscn.iduf A nsulmiK^iHlelnmtttr m su cdkuln 



ItdifitcV) 

« Sr,. V f*' il ■ ■* B< * " ^ 

' Vil .. ( t u t \ 4 UC no *w temuto* I tu«p« ** 



71 


l tornxM* ** el 1 f * i * v i 

M.WAIIV4 Jr * Qy K 
■qillict llfJcn, Efllontfl 


*1 


itP _ 

liy 


- — 
j'j* til 


-— Mi *_ 

it: jfy 


71. Pitf pwdiD Jel ejefckcM 27. JcimlwMiv ^ b mtcgrjJ ik- liq» 
f - y j t + I Jy + xtz ii: no CS iiKk-pcrxJictalc * U tnymMiu 


jf.Il t^icnnine n el onnjufllo OjJ^ ev a o» « « j i Jtwen. ■ h ^ 
ncjup y ‘es simpJcmenie mbmp 

gl] [It. v> U > 0, y > 0) » {<*. jrl | A - Of 

3L {(.LVll I <-f' + 

37. {It. vl!* 1 + V 1 tlw4 - t : + y ! « 9} 


Sea Fk v) - ^ + jA J 

uP IX-jmjeiire que dPjfi*} ~ &Q/^ 
i hi IJciiHicslrc que J ( ¥ ■ </r no es bnJepenilientc Jc U 
imytjctoria. tiwjfcnwu fci cuk-ule ( ( F-j/ryi, F ’ tfr 
nJihiJc Cj y C j son Isis iniUHks superior c irtfermr dd 
ctivulo .r + v* = I iksik i I. t)l j (— 1.0)| ^OhilfliJ i L r c4i 
•ii (cmema 6'? 1 

H, i j i Suponea tiue F c> un vjmpo Jc Fucrra djJ< I fw tma 
icUhhi cuadrjlic.i inverse, cs tkeif. 


|i;ir(L uni) consume t . lIlhIlIi: r .r i + vj ■*■ ; k [Vlrmnnf 
el irabiijo t|uc rcjli/ii F .it ii>oscr un objcln denkun pint- 
Pi ,t In liifgLj de Lfeii.i traycclMfu fw.sta el puitm t* eti iennr- 
Mh ik lav linLiikus ill > ti- Jculr nioii pon(s» jI ■?<*** 
ibi L'li ctcmpln Jc tth eaillpn cuailmiicn i»fM> es cl v'iHf*’ 
glHrilaciDiul F ™ (urMCf If | r i itulirai'CiicI 
c]cni|>ki 4 dc lii SevCiiVi 1 b I McJi jnlc el irh'tvi’ i A < 
cak'ulce] tr.iktjLi H'iili/.ulib |hu el tumpo jnivil kkhmI 
eliundn In Ticrm sc uiucvc! lIltmIc el uAilin u una d^ijjiku 
Fkku\iiEbj dc | 52 ■ III* kill dcsik d -Sul i .il pL-nhcllo M «>* 
UiMitucbmfnimii de 1.47 v |o‘ Lnu. iUiIive Ih^ 
rn - 5.P7 x IP 1 kf, V 1.49 x W if y 
ii - 6.67 X IQ « N fnVkg : ) 
k i Pirn cicnipln dc un i ampet cujJriUico mveisttb f l ^ 
ckclfknE r^r r iHtiilt^cncIcieiiip^' 
lie l.i sccciiin Hi. | Sbi|snrt|i.t i|ih.- im deeftm siMi CAt¥ a ^ 

- 1.6 x 10 _t, C tnd rn d liiijjcn Urwctuja umw»w 
povilivu « tLH. i ii[|/n LI Linu dihLllKU dc 10 111 tP a,lir 

fJcvinm y ^ despila/j ,i no.b pittkion J n>M dc 1 ^ 
dlhimtcb desde cl ekeurin t’nn cl inebo »(ctemn |h * 
krjFkjju l|ik cfcvTitj cl t cMeivico (Use d vake 
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FIGUtAl 


-pI * ClOH it 4 N";jX(H4. !JI 


TIOAEMA OE GREEN 

! l I L'i m 4 .-n i ii de iiiL't’ii | n 1 1 -. p i . 11 )i i||; i Li i i h| i o | mH kJenciii u a iiln ■ mi. i i ck IfiKl ^Ircdtfiiijf 

Oe kiii-fe t-'uri'u w i f v im:i iftiejrjal Johte wtm 1§ plain* b hinjrtadfl puf C 

ivftut tiiMJij I Supiifi|M L|tic tu t) ik kl&fe kv- |nj11 1 11■- riel niters* l*hw± 

ilf lih |iiinfii^ ioImc ( j !in c\ pbnkamKfllO il^'l ici*r <aim tk firoii m: u^j Ij mri 

V c n l i i h j i Jt que b iiritiLliii inn |3t i*. j I iv ii l|l“ im,i euna I II 11 • I • Lerrad .1 ( I iePiere ,, un r. 
corrida ‘ic iil' i 1 1 ■ ■ cKr l eip $i \nituitt amt rum* attic itt\ mtirta ifitjs tUi it'fas J' 1 - i ■ i ■. • * 
r tsll dctiimb fttir Lq Eurik. ion veciooeU tU £ a * i * h r cmiiftpc* b FCgirtn b c-Mi 
a lu uqiMcnb Luqiulu el porno rin recorre Civ^ase %urj 2) 



■ ... L|n i: .e Ol oaimer nii^nbiQ cKJ *3iB 

dfra i&m& dm eKfitiii £ I - Jr 
i?oi I - J'i - t> j 


NGU Algimut veee*. !u rusladdn 

| F d 1 ! “i (7 Jy u bien 4 ^ + (? dy 

sl‘ unu. pwr.i MJibiiif quc la iEiEejrral Je tinea ms cakub u-hajidu hi nfknbKtfn po*itiva ite la <■ ui 
vsl terra dll r IIts.L noudoti |un;i III curvii 1 1 mi He o fronlerj am orieiU 4 tO<Vii piviEiui ik fi 
■>/J. de rnfitlo que Iuccuekmmi cm d icnftPib de C.re^n m- jiuede escrihii funw 

ii 

El icnrvina de Oix-en sr debe LOiniidefur ehiiiio cl ctfuiviilcnle del icuiviiiil lVmd.inieni.il 
del rikuln pi.ir.i bs iaiic^i.iL-s dobl^- Cipnipure b ecuuCnVn I con cl cuuniiaito dd ics'ii; 
riu funiljinenr.il del udkuK ftiiflc 2. cii lacvuactdn MpMiiriilc 

jV'(.rbh /-(W I'Uti 

E:n hay una infernal que onnticnc dcnvadu^ r/ y «f/ p 'Men d |ift 

mcr iriernhmik bctilatirm Ad«nis CM UflltHHdl w^undts illKmhtneonlprcmk ^ 
vnl^ru.h lie Ills ftlllritmc* in^m.ik's (f. (> > M siilti cn hi ifed dMiinnm ttin d 

umdimensiuMjil, d >.Jori]iriio cx imi mten-(J« i^S cuyu lhnilc n Inmieia i'lHisislc cn s^Ili 
Jos puniiis. ii ) h .I 


TEOflEMU PE CREEM Scj C titia l-ui's-li hirtipb. cciijJll, yniftimie \^i ^m'lir^ 
ow lificniaiilifi posiiit a cn d pSaftts. % m'n /> La regkm que Jdivnib C Si /" > ^ iknen 
dcri^iid^N p,ift kilci conltnikcs cn una return abceru que (rpntient a ll (AliHun 


iif (f ■ f) 


i£4 
























HHt IIN CAFITULO I* CAI COLO VECTOHAt 


t|e , «> **««'■ P" Mhfe **■“ «m.* 


II . .. . . ' " ' 1 . I..I. I r.|-■ I • ""I" '!•' "1“' It'T„ 

... 

, iAl , , v>, l hi* . dkiw' M 


• 11 Hawn* flp * iT c 

hif .vi ryawiieu jiflnklKl* I3«rap 

GiwfiraJHUh ««***»« 

i,i |i k iavi* (in in iU4lie ih u* iwc iffnu 9flhW. 
i ufifrtWi mail ruAIHM Pi luma, lulldmsru hi 
iil*r>' ,V in -i if* 1 K'tt l^ilnift iin hmn-j 

mHyffljld Auftsji lvi -irr 

AtVKfi*"* |Hirii mlu m uiipfinnuftfi SCH ' ii^mIt 
jiIjY 1 . i' IflflttKCM IM-^Cii (I" (ll» I**® 1 I™ 10 M 
nipajn- Elfr lihriM rimfiHm ml KHfflflTfl i*» « 

4.;|l-. .. Jl put if ccMWtf COfno IfetfffliJ (lo 

Sipt'i wo now eenocrt n|f 

imp? Rfii hn luflcM^J l 4 r «niteflJrf 4fl atoi Ifr 
i laUvnuHlMtili Cartmdg* girt 
tuftfp ,nrr. dt hi Efl 1W5 

A j-.jrs fKn*non indfrlwi. enfiafflo m 
q^v>3^iriCMfei9l&9ri utocunUlit 

n i to manwic**' h 

ptmFJ £*rWJ t* (fMMU UTCi OWm 

a# j rtrtciSWf *u5ntwro & 
MtMri *i ■* s*k »'**<* acawoees sfe 

thcrw $r*« RbiYi/u 


oiimnuiOM oil itoitiu w 

li-nlt'mj ili' * di i' 11 Otai^ 


_. I|W iu i| fii|i 0 ti yu wwfti 

mifl MU II ^ 

ilcdv^ndo 'i P"**“ < * ie 


( J s- c 









Demucslnr la **»«n 2 »***> dcl li|HS,; 

D )(.i, >)|u < s t>. Sil.rt * >' 15 *il til 


touieg, y g: s«n fundM* toniimias. bu fwmmc 4>e akule b •Mesnl <kM> drl w- 
I undo micnihro ^lc MHWirt 2 l'oiih* si^uc. 



u rtrfrdlj( _ 9;(.T)I - Plx.g,ix II] <b 
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EIGURA 1 


dcwcte Jd uliiiTui |>a>iij st inliciv Jcl tcurfiiij fiindamenial JlM tillojlt 1 - 

En.wguidEi luIuiIc <t\ primer micnihro Jc I;l ccuacion 2 descyiinponiendn C ewnm la 
union tie cuolro cuiviis ( ',. Ci, C • > C A musmidiis en la figura 3 Eu t’, lome i omm el 
piinimoLm >■ esrcribn lu^ eenuciintus piirmti^cricus cuimdo 
.v = .r, v = {/i(.r|, a ‘ .v ■ h. | J ur In Uinlt> t 


| yl d.t = I ^(.v, Sil.t il dx 

».f ■ jj 

Observe t)ue C \a de denxha n in|ukrda, pero -C- vu dc t/qiiierda n Jcrcclu, J* nv.uk- 
t|Uf e^rilij lit fCUJLmftt* prLiniL'tricis de -Cj curnu t = t T \ : a =£ i ^ b. 

Pot to tamo. 


| ITi. -| P(x r y)dx^ -j d.i 

Ln C ; ci C + r ctiiilquitfia lie las cmiks sc podrfu redudr y %dlti un punto, ,1 es coibUuti^ J*- 
modo que dx = || y 


De aquf qug 



/ j Ca. vJ fix 


tl = f Pix f y}tlx 


j U 4 /| 


I Pit. vtdi + | pu m j x + l' v ) dx + i nt, vMt 

* f Jr, Ji + 

J. - ( /•(t.jHJtiMt 
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If £<L»Oh 14.4 PlOH-m* M P< 


Al cuuipiir.ir m.m In iJr i,< ccukmhi 4 



■ * 


Ain 



x „ 


. X 


_ 

'|HI. 

il.di 


flCVfNi I 


1-1 . .. 1 SL- |14jclIl‘ ... uim de In mh^m.i ppijtfwrw -lI cKprc^r i /J CMM WM (E 

jldfl (W tlpp M 2Hj. A atiKhiunc trill. =(1 swnuir Inn ivum Hiin% 2 y *. rtfoiieiic 


d Edift'IIM nli. L (ills'll 


Ijl Ml B i0 I I:value 1 B 4%/.l i i * Jv dtunk- f tis Ll cuiva ipj.hik^uljl i|tk- LiriiM.F [■■- 


W(jMH'ni4'i\ rwlihvKO* de illJO ji i I Cl), dc < I . II) 4 10. Uydc 10, I p j in, up 

Aurnjue Ij ii iL l'L! r j L ile line a dadu v? pidria tmluaf tuiiiu . 4 . juMmutT j rt^Jraj; 
<e lo* nurmlra de In mxl'jofi 16 2, cm* signiftcwia plainer ire* intr grille*. vjmijaLi* j J- - 

largi* de 1m bdfps del iri.m^tiln. do uiudui|ue en higau d< <su, jplnqut d tcoreiiui ik 
Green Observe c|ue la teguin t> cnecmuhi pur C c% simple y ( ■.i-.'ii. mu tancninauii pi- 
Mtivy. (KMht 1 lijjLirLi 4J. Si Iiskc f 1 ! i, y| 1 J y (Jj.v. y) = .yi* cMillA-es 





i T J l|EHPL0 1 E value f c (ly r ) d.i + I7x + v y* +■ I Wjr. tiuruk C es d eircutn 

r + d “ 9. 

■■ni'XlDN Lll region 0 tiftiuxlu. pur C’i> d disca .r + y- -'= 0, de nuxlci izumbae a 
coordenLuk* pnluret dcspu£* de aplivar cl tcisrema de Green: 

f (3v - 4 (7v + yVUirfv 

Jr 


eti zr -tfgi pe'a'S:] 

m'-xm lAtf Wtht*t 4 * ei beds dc^tfl 





|| 4 J.l J 1 ?!' .ife - 


r i «7 - 311-Jrrffi = 4j ; V« f V Jr -V.IT 

J-J Jld JU Jl* 


I 11 lo*, ejcnipUiT I y 2. panxv ^iil 1 cs mus lueil cvuduiir lit inm^ml ilnhlc i|Lk- In sinepnd *>\- 
Imc.i (jTiute de empe/ur lu iiHupnl lIl- IfikJi cfc] cjeitipli* 2 r y piunlu m? aniwneedn l^mol‘ 
jLunu* vetes C* mils ladjcvnluiir lu inU'snd ik‘ lincsu y .scaplitJi el MHfinu sic Green en Indi- 
rvw pini invmvu Pgt cjcmpla V.- qiiL H w . 1 ; y] = yi 0 cn l\ eur^a V, cnliuixs 
d l core mi de Green d j 



no irnputQ Hue valorem fOCUCn I* y O un In repiuu /). 

CJtm apIkacfOu de lu dirccdun irivcrsn dt-l Eciircmndc (irecpi, Cs |uin v.iknlnr dreas Ct> 
mud firejidc D w _y w 1 cM. Mitccckuie /' >' C? Ini qlie 


■ * 


Ain 



X . 


. X 
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'|HI. 

il.di 


flCVfNi I 


cU <3v 
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Iliiy VHf IJI' 

n i. vi - 'i 

VI I, V) x 

EniLiiK'^ e I ivtHL-um Ji 1 * 


m,y> -r pu '* y - if 

Q{X< Vl ^ ® &**)!} ‘ 4 

jM , l(h .. Li. rnmto**§&**• 9 ***< b 


^ = X I J> - - | 5 j 

/| ** 

1 m dv — y di 

r r 

J 



I* y 

UEMPlO 3 Deiei'minc cl $1*9 ddimiiada I* 11 * ^ tlipw: ^ 

WUCIDw La. eciiaciones pramiiriti' de l>i cljpvt vu.n i t* 1,1,1; ^ 1 
0 * t aplicar b ttrccia formula de Ia «»i™ 


= ^ vert i. iijwi4(. 


A “1 | x </> ^ V */■*■ 

■ £ 

1 f \r cob OU> cos i) <* f* sen f K « suit 11 <A 

" JlP 

</r = irtih 


ab 

1 Jip 


Aumjue hademo.irado cl leorcma de Green s6lo para cl caso donde fJ cv -am f\le, tj 
puodc gtncriHmrlo al caso donde /J e* uua union finiia de rcgiones simpler Pore>cm- 
plu. vi I) ts ]u region mostrada cn In fijjura 5, entente. puede csenbtr O = D „ h 
donde t )i v /) lainbicn son simple. La I foil 1 era de D e C i U C y la frurtlcra dc ii o 
Cz U (-CM enionees, al aplicar el leoremu de Green para D y Di por veparad^ lleej 
mas j 


♦W, * M \ dx ay) 




3jr 


oQ 

rJP 

dx 

»Y 


f /•* +c ^-iT( i£ --W 

.'fM-cv. L JJ l dx Avf 

Si sum* la. dnv ccuocims. las in karate tie linea a In largo do ty -C, sc earn* Ian. Jc 

modo qiie 

D - * 

qnc e Cl mnm de Green para D - D, (j D* f pneau que sU frunlcra es, C = C, U C : 

jfni/m it a(i "j 1P ° 4 1 raj!l]niJ,n ' t ' r,,l » jkTrnitc estableeer el leorcnm de Green para cualqiM« 
m,fl de st naplfti que no sc tiuhjnii i vduse hgura b). 

Q ejempi r> 4 Lvalue % t} j., + 3ivi/i. donde Cest cl limits n imntcra dc b fcgu^ *- 

m'anulai Oenijc ksditulm j* + ^i v > + 1 J - • , i 

J ? + y " 4 in el Mrintpljiu) supcnti 

1 Din [16 k ni<L. n ^_ _ . 

omi'lr' 


-■ k-i ^ mi^umpp -m|A-p 

(v^asc hum a Ti'^,? 13 ilun ^ ut ’ ^ no M d eje v la divide en dm mgiones 

gUfU 7J ^‘nJvnadas polftres puede escfibir 
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Q)\ I t r - 2, I) ■ ti * n-l 
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VlCClG H 1*4 MOUPIA Di MH S < 





I'm In E.nili ■„ el (cnu jim il i iirm pl^mi*.,i 


i H / S 1 + N I. i A 

ii 

if 

A 


Hin 

J - — 


'} 

id 

t 


\\ , r/.l j | ti ^ M Hi t tiffin 

Jt Ji J Jfc 

M 

■ f ton itfiiW f f ! rfr * fll^I if ’jj * 

/l ^ 1 1 


El levuenui de Green poetk gefl^rulu/ur para ^plu^rtn j regjoike* um jpujcn^, e* 
dtvir, rfftofies 4}Ut un son simple men Ee eonexas. Observe que la IrutHcra C dc Unegida 
D di. 1 III fignra M console en (Jos curves simp lie* ccmidu* C| y Supungu que entail cur- 
sus luMiu-ni esian nrieimidus de la I modo que b region /J scemped l-m.i a b i/quiodj 
coamto *e reeorre la curvaC. Por lo lanto. b direction povitiva c% conirarb a 3 a dc hit 
nranceilbs del reloj ert d ca$o de lit curvj niemr C , pero en e! veiriuiM de irumc 
cilbs del reloj en el cbso de la curvn inferior Ci r Si divide D en do* reporters D r y // 
por me dh) tie I els linuav muslrad.is en l.i ligura 9 y luegn aphea d El-mi i.-nu de Gr^ti j 
D' _v />", nhnene 


n £r ft* 

- f /Vt + Q rfv + I PJx + <?Jv 

.W ■ .'.ijrr ' 


Canto lav integrates de Hnea a lo largo de las recEas fionicra commies signal directs me* 
opoevias. ^e cancelan y entnnees 

|| {% - f ) *» - L Fd * * «♦ ♦ O* * 0* - i •’* ♦ «* 

Jj 

b eual CV el Ceocema do Careen para la region 0- 


k 


CT 


* 



K1 EJEMPLO 5 SiFtv.yi | —J J + + y L deinneslre que j, Y dr ’srpara 

loda [riiyeeloria simple, een adu H orientada posiiivanicnlc y qne encieir^ el origen. 

SOUKIO 1 ! Como C es on a iruyecioria cernida wrfrimwrfl qne rnderra el on gen, es difitil 
cakiibr eti forma dneeisi la integral: dada l>e rrhvd«* que convidere ona eircuuferenei^ i 
arteniada en el scnlido eoatrario at de las itianeeilias del rekij eon eentro rn cl itngen % 
radio u, donde d se e scope tie [ai nianera que sea tan peqyeiin que c " qnede sknrro l fe ( 
Iveuse 1 1 eni Li 10). Sea t) la region aeotadsi por C y T r 3-nUmees su Imrtlcra dricniada 
pofsiiivarnciuc B C U (-O y de estc modo Is version general del teoiema de Green 
propureiona 


f Pits + £j i/r + i Pdi 4 

Ji J ■ 




dA 



x 


fj' + v“) : 


d\ = a 


H<;( Lo luuta. 


jpdx + Qdy-j^Pdx + Qdy 


ev dsdfi 


I E ■ dr I F ' ^/r 

Jff ! Jr 
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. . . . [enrol u'lUWlif 3.J paianielri/atlrift A*—-* 

AN-.. 1,11 . ** 

r;/l (iwri !■ rtwfii/J.O I nr. 

V ■ ,/r - j; F-*-r rW,W,rt,, ‘* 

„„ [-it ven til -n t) + t« t m/)!*<«*»') 


n’WV + # « B_I 


rt - I dr 2 ir 


hiuilui e «»««Wii«»b aplic-ckfa* ^1 “ —'ut, 

>h( (flic ||t §6 cn I-I SBtViiJfl 

, 1 , 0,0 D! U HlOUUCIU DU II 0 «»» I* J * »*""*» i|uc F = /’I + CJ c, on *.,,, 
vciiuriol«bfc unffl «*!«. »4 Imiu kimpteraenw cuana. ^ tana<fcnvid» 
|un pales vontinuu de primer onko y 




Av 


iiX 


cn E^idu la region O 


Si C" c> CimkjUJCrr iniycdonn >impte cerrnda cn D y ft es la return que iTiacim C. nui^. 
ms el ln>rcm;i di? Green da 

| * ■ dr - i pdx * erfy = J] (Jf -0) " - JJ 0dA - 0 

■jf * 

11 I'm Liirvii i\uc no es simple st- ctwa a sp misma cn uno u mis puntos v sc puttie design 
|hmkt cn variiis curves simples. Y;i demosim que las in leg rales do lintii de F alrcdednr ik 
esins turnis simples Mm U, y. a I stiniar las integrates, observe qu? j c 1“ * dr = f) puniruut- 
quier curvu eenrndu C For b tamo. j c F ■ dr es independtenle de la irayeccnria cn f> segun 
d leinema IM.l. Se inlie re que F es un campo vectorial conservative. 


1 6.4 EJE R CICIOS _ 

3 -a Rvalue l,i; mc^riil dc lincj hio Punic lIidh incttvlus ui dpreetu' 
mente y (bp pcir mcJm del taircnu dc Grech 

I* 1( (JT - yjuU + \ i + V Uty. 

C c% el cfrculn um eerrtio cn d angert y ivjiii 2. 

1. . i * v i/.i + ids 

it f ' 

c es el rcctanfutn v*hi rtflteet 10, OK ty Oj, (y, j |. y (q | j 

3. ; *t * i t i/v, 

Ces rf (riJngtifo ton icriiscv in. rif. | j. m y u m s| 

4. K **/.! + yJt, f tkMtMj dc Iih nfjjmetiEfiA KMilfncm 
dPMlf 10. 1J a 10. ftp > dc 10, OP ii f J m j li liatiiM* 

> ” I “ r desJe H. Op« (0, J 1. 

1C Fs.ilik rncdunlc cl iL’incma de Green U irtk-^ral ^ a | 0 
I4jt^d ik la cum lihi oriMaarin pautpv* i^ue mt prufonimH. 

5. ( ft th 4 2 ri <iy. 

C'esd tninguln 1 eon vfttkn op. oi. \2, 2p„ y 12.4i 


4, l c cos y tie 4- .r sen y dv, 

C‘es el Tvcliineulo con vertices 10, OP i5 r OP. i5. 2>. > ■' - ‘ 

Ui i h + ' 1 ‘Mt + i^Lf + e<^ i : Pdy. 

t es el limile o frimicn de Dj tvjiikii cneemila fs^r U' F 1 *" 

las y » r y x * r 

4 I, ie :, i£i + U* + 

^ ’ cs el lintiie de la region emre I j * ciivuni crmcu^ 
r" + r = 1 y r + f = 4 

S ji ' | ' " 1 dy. r cs lacnvunferetKu r * »■ * J 

li. 1 ', seep ydx + x cosydy. Cc&lAdjfWJ^ + xf + / ' 1 

I !-14 I value mediantc cl lestrema de Green 1 I’ dr if*!*"* 1 * 
la oriemaeirin dt la ctirva antes de .ipluiii el itsnem .1 1 

n. Fl P. yP - (Vi+ Jf\jT*+ 

f copisisie cn cl arm de la vuna t sen t dcvlc HJ. * 1 1 

\ cl se^nicntit rectdineiT desde i Oi j ttK lip. 



















SJCXrON lax NOTACIQMAL r u 


IMI 


,1 ■- (if 1 rt* I. *" * 21 wn i i> 

11 ; " d Jr«Hf < MM m J ft OJ rf m m 

|lPt i,ii- '*■■•■» 

^ k vtfv’* n ^ ieiH ** * w * -* ■■nenl.idj «n fi ^nlidn fck‘ 

^'flimn-ilfaiidcl *M 

K|1 ,1 • i I tflfi 1 * >■ - I^M V ,1 iK rch Id 

' ^ |fLl uifciBh' 1414 fe 21 * e' 1)® I urieniAito <“11 d 

^ttmAn *-nHH 4 ini- 4 l dv hi- WWincc 1 II 4 A dd iduj. 

v , 6 iIi^ik- cl ici raw* ifc' i in# 11 ti-m uh h liji listen m omipmiiiri/Jkk> 
^i(j!cN*i |MHI i^duur In mlugml iJk- Iijil-ji y In mlL-gnl duhlc. 

ii, fu 1 1 ' ■'. y *. vi if. 

' Cioii'l-i >U‘I 'Cjtrncm»J Ji' lULl-Lik' I l, 1) a (1. 1} (Hi 1 

s .| jn,dik 1 1.1 ivirdhutfi i 1 t' die 11 . 11 a (- 1.11 

H tit. u 2 , t»i. ii 1 

C olaelipttJi * > f “ 4 


jj V^-.i jj-ic el If'refflj dtf Gwefh vjk'ulc d IxAijo que rejli/.k Id 
jyff/j F ' ■ 1 *1* r l!|t n Jal Lk^pLt/jr a unj fartituLa 

Je-Jc d nrprn .i la hUjEU del tfjc .1 hj^Sa 11 . 01 , Suq;u j ki klftt 
Jtl -tffflKntLk rreiiltaco lusia Mi. 1 « v luego rc^rcsj al iiriferk 

pwcJtfjci 

It 1 ru partis u Id fJFic del puniifc 1 - 2,01 sc mu me jaur d eje 1 
■j-ij i- m \ Iucpi« pm d xmic&uulo r = v J >. hiisiu d 
punEn ik l nit'n ■• ( "'fe' fl rt-Hfvnid de Green para caleuhu d 
WahijnqiM hurtccl campy di: luirr/a Fi i. yl = (,i, j '4 .T 1 V > 

M&rt L'^tii pjflli-ulii. 

Ii. fun uhiidr Ins termite de( 5 j pani dclurmiikji cl Jrua hujn wn 
iflCfl dd Cidiiicle .1 */ «ni.y *- I los /. 
t?W. ii uiu urkunEe renda f dc r^mi► I _iziru par et Cllffkir di'l 
tlKul»« l ■ < |Ik Nil jmiiUi- lipi f* Cdibuja unj. 

Lur-^j lianutbepjfiidiiuk cu>nv ccukkww^ pinotidiicij^ mip 
^ f 1 1 in ^ r \ $ M?n r sen 5J. Tr*c 1 1 

: jti._ i v t v l-lhi 1 .jkule el irej 411 c fucierni. 

fe lj ^ f f' d w|tncllHi rcwtilinco que une el pun|ii U|. y>} iXm 

d ^mcp H;, Vjp. ikmucslic que 

[ 1 - 1 4/1 » J|j ; - a: =i yi 

il" Si lim Jt un puilgttTMt, cn d ^ntJilu CDUlr^fiii ul *k' 

Ut tiannewilliLh dd leJipj, um u f . y , K (X|, >> | s . ,. #l (x., y s ) t 

ck-itiEjr^rc t|wt d ifrc.i ild pul^Mmi us 
^ ^ ^rd + iTlJfl - JTjJPg) +* ' “ * 

H ' -Vp ” *->■. 1 1 ‘ + (A w y t x E yj| 


ft p l rfk^k- ei Ireuikl petiu^HVJ Kuy<*. vfMkft n> Op 1 2, 

11,11. 3|, fO. L II 

7% Sr- in L 1114 fryi^in ^ 1.1 ki jtd_L pm uiu trj>ri f lijup'*. ^etr^dj 

fh 4 'l plaiMp 11 el Vi ifiTiy iU~ Gf %‘<pi ^Jrtriuffsipe l|ut 

li» t'-nUtkrbMlii del Lcniiindr I i F 1 I dr || 

' 3* . i jlJr > _ * ri * 

dumJe /I L-sel ;j 

1$. I Kl- el ujea'icb 12 |Xit;i liJSnr d ccnOniik du imn Piyn?n 
uiiiiPC" Ml- cf^uhde fildio u 

2^. I SL“ L'l cjcruiciil 22 paia lulf:.rcl tcmMudi !■ I iri-i- .-iik. .«ij 

vCrtiucs Nl, 0 ) [tf H 0 ) # y M r in, dorhie n ■ 0 y ^ ■ rj 

2S- I ikii Liin-in.i pbnn cKr d^^siLlnid consume ! ■. 1 ^ i^upj um 

■ ■' 1 - 1 ■, ^ Pbnn w -i.. mi iwJ .1 fpir uni < -mifiJe te- 

ifad .1 CtemucLHtnc que sus mnmgna^ d<c tarcui swn fespA:iii .1 
kis c)ci wn 



26. Ikfcr iiPL'iitn -del cjocicn 25. delermirK d n’HNiiK-isin dc inex^u Lk 1 
un di«;o circular tie rudiu o uon riensubd conMJiFHe ptdil In- 
IVCIip ill dt.ilikUfHp. iCunipare cl uieliipl^ i I.f m^fhd 

15.S.1 


|5?.i Si f ts u'l enmpo veciuriaJ del cjcrupki 3. dimutr^irc que 

y, I' ■ i^r - U imn KkS^ iNhyccEoria Simple turr,nl;i l| Lit! nn |- i>.- 
|Hn ill "Fijrun LJ qtbc locnchinu. 

26 , rcrmiiiL" hi dukimsimci^fi del espuiinl del hMrem» lIu 
f pfcl-ii inedjante hi dcmosHfickin dc h eciJuici^n \ 


39. LI mt l-I Enure 11UL du Grcun pmrj. duiui^irur l.i h Tnnil.s dr I ■ iiiilim Jr 
Viu-ijIlL-s jMri unj iruc^rJ tk>6{e ifurnllilii 15 L l l ?I juu lJ 

tkindt /Ii; y) * I: 


Jj ilv 


I f» 


rl 




I n vsle L.t^i. Res In re^itSn en el pl;mu n quv vurre^Mklr j J-i 
'’• i'l'Hi .Vend pinna fjC en b ir^nsiumiiikiiiu dciimtb [xpi 
1 q(fr. r'l, t = W", f3. 

IVwi^'fr'nriu.-1 ibserve- q,ue el pnim-r micmbni ^ HR* \ jph 
(| 4 iL k In piniKUJL pnitc de hi ccLUid^n S CiinviciUi. b nihyi.il .h 
Inn .1 Hubn- ■ iA h ;i uilii Mtd'uul 1: linc.i subrr u,V \ jplitjuu l:I 
Imucrrui di- Circcik cn d jdnnujjpj, | 


16.5 rotacional y Divergence __ 

Fji tela secciun sc ikliiicia tk«, vpmektote que sc puden ejeculaf tlm vecta- 

riides y que dcscmpcAam un pjpd lumbltKOial cii las aphcacimirs del i^Lubi \rcumal j] 
llujiule fluidkps y ^ In riecinudjui y fTUif iiclivTK>- Cada apcmcidll te similar a btiem^ inii, 
f< r ro una geneiii lmi caffipo veclPOal y Ij otm jHiipHvicma im ^.HTk|m^ cse;i]xr 
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• [$ fiiflrtK psd« dr las Siltarras a'jplyaitos 
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de ucueixtacon el Eccreina ik ClaimuE 

I j llc s-to k.| Lie lid campt> vee tonal sjcm^rvatsvo es uno paru el cUJil F Vf . el Eenrema 3 
m jHiL'ile volver :t enunciar uoim> sjgue: 

Si F es confer v£Ltivo, enunices el ml F 0 
Erto pftiptireiunu Etna forma dc verities que un Ciimpo vectorial mi es eunscivitiva 


L’J f jIHFLO I Deniuesue L ] iic el campo vectoniJ x r y r -| ■ i;i + rv:J - ^ k ao cs 
con*tmujvo. 

■ .. l~-r> el ejeniplo I demwtrri que 
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\ \W* tkniucslni qite rot F ^ i) y ejihmco. icyun d temema J, F ms e* L/nn*erviii:Ui> 

H $nvei%» dd icorenu 3 mi cs datticfl general, pero el %ifuiente feoreimi sxuhlcec qmr 
el iriEcr^h e\ valkki si Y esia ddinido dmidcquiera, (Se pui-ik deeir que v: cuvttpk si d 
dominio vs ’liinfilcmenic t-cmew, c% decir. ”nn lia> ajiujemv ' i El UMrrrvu 4 b st™ 
Iridimeii^nmal del teorema IhJ u Su dtmoslracidn pequrer^ el teuremu Jc Skskc^ > v: 
L ^ho^a a! iifwl Jc La setcidn Ih.K 


4 TED REM A Si F e.^ ini tunijsn veeimiitl deliurdo eu todo H 1 e Elyas tiineiones 
cuniponcntet tienen dertviulm pareiajen amtinuas y roi F tl. ermmeo F es un 
esuripo veetorial conservuiivu, 
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l .;i ra/tm del numbre de rrtarioiuit cs que d vector romcioniil sc rcUnionaton 1 
ncs, 1 1 iiii rducioii sc explicit e» d cjeidciu 37, Huy oini ctiundo V representa el camp 11 Jt 
sdockltitles en cl lki|o tie Hindi is lu 4 iiH' cjifiiiplo 3 tic la vLvewn I tv 1 1 l -is [Kirncdl^ £&' 
tanas a f % t y. r) en cl lluido licildvr) n (lirar tdrededoi del cfe que scrtala I j drrccoon ^ u ’ 
lacionol F(jf, v* r>. y l.i limeiUid dc esie vector nrtmHwml cs una nucdida de que n*n W**' 
se despla/an. las ppiumlus alrededor del eje (vdixc lipura 1 1- Si d nuadonal t U l " r! 1-1 
pumo /'. entonces el Hindu no jiiru en /" y I 1 ' sc IL.mu irmtiicioirul en V I 11 |HV4> [Ml-it 1 " 1 ' 
m luty rcimdtiws en l*. Si el rotaeionul F = B, enionco* una pequertivinia metU dc 
vc moverfa con cl lltitdi> h pero no ^ruri.i con revpcelo a vu cjc. Si cl rtnaciottd * * ® J 
nlctla dc paldas girj alreikdor de sg cjc. Hay mu cvpliciieitwi mav Jinplia en la i<tkH 
IM Como CnnsecuciKiii del tcnivnu tic Slokcs 
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Do aeuerdo con Ij dcfmicimi dc divergence tecuucidn *1 u UH 
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.Si F os Lin campo vcclonul w>bre R\ ententes to non hen un eampo vcctemaJ 

snbre R 1 , Si e* puede enlculiii su divergence. El leorema si^uienie demucsim quo el 
rotiEiLidLi cs 0. 
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L» ra/.» del nwnbrt de iloirn,™. “• * J»«* emeiidef cn el eumeno del Hu,, ^ 
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Sc present otm operator difatiwial aiando dlcub la divergent i a dc un cantpu , c . 
uiml grjdicnte Tf ,Hi/« una luncuta de Ires TOnabto 
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Iambic n *e aplica el opcnidar de Laplace a un vumpo vectorial 
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en hr minus de sirs cnmpofientcs; 

V F-r Pi + r^j + T Rk 


FORMAS VgCTORl ALES DEL TEOREMA DE GREEN 


Lqs ippcfadores rafsritwal y divergent ia permileii volver a express d usirema de Gret 
en vcisnmes que « an AllliSi en irabafos (KK>ieriorv>. Sup>nga que la region plana 

P <( n l1tcri1 ^ > ^ ,IS Lmdones P y ^cumplen clui kh lupoEeM s Jvl (enremadc Cliwi 
Entonee, c on *,dere d car,i,K, vech>nal I p i + V j Su initial dc linea « 
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vervidn estabkee que la integral de liiiea de la components mumal lIl- F .t lo largodc 
res igiml a la integral dublc ik la d i verge nd u de ¥ sohre la legion tnccnvdi poi r 
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, v i v ji % ( 1 ^iiiipk'n I j Iii|v!l>p ik'l Iclucfpli Jr Giccn. y 
twwn > UK1 A43lLnuj> lj' dvNhjd.1-. [UIUJli^ JtJttruxLlC 6c /> 
j iLi* ^iibilLiJ Vd - n ■ f\ nt vc pftrscmu eii l,k uncord tk li* 
k .j 1 * 1 *%'% In LhTivjulii JirtLULiEiiil m In dirtecirfn del vector 
: i ., n i,,i ii % hc IIliimh dcri>SKhi nun 1^411 de «j i 

jL \\w media de nk-midiid dr Gnwn (vdm ejerdcio 331 dc- 
„,., 41 e In Ni'liundu kleniidLul tk i ; mui 

|i| i i r .j ijV /! J.-l | i r Vo «|V/ i * ndi 
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31 | ■ 4,3- <abe t|LJe him Ju«eii»n V II.iiii.kIj ^nrtkki 

Lii JfJ ■j ^lidjjte- In ctiiiicidn de Laplace. eMn t\. V : g = 0 cn 
ft I Mil ice In prinrcns sdemUlad de Green (con l.i misml fcipote* 
■.!■. ik'l ejrieitELP 13 j (Kira dcmosirar q\$t ?»| ^ e* j mu mica cn A 
«■ H "lut^ i j 1 - 1 •..' dv = Delude /j, v 3j ikm-ndai nLirmul de ,if 
ikNintk e» el ejerck'io 13. 

It 1 ij'ive la pnmeni iderntdad de Green pau demuMfitf l|ul- si/a 
irn^tn?, jen ii. \ *,i /Ijt. ■. i =- (I ru Lu triHiirra Je la oir^+i C. 

Vf 4X4 = 11 iC'iHivdit-n- Sj mi-vnu tiiptnev^ del 

4jcfckd31j 

V. tor eftffuai ■ demafrna L reJjjLkin L“ntnc cl ^cliIiw ri>tJi.:icnidJ v 
rirf lh; i. inc^ Sea JJ un eueq^ 1 ngkki t|ue pro alK^kdor del eje 

! -! i' ... i.’ puede Llc^nhu niedi.nii- i'\ vrLhir hi wk. 

J,| nili ■■■ «,■ ■ Li uiiJcULui angul.ir dc JJ, 0 deeir. ki vdiKid^ud lan- 
l^'M-il *li- Liuilijhiicr puntu /Vn f r dK iilidn eiiiu 1 hi dis-Uineiii v/u 
l^nir ikl l’jl' 1 lu iLsrjdtin. r ■:' 1 , .. ■ el vu tui de pt^kidn 

tie / J 

,J| f '^'-idcrc el jnguki rtde In li^uu, > deinueMre Hiue el Lam* 
h' ^k trJuddjdc^ dc B Ip dclltlc % w r 
hl IkuiuiMhirr 4411 c- v = - qi> j ■* nt 1 j 
kl I kmucMrc qoc tut 1 * 2t* 
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31, La ceujHJiriu lLl Man well qnc ve reL^ hhu um d l ■ eLct-tt 
Cu I'i \ L'l l jni|i> 1 iiiJgiwtiLP H euandti \iirliin mn d rjurnp* l-ei 
iieiii re|iii1rt quv no romwiK in eargid in Lhinirnte *e puede r.tf- 
11111l.1i de M numera aguknle: 
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3fl. la vio tgue loduv 3 oh ctnipiH iccftwislo ile b fonna 

F V# minplcn con hi «uwi6n ml F 0 > ijuc in-Hikj> ic^ 
cinu|his veccoriide^ de h formu I 1 ' ml G ciunpkn Ij ecuj«.FLin 
div F » (3 (>l sc supone Mile Ins derkndnv p^Lrcmks jiJclujJjv 
von eonlimjiw 3 l£>tLi 3 leva a pluhlenr hi prepuniif , L.iy aJpunav 
ceiuiL-HirHfss que dcJxrn eumplir imhiv Ijh iLirieinno lIc b fninsj 
f lIps i l 1 l>emuMtie qne In mpm-via .1 rsu pregunu ,- vr' 
rPiL'duiiie Li decnMrwrkfn 4|uc k*jJo luikmn Ltvnimuj r -v-ihfc 
cv b il^c-iiicfieia denlgiin LJiiipih hcHiNi-il |5w*-pt’rh p,f 
( if 1 . y* rl ■ <g<I % V. rjL a l)?.ilo«k ^ 1 , h. ;-1 - I tiu y.ZUtl i 












IDYO 


CAhlULD I tr CALCULO VFClOKLM 


16.6 


SUPERFICIES PARAMETRICASY SUS AREAS 


, , Illh> , lie ht<|irflM:ie%: ciirndira*_ 

eili? I*.. M . . \2- *,swnjW^ > Hu^fiuicfc m niwi dir tmBMmm <fc ^ 



uaddllURi. lf>* l,vJJ ' ,lHlt .* \ ' Jl llfcnj iv> p4fj tk-^nbiJ vw|jcffu.*r^ rtifa prmjj M ■_ 

vurmblcN Ai 4 i»* h *» m toe**. A & ewiato* m *mm k 

inudu* iivprjjfcto . apht a a superfine* apeedn 

I U ^n.1 dd to " ve MJr * * 

SUPfcHflCiES PAR Alii TRICAS 

miinw ™"“ - d ‘"' tribW “ na *'<«■ 

52 Ic (oriu | r |f| * on miIo paiamclni /. P<^ deitflblr ““ '“P crfltlt “*“*«■. 

tumion «xi« .Ill rln. i>I <1* <l«s ■»»"W" Wl 0 y V. S>i|*.iif J <|W 


m 


- .lIll.pH + y(«.WJ + I'll. 


cs . . . „* vain i vectorial dcfiiiida « w» re*** « «• «• P^w “< I* »«k 

V y :. lav tinmane* ti.iisiiiuycoicK de r. son liuiciones dc do* vanuWes u > r coa dmm- 
l) tl ciHljuino ite tudns li» punl®. i*- >’• rl el * - ul *J uf 


nut 


i — T i(«v rl 


yin, rl 


r — ;1*i. r) 


> Sir. vi variii «i tiMlu rl dumi./X sc Ibma supeffn:ie paramelrkii V > b> Mdr.iiM> 2 

ve IIjiimh tnidLimm paramtiriciis dr S Cuda dccciun dr uy t r dti un puniu eis S kj. 
dc nicviuiif \m dcctuniL'v obuene itwlo S. En otfas pabbras, la ’.upcrlitie 5 o deb- 
iietfb por la puniu del vector de pustddn rliir. v) cuundo [ji, v) sc desplaia par toda b re¬ 
gion ti {vease ftguni I }• 


HCURA 1 

I ru >u[vrlri.3t pdl^nclrici 


J 4 


f 



u 


IV 


i) 


\ 




In, i l 

j 

l 



. * 




.Cl IJL 2i 



EjEHfLO I MuiUili^iic \ dilmic la \upcrtidr de ecuacion vcclOfiaJ 

rtu. r) = 2 cos it i + v j + 2 sen if It 
iOLUOOfc Lus iLuucnmes pimlirklHiras tic cslit rutpcrlidc son 

.t “ 2 cos it y = v z **■ 2 sen u 
Enionm, para cualqnicr punto l.r t y, rj sobce b superticic 

T ' + -' = 4cw : « +■ 4 scu m 4 

I ah i ijintri dmi ijHt las seccioncs lmns«eisik$ scnicalcs juralcl.is il plAno n if* J A,f 
C * > w HhIos Ins efnmlos de radio 2, Pucm qocy - rynohav resirkei^ 

g«rj Cj,l | ” ^pe'rtieic c\ un dJindro circular dc radio 2 y sti epc cs cl eye dc bs i 

















m * a ■ 




MCCIAM ii* m|kp|. ii-»* ■ #.'. IV > I *' 1 


* 



pgllfiA 3 


t ii cl i thi IiliIhi mini uikm a Ui% puj.niHrln -v Ja > v, y [■* *--*» i4iupvn el i plindm 

t'oiiifvLctu. rjeinfiln. m vi'ililnjrc n y c eipfivrfkiu d eldimiiiui ikl pwarmer. 

0 ^ * p/2 0 ^ * 3 

enbimcv t ■ I* M > V t. nbtieiw el eiuirtodti.iliwina i uyu lat^u r«. n > i*n« ’* 

(lustra it 1 1 Li N|j.llM I 

Si UIUi vu|*rlh w | Mh i Mil'll It a V i".l,i U.h|,i |h i| mi.i bilk idit ■-• i.m.l ■ r»« * . . mw.,. kiv -V- 

tVuniL ill-h lilikv l|l« mrvjw t|Ln* l'MiIii e<i Y a i:iher, una lam ilia mjh u . "ui.mn ■, l.i , < rn ( 
cunttuiili: Evia* f'amiliu* eiinvsiinrKleii a Ins nxlas vertical y liori/ontol M d ptfcQD uf. *i«i 

miuiitaiw it unrwiiUiic ail hiker a riu. vniimctt* r(a,. L it) sc vtidvu lj»m Iiiin i- -h ■ .. ■ I - 1 1 ■ 

raFiietiu r* y iMiue tinti tllivn ( qm; querist S (v&i&e figum -Ia 


m Vih»! ifc fc rnyfitri 

at tu f-pi * r 5 ran cufai 
neztibm m* W ufim P*^* «l™»- 


fFGUKA 4 





■KURA l 


En frumii similar, si iikiiiiic ne am Manic a if hacienda v r.,, nhlietic him turvn f ric 
tivudu pur nrf, r 1 ,.) que quala vnhrc .V. I - seas curvas sc deiminiriLin flirt ih rrlh-ntnn^ 
(Pur ejemplo, en el ciempln I. lav eufvns reiicu lares oblenirias al han-i n , hiwi inii 
recliii hoi'i/onlolev b-ii imiln t|ue las oirva^i K li^uliire^ aiantln i. 1 Lk ^ cmsliiiihr . n-. im™ 
ferendasj lin cfctlu. OUimJn WUi compuiadora dibuja uhll super 11 L -k- purLiiitelm .i fnn I" 
regular ddiness him MipL'iheie ira/.undu csias eurvas rielicuLires. ^nnn ve en rl riemph 
Slguienle. 

£|f MPLO 3 | liihec i3 h MMt’in.i al^ehrako t^iripulueiLMijl pjjd diNn t ir l.i MJ^-rli, if 
rf u. v\ ((2 + sen r) cos a m (2 + sen it) sen n. w + cm i*' 

;(Juc tunas niriwn o r# ctWUi CtifkilaMc'* ^Cuaks ikncn h r euiwomMimte 

WtBCic^ Trace h pane lie Li vuperliue ijihi el tkuninio dd pMdfiK&Di) 

II - t 2ir(k- la figum 5, Ttcne el a^fKfUMic un mfaoen espinLL Para nknlitkar l.i^ain.n 
relkuLires. everiba ecuaciunes porjruetnca> Lun^p^Hldien^ 

x 12 4 sen id cm it y (2 + sen v) sen a - ^ 4 cm I? 

Sa r es continue. «DH3HCfll ^cmi f y Ctw if snn eiHislanles. pi if 16 pg IlM miielDMi pa- 
ramelriL-LLs sun siiniUtM,-^ lav lIc In lie Inc del ejeraplo -I de lia NtvijiiM I ^ I Am L ^ 
curvoi relic ulurL'v a ui r umMiirric Min law curvii^ cb l» spiral dc la lifiurn Si 1 i alb re 
que bn cun. a-, rel if id tires ■ h m n c^iivNnHC deben ner la> cun as, qm 1 vc ver ^'..... , n 
LunfercilCJas en In ligurji MiW pnjeNis paro esm afimuckin es cpie m if m- m.imiene 
C^aslaulc. fi if.., ciilMHtc^ la eaiai nVn i*. + im i' ifcmuevir i que \ ^ vuLprev sjriaii 
dc ukv - la if-i + 1 

fin levs ejempfct* I y 2. ^ *iab.i mi.i eLEi.iL um vectorial y m: pedtfn ibhmor td %npctrnrie 
p.inithetnb-:i cofTc^pTmlkmc Kn lm ejemplm vijuknle^ vr pLmkj el (mbbkm.i ilm 
eil de bailor uno funckMi vcs Uirml que lepievente uua Mlptftlfie UsMla l-n lu tine rrvi^ «kl 
eapifuhi. a mcmirfai %e ncccika baetr cuelamenlc m. 



















http://libreria-universitaria.blogspot.com 


1011 MM CUrtWtQl* ^LCUtOVlCtO*«L 

, 4 1(ld MMMMU ' pi™ ■> 

tflHPlO 3 hHMlUlt unit W* ^ , h ... ( i4,fikh ■ h 

*■ y WW * P,WlifWn CS ' * ‘^ paitf dr - V ck%ptM 7 i^^ Ulta 
lULUillJH Si /' Cs i HllUllik' I . ™ 4 I' 1 , „ | u hIm > - eHm '!• h ■ ' ' ( ur i Ul 

... . l« . y 

,.w.,htfe* u ) l‘ wk‘ ‘I" 1 ' >’ >’ - . .„ (imiliv* Vimr um^ M d 

.luiili- I- If) >1*1 (»«alf 1 l " P ' . * .„* Je pmiuiWi <fc <«•**<-> 

411 ,lf ID «**<•«> '2 2-) *' el 

fit 



IGUAM 


r m < hr - r- * 

Emuncts. b wM *• «l~* ^ 


ft it. !’l *“ ' r NB 


'll 


mm “ y u san mm*"**, r y b - n>..>>. >■ «.m. 

JSfX p , “° i« P“ P"' 1 <' '•*— 

sigue: 


fjtwPLO 4 Dcicrminc la repwSCfllHddfl panuirfirititi dc la estera 

x 1 + r + r *= ** 

\tiiu(tOK La repress-iiitiuiim simple sie la t^l'Cra es /> = tf cn iNHirdenudas cvlei icjs a« s j - 
csifjjji Ins ftiguJcft rfi- y tfen toordeiwwlus csfericas com» los parametros I vca.se seccton 
15 .si Luego, al hucer /i = u en lav eeuactones para la conversion de coordciuda* 
ca\ a ftiClaltglllart* ictUiiduncs 15.8.1} oblieflt 

i it stn co* t ■ ti sen d> 'Cti A r ^ d ct» (ft 

cniTKt las count.cs jXkiutnelrieas Lie la tsfcra. La ecnae’ior) vcciorial cnrivspniiJienle c- 


ri iA. m a cen <A cos tt i + a sen d* sen «j + ^ cos ^ k 


Ticnt' (t -'. A - iry U 2-tr, Jl- mudo que d dommio dd paranveln» cs d foctan^u- 

to $ * [0» w) x [tK 2 tt]. Las curves reiitjlares con r/i convlanie son las circunfcrencias 
th lutiliid constaii(e ism olvklur el cakitlm j. Las uumis iclicuLires coil Wconslaftte son 
Ins rneridianus isemieireiLlos), Kis cunles unen los polos none y sur. 


• (t^i dt kg >jim m In MHrtbci pawwt! 

mfifA la ttnipjiaitera 

ii lijt-ia ? ".n myestra rehftlada tie itis 
■menlqi de dibujK Id Mini a j ♦ s 1 ■* : z *■ I 
iJr pL'.-iHdO : y 1rdJ-(|tKl(l [HP MPSrDdO ll»l 
Nmnlanos »Pfl«iw H Irtlf-IIDI Prtrcce qwi (ftltn 
$41 te se la «reti h lwm d«l it icuulai 
ndwyu r tpje la cunputidcra La «rjg$n 

> -Bt y u:-2ad et ta fnj>j j 6 tw qenpada 
--eiafld uunfe ljs 

del £|tfnpM 



i lOUItA 7 



FI Gil FT A 8 





















































\§CCiOU 14 4 ICIfS PAAiUM! I*L< A* r 1' J-. AIM*'. t*Tl 


fjlMf io i I l.ithirr Li ictoi puryuneinc# del Lphrvlm 

i r + Jr* - 4 0< t* l 

IGiNfiflH HI ciliiidm iteire kiiM rqHochtu.1011 umple ? □) raunkn^B rBfnifrh-y dr 
nn>iUi. |m .l-i.i ioiihi pwameiM* 4 y ; «n OHaikiueb* uiindfHj* KrtrMton km ecu 

cfimcs. pommdtricai ik-l vjImhIoi um 

i 2 tm fi \ — 2 sen 0 ; - : 

tlundi; i\ - if - 2 y U ' "■ L 

d EJtMPlO 6 IX-lcrmine mm him n m vcclorinj que rc-prc^crim > I pm ,d ■• A*w h -- h-nn •. 

; = ,v J + ly 1 . 

iOLUllON Si L'EHiNidciii Ji .1 y v ci mui puniirwtrtjs, cntninces. iiiN cuwcn>iu. , s pntjiniclj'ic4i uhi 
s-implemente 

■t ™ -t y « y z = x 1 + 2ir 

) h eeuad-nn vcetonnl c* 

rb, vi = ti + > j + [x 1 + 2\ - ik 


rtJ3 sbii 55 S ete£ffvjf En general. m m? -I.l una iifcdick anna craftca de tma luncmn Jc i ) de t ^ d&jif, 

con un.i l“oi;il iuii e!c t.i forma ; fL\. \ I. stempre sc le pucilc cortvtdcm lohmi una ^upa- 
fioc ixinirtietn^a hiKietido a * y * parinw±ros y expmmdn la* ecuKMitio pammetfKa*< 
cnnKi 

i = j y = y - = /Uy) 

Las repreaciiiadoncs param£Erico*. Ejmfoien conoddas cpntg pammd riSucmncH de 
super lacier no son unkns Id cjciPipIo -"lijsuiciiie mvesim <Jn\ inmiem* de piinimeiriAir un 
COHO. 

EfEMFLO 7 Busqut- una reprcscrlacidn pammeuka pom Jo supeifick r + y\ 

deeik la mi Co d superior del cono r 4 a ' + 4y\ 

iOHICIOfc l Ufia fCfiresentLKi^n posihle sc corsigue escogienck* a _i \ s cooin parimetrov 
X - jt y = y - = 2 v'V + y : 

Dc motto qut b wmettin vectorial es 

r|.f. .v) i i + vj + 2 V * : + 


■ ^Bi algwi «sn. In', rtflfssentapones 

ise lit uOuttofHj. 1 y 7 «* Jqu«H 
tunas, priti vfllLrri^n ? p-t pclwib^fl 

v tram utyKlm. Si Jnteiws ifilft (a 

[WE -In! ikius|u [Jol pIlMIO 

- ™ i lkji iiirftiiiig. inflii iq ijijn Hchii ham mi 
’ t j-ftixiQii ? flQ E4rAbwr uf tioiFiimo dkrt 

II - ^ || , fh - 


J&LUCIOJr 2 Oins rtprcscntneiAn pcsulio cscogcr cocno porimetrus i las cocrnkmub^ pik- 
lares r y ft Un punkM-v. y, :) del l-ojio ftuisface x = rcm ft \ sen wy 
- 2 v -V + v !r I>l* mudoqiiC uiia ccuacidn V*ek>n;il para el eomi es 

rir 1 , ^'-eos ttl + rsen flj + 

donde r ? 0 y 0 ■ w ■ 2 # . 


SUPERFICIES D€ R^VOLUClON 


Esias superficies sc pueikii represenbr en lonna pmmftneo %. p>r In IjuUh ^ pucekzn 
dibujar medianie una tompuiadnra (%ir ejeniplo, cotmdere la MipcrfidrS que w t*nic 
iw al haeer pimr la turva i f( iL a - i " b. alrrfafcf del eje i. doiuk- /in - 0 



















1014 mi CApllUIO 14 iHAiC.tltO VtTOAlAi 



tmu? 


I 

“/Hi 

jl 


Si'ii it el sliigulo i"l' K 11 

killHIICCS 


IEI ii„i If ..-I en lit '* f* » vnpuf^^ 


v /|ik‘<>»0 


/11 *« n a 


hut |„ . . * J « COW parti"*- y *» 1 

CrL-us,k- .V I I J.u.iin... Jc . ... Mm* ' 1-" a ‘ ■* ' *-««•« I. 


IIIMPLO ( (JukT.iiii.L- III-. CL-IN.L-UMCS panundute" .k-1» “P«*™ puiiurud. aU*** 
at h cun iiv - *n .. 0 * * * 2 b-. Main del ije d« lit* * OM MIC cmicwie* 
diNijt la sillier IK 1 C tk revuluckin 

lOimiON SegHfl In* ecuaciune* 3. Ijs ecuiKianes paranitfifit^ mmi 

M = x V " sen jc <■{** V r *en .r sen ft 



j d ilowmio del |>iii:inicirn <ss 0 «5 * * 2a; 0 =s tf * 2ir U fijiurj IU ilustta tuts pMa. 
que sc i'hKiio *il Uazar esias ecuacinne- 3 girar In inWKs'n coo la ayudj Jc um _ - . 
tadon. 

Puede adapiar las ecuac tones 3 parii representor unn Mlperlfcie obtcrudi j parur tie] j.| 
drtdedor dd eje y <> tld eje r (vdasc ejerctdo 30). 


06UM 10 PLANOSTANGENTES _^_ 

A eonimuadon ikicrimnunicl piano la u genre a uim supedicie ponunctnia S Jdoicjda r- ■ 
uim funcltin vecituiaJ 


rOr, pi = ,tl«, f) i + viwc p! j + rfir. r>) k 


cn mi ptllHU F■■ lihi icetnf (Ic pewieioo rlfai. Efo). Si nianlieiMe 1 a en naaiw y hacKfldoit “l^ 
ciilimces r<B,i, t p j sc irunsfomia eu una Euneion veciorul del parameiro limcr t. t detini 
uiiii cun-a reciculiir 1 1 qnc queJa Mihn* S Ivease tigtira 111. El vector tangente af.en P.. 
sc obliene deltrmlmmdo la derivada psucial de r con respeeto a v: 



< ddiniXpIjr rr!^^ ]' riUUllc,H lu, wliiiHc hacientJu c r,,. ot**eiv una t urt.i 
** ** rt "' *> V* ™ S. y so vccittf langcmc cr. P, « 



r. 


hft iv li + — 1t/, ll( v|j + 


dr 

t (na.«b)k 

ill# 

































I«T1 


X.-7/JU-' 


, 1|ul j | nmUtiJ M 

w f |H l .1A ..'inn V SMilJiia . 

,11 'I 



HOUR* >2 


FLOUR * 13 

1 J imajicil <JcL jub^iUnfuln 
K odpwvlK\ . 





itf. Cldt# 14 4 Mil.. ,K ft/* - ■ ■■ 


' Sl 1 * ,h ,t ^ cHimier* I4 Mi|x?rtk n W Ibnm wiifimii.»iku mj he™ "tM§Mam~ fcfi 

i'l C41 mJ lit’ LUM ^upLTlU- K ini^pfim B . Iff pUfto yuiger^U: o cl pluiiu ijur MWimit ki» 0** 

f*Y d vector tiiviml f„ x r f ci im vcl-ie* normal at |ri*no toii^nk 

| T i tftMPLO $ UtrU -1 [M-lfK: i’| jllnim luugeuic i! 1:1 sUperlkie CiJJ-ua in. UJILIIprw^ puruni&rica* 

* L111 ' !<’■ 1 = [|J i - « + 2v cik i»| (Hintcii (1. I. %) 

\i?i Ml 1111 h l-trn tie fu cak u II 1 U j4 vcl hue - '. 1 .111 |j 1 ; rile 




'■* . <iv , ft: 

I + -j + k 

,p fi * *p# du 


Ini * k 


*u t fry „ frr 

r - | t - j + — k = 2e] + 2k 
fit" i4 fr# 


1 4 

3 J ur In iantt> r un vector nchrmjil ,tl plarm imigcmc es 

i j k 

r, x r 2u 0 I = -2vJ - 4u j + 4wfc 
I) 2r 2 


i JhMrrvc que cl pumo 1 3. J, 1 j atnv^pdfide a lo% vdofiei del parfimctii^ « 1 I \ f = L xsi 
que cl vector normal ^ 

-21 - 4j + 4k 

Ptir lo tiintoa una ecuackkt del piano timgentecm I J. L 3) e> 


11 tnmhiln 


2(x U 4{y - 1) + 4(: - 3) » 0 
1 + 2y - 2_- + 3 * 0 


□ 


AREA DE U NA SUP fiRFlClE _ __ 

1-ln vc^uitlj sc desire el area ik oeki wfieflide pOTmetrica gener.il dcimida mcdiajilc b eeti^ 
Limi I. Paro Minplsikar d iratujo, primero sc coils kttra una supc riwic cuyo ilniftrt O ckl 
piifilmetm es un reciting ulo. \ >e ^ibdKklc en mfc reetinguls^ Escogc m " r ■ eomo 
t! vert ice inferior izqmerdo de ft,, tvdare tigura I ?>. La parte i 4v 3a superficic 5 eo- 
nespftfkdc a ff, $e denomina prm’Ar y el punto P.,, cuyo veelor de puMeimi i» mjj \ r : 1 . e> 
unn de sm vertices. Sean 


r* - rjw + , tf) y r* rvluy B 
Lbs veeiiim langemc en V cumo lodcftncii la^ ecuociono 4 y > 



r 





































JtTi 1 1|r C*NfVLO l* CAlCUlGVlCIWlW. 





I 



HGUM 14 

\prmim;Kli>n ik un purgbr 
medutnlc un pjiaMupniiwt 


. . fll . UWM t<HirM.i la* d->* <W P" 11 * «c 

Fj| 14 lijjiuti l-ll.K 1 1 ’ ■ ' vetliifi-1 A U 'If/ ' f" Tihile t rxjr/t- 

>"»■ *» ft - . . . .2 !Ti' S yii. I . P »to 

npnMimor pi. JJJJAJJ, ^ jjfwwwiM. Pc Mt» modt> t ^ra*im 

U, N ihi y « iihu.. n. d pi. . ******** 1 ■ ***** pmmtvmka 

eAdfft ■ l<i» r?l = r ' r ‘ 1** & 


y t | L . csic mi*l(.. H}iit))tiniucifjn dd iirL-it de S es 

V V lr* < r,*| Am A* 


Li. intuicicn dice c|iir esia apioaimuridii cs mejor Htuutdo incremenUi la caniid* de 
liiiijjulos. e idcmitiiii lu doblc -1111111 cm no una suma de Kit-munn para la imcgfid tkfck 
|Y,‘ r u X r <tii dD listo da lugar a la deliniciAn siyiuicnlf 


t Dtf INIC40N Si Ui eeuacitm M£Uicntc ikhnc him Mipirtkie 5 pai.iim-triia um- 
forme 

riff, d = r) i 4- ylu u fl) j + -C J ft M k in. v} & l> 

v S es tubierte Wak* una ve* euantb (if. r'l varia en I(hJo d ckflninio del puf-jim'in- 
fjr. entombs el liipv-a de la super lick- de 5 es 

/ICS) “ j'f |r„ x r ,[dA 

fJ 


dnntk 


r. 


Ar c^v r); 

— j + — j + —k 

ill! dW fill 


r, 


&x . dv . dr 
— I + -^j + — 
i?r dr dr 


k 


IjlrMPLO 10 | kn ermine d dren de III mi per Ik lc de una e^fera de radio a 
iOLUClOH Hn el ejcmplo 4, enconlro que Iei icpresenia^idn paranuftrira 

' a Mfn & t* v ii !ten d> U z= a cos 4> 


dimde el dominio del punmielro 


D =* \ifa 0\ |0 « <f> ^ it. 0 ^ ^ 2it} 

l J riinero calcule el prnductn ciu/ de ln% veetores lanjcntes: 


1 i k 

<u dv rir 


1 j k 

ii(A ii(/j 

•v 

c# ten ais ft it eiis >M:n ft n ^ 

1 i^V A; 

'»w <10 rtO 


a ^:n 4* s£i% ii a sen ^ cos W 0 


" ^ ^ cos w ■ 1 " wi]=«t sen f H- sen </> cos di k 



















r 
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SECCJ4N 1*4 ^UPtRftCir^PAHAHE r V s ■ i#»f 


JVi* COflilgUmtffl, 

|r# ^ r*| “ i ir l 4cn J ji 4 

% I ff’Keil j/j a* $ (/ ‘.i Pi ,f, ^ .vti 

plH'Mn ijlkc St'QI i/i El fuij.Hl *fi n P^Ji hi Nmlli, ■■■ ^ I pa I Li i,trlnncnjii h ■ I ; i r fc ; •]* Li 
L'Nk'HI i'S 

•' || r, rv'*M 1 | "« 

■■ Jo Jb 


\ JW | (2iri2 4mi 


AREA de la superficie de la grafica de uma FUNCION 


* :>'.« 4 »**urt * ■* turf entre la fimujCa 

* i 9 t»'a iH a?ea ^ una sinpeffiae 
t >* frtnyH de Ij iwigilud de arto 



frlilttc&itl 



■=H l l| <■’«*» uspeeial Jr im.i su^Nor S cuyq ccmunrin rs .* /U P yh doiuk U. yj rMit rn /J 
y / lienr Ucrivndas paruiiks i![Mtimm&» tmne a a y v ennui pafrimcirns, E.js ©cuaciumc^ ;- ,LI 
runuStnats son 

J “ * _v ™ v :^/U>) 


tie modo que 

y 

m 


r. = l + 


r, x r, - 


(S) 


i j k 

m 

i tj — 

<\x 

j£ 

By 


j- 


if)' 


a i 


-.iCi-itj + k 

3x By J 


P<>r lo Unlu, ticne que 


i ^-WW-iWW 

v lit titrniub del urea superficial de la ddmickm 6 sc traits It imui cn 



W (JlHPLQ 1 1 Deicnmnr d lireu de hi pane dd punibotoide ; < + r que uh^a 

buju ct piano “ *). 

lOlUUflN LI piano conn cl puinboloidc y forma cl cfnulo r ■ i : 4 , Por lo lanlo, 

la superficie dudu csla urribu del disco /> con centre en el origen y radio 3 (tease hgum 
15k Al ikplicLir la Idrnuihi *> 

A ' .0 \/'*(E) ,+ (f) " ■ f Vi+<M*+tW4t 

|| % 1 + 4(t : + v-|f/,4 


HfiKlAls 

























ion 


|||| CAPltULO 16 CALCUia Vit TOUIAL 


.M mufommr a ««•*»»*“ 


dtt\ f*u l * ■ tfr 

Jl 


I ii jsff ip* n?sli * 0111 ltt mtitr del cAkulo dc «iu» «ili variable (flA 

'•■ '■" l,l,j| -‘ *' . . ' V ..I tm*< t«*> |J ‘ ‘"' 1J • - AA»««h 

Consider*: lu sup*' 1 |L 11 / 4 i l l t‘ ■ j s iiiiitiMUJi Ik ^oerduoil In 


MAlfifdM ** * UWi *"P cr1Jt ,c "" V1 * at « e «fc*a t 


t miMiftLk i» "i- . r( . , o v r e s wmtiHUiJ 

akedcdni del flj* tic l«* *■ tll5odL ^ - y ,. n 

i anbc t|ue la* »cun*«iM iwreuiftncw ^ 


- /( 11 MTIi « '■ X 


i=x y -yu)c*» 0 

. J- V nece&iia lift vccinrci tangeme* 

pant culcular el Area tic la superlKic dc .. 

r , = | + fix} cos Hj + fW « n ffk 


KJOc, 

0 « * 2 it 


Pin lo lanio. 


r-» 


r, X t> 


-/t il wn^j + /(*)«* Wk 


| f[x} COS « ,rU) *CfL 6 

0 -/U) sen 0 /(v) cos 0 


- /U)/10 i - /U)n» ®j “ w k 

y entonees |r, X r.| = 4/UIH/W + l/U)] : cos=# + UW*"# 

= 4/!.x)HI + </WJ =/WvTTT7W 

pmque fix} 3* 0. De duflik\ el area dc Jf et 

A - If |r. x r«|<M - | 5 ' fVuK ' + U’WFdxM 

,V * p IJ .'(i 

il 

— 2jt | /{.v| v l + [/ 'C A') j’ tlx 

4 «s 

k'.l.i c* prco&anKfltc la Innmiki i|Ue sc utilizd pilTJ demur cl area de cua MipefTi«-'K dc tc- 
voluddn en el c^lculo de una sold vdridhlc (8.2.4). 



EJERCI005 


1”1 OclcnniK m Iih piinlot f*y Q CM&n tebre b lined dmld 

Ip rtM. *‘l = I t Sn - r, 2 4 u 4 pi 

hi, I0.4).ei5. 22,51 

2. r<n, vl ■ (a +■ if, v J - v, u + r 

PI3* -I, 51. gi- l. 5.4| 


J“4 ldcnliti(|iK la MjpcrlKic con la ccuodOn tectorial dada. 


5. ru vt - hi + fil 4 (3 * if)j -M1 + 4w + Svik 
4. r(rr h V) •=■ 2 m;o win ? cok tr j + i*’k H 0 '■ tr < 2 


5. rh. tt 1 11 r. r : - ,r> 
k rti H r) — <s. sen 2r, j r . jr cm 2i) 

Kg 7-12 Con la ayuiiii de orw voiuiniliidora. dibtljc l.i tupcrtifir r -jr ' 1 
ntclFica. litiprnrui la gratica y whe el la indHfw en iiulf"'' LiriA ' 
nttculaicv u cv cun^lante t cn aLilc'. i c> con^ufllc 

7. riif^ i>| “(ir + l t r' + 1, u + pji t t. t *= r * 1 

*. rfri, p) - {a + v. a", ir 1 >, l ** u « 1. J ■ i* ** l 
fl. ri«, m (m ; cos if,« sen if, 4 f'), - l n ■ 1.0 * |r ■ ** 





































vrceim* it 4 r t r «*j- *m*-. 


i&Tt 


r l wni-.iih I f Jii innli- ip. 

*%“ h 3* u( r 


If 


|>, 1 im n h’« 4i’, 3ii *rfl 4f 

■ fc s _ _jfS , ,. „ -/IP 


ff/2 ’• r ' 


41 * H 

.4 I « ,ir --i'll if CO* I’ 1 . * - 41 (PIjf k ns M, .1 . 


|klJ ... Isis L-LUiiL’iiiikrs uni In vnIIIl.i I ,i 

VI t 0 |biu. i I <- de >u ICs|nK K si,i iMcr.. L-n t|u£ l-Lfrn- 

jui .uiijs urtK'uJinri »c* ciFUbtanlc > tfratu.ik--s res cnralaflte 
II r.r ? 1 ■*^ rl + ** w + 1 k 

|4 r 1 t 1 -t ^ l 1 i ‘ ** Mrh r J t h'pj n k ff _ - u s 

lj rilJ -.L-n p i - lus jj sen -«■ j ■ m?h ir st-ri. 2t k 

If I ■ I • «HJ + L(1S r3 CI3S 4 3HP, 

, II - uH) +■ COS B4*eil 4lTtt, 


T * 7 * I IK mrntt mid npnMSModi ji 4 iiuihi!{fMp <fc U wigprriteK 

Ifj H pluhM -* |Ul p*^ pin tl pudJlu 11 I IP y + nt.PH-nr kr. vctlri 

» si * I ktf j fc. 
jfD- I 1 111 m >11J 1 r i rL- 1 111 r 11 ■ I cJkptrfiiEiJri- . ■ i 

21 I.j jMflr -Id JsipQriKtliJHk 1 i >»,!.. 1 L-ik uenlfiM * 

l.i 1 1 »‘ 1 1 'i‘lii 1 iIl'J jijmup k: 

1J. I.lI \\aih- iJvi |Uij|KrllMiJi' it'll [Hi H - . 1 - H.jijtv ^ 

clilrcrUC del pbrup.L — t} 

l,a part* Jc U dim j ‘ 1- > J i- : • 4 ifuc tc ’ huj 
■ki cooo j "• i/-* 1 + y 2 

H. U |wtc 4c U ftim * _ » if? i t ur r ^ smtt far 

2 - - 2 y r * 2- 

3S. !-i pwlc 4cl uhndmjr + r I ft t|uc mi cnifc ^ pjymis 

Jf * 0 >■ a ~ 5. 

m,i u [Klil^ M phlPMH : ■ Jf + 1 M s silud CJl l ! UliiTdtiE del 

wiliiKlri) a" + y I 



?l“7( MciJiyinPi: un viMcrru |lp£kmi» ^iimpu^Mnljl ^tnertun_i 

fc-f jfK J Kjue sc EUfeJtj J 3a ^UC m: 



f It. tJclemiafK I.lh cs:uat;hitfK^ par^m<(n4 .n. ik- iL ^Li|^crli t ic ^ 

j! h Ju-sr gipif U aan^ 1 , U * 1 T 3, Jre4cik* 

4cS eje de Ejs 1 y can cl las dihujtc la njpcrii^dc 

/ ' 30 , IVtcm^iiH - bh L-L u:it i^nes pariinicEiu iiMlc la iti|vnk N: ijtK 

(torn al hwcr^irjr b t urv a v = 4 y* - V + , - J « V « 2, alfnJc 
i k ii lL-I qjcilc l;is v y coil cllah ililnijt- In Mijvllklc 

B 31 - 1.11 ; C^ih: siK't'dt: am cl UiIili csjural ik-J cKfiipUp - ".L-asc n 

Kiim si reennpli&ffl00s. it |^m sen u v wn u [Kir l-eih ji' 
ih|, <>111,- Ik urn- Si cn lufcl^r Uc cos n ;nhk- l w i. L -n 4 c 

^pi r# escribe sen 2tt mf 

r-' J?, La M.ifkviis nm ^OVtOKi i^ipjhkihl 

i 2 tir. # 4 r ^tsipp :> 

V * 2wn 
* - fi^nlfl/2l 

ilnlKlr t - . J |) ^ i rr, ik'iKPMiiFia ClllNi tic Mip- 

rilus, Dikip £'U lupcrlfLic vucpjv i^i ^kveiu-. 4 Qu£ t % 

k» fkk o c^miun con clh? 

























lOid HU CAtirULQ ■* CALCULOVIdfOMAl 


11-3i t ik ikiiIii' mu tttiiak u^ft del plaint IjjijiiTUl" J Ij Mij»c!flkif 
HJi.irnflntJ d,nJa rncl |Riiih>^|iKilN:ii^i **i vueiita h* pen^nUlM* 
dt rfnfaltnt|tK dihiF 11 *u<>*rt»rte^ P* mn^rkas iim? l*i , miii»uwl"'- 1 
ibtapf fj supfltkitf > cl pljHi tnnpcnte 

flj , a 4 p. y - V. z u - ri (2. >. Itt 

34 t u . ‘ - If 1 , : - up; « = ].■■— I 

15. fM-P'l If’ i 4 i« rfFMHj + I' k ! JJ l-I 1 
36. r(fr. I') ■ Ml i t JMeui'J *■ immimIi; r t = 0, t * 


JJ-47 ivicm-inie d jirv4i tie l.i superflcie, 

gQ U parte del piano X\ + 2y + - - 6 tJUe esfu en el prime* 

uclanlc 

J*. I .i pane ,k-l pluih> h + ^ ■+■ a - EOque esla Jcittm dd 
ClUmJrv i* 4 y - 9 

W, L-J tUjXftHiif J " ■ 4 L : i t {f ^ ^ U * t ^ I 

40. Lj pane dd pIjihKDnau^uiii sectorial ritf. pi : il + f. 

if - 2c, .1 ?u + c) que tita dada. par n ^ w ^ I. Q ^ r< I 

4t; Lj pane dc la Mipertiue : = n que crid denim del tilmJin 

jr + »*- I. 

4?. | j parte de la svpcrlicic r = I + 3x + 2y quecylu Jitiitwi del 
m. hi 11 Li eon Unices III. 01, I'O, J l v £2, ] >. 

43. L.d puriL- del (lLinibnloidc liipeMlico: - y- x : quv cm:t culrv 

lot cl limits r v y' • hr + v J - -I 

I P* b 

44. |.j |ur1e del pariihol tiiite x = y : 4 ■' que cslii Jenin • del cilm- 
dru > ' 4 * f — 9 

4S r I j pane Jc li HijwficK v = 4 1 t.- ; que Ntf encucitint enlic 
kK pljntki i - l) r i - I . j = 11 y ‘ = J. 

44. RJ hr It, rmir ml rjmpi cn C^pifaJ l Ctfyft ailmtin vceiufial o 

fin. PI ■ ervih p| * w ten r j 4 * it, 0 < «r « | r 0 < «• * CT 

^ Ij -upcfht^tuja^ ecuaciews p*vn&ric*s wiix = w \ 

% mp + ; - ■ r 1 . fi - ji ’ |,o,is p « j 


4!H¥ M d diu de | U ^upetfieie tun cuai™ di^t dodimk* 

Lie ik|-H rsyiiniiLiun . cxpltmjin k i cl arenen unt , „„ CKni | W|| 

eilln y uiilii-e nrui gjikuluilnn pun mlmar || rriicjsriil. 


41. La pufie de In superlieie : 
ciliiadKi x 3 + v* - | 


“ Cus(jr ' + .v^que tsidderum del 


ih m ij u * u "»*+>*+« 

vacvtAi IS «n*nilln<Bi . 

^ Li - ■/M * * * ?'' **' im **,Q* 

n. rht Med Jllle ud ^* ,L * 

c | jjtfj dc Li snUpcflK'ie drl *Kivi Mi L>«q , n*u n t ,( t4 , 
iktunaies t imipwe c<W Ip irtfUrMp ilr-J «rt i,, 


S?, C aleule el Jc Ij ujpertn " 1 IJ ? - ^ u * '0c4uml c * 

’ U) = <e(» n «hV wn w a»V kch’f^O « « m n 

(I r ; 2l7r.De Ml respue' ta t«ll * . ..a fk i uiMlcs 

ik\ 53. t akiik-elliiuuMuetiidelusujKrtitic: - I tli4^4 jy 

I T * I. 


54. i a i Plsmtee unu irucgmJ d^ihle. >.ta emlu.H :.i. [uj.i d , Ll „ , > . 

su|K‘rikie EeuiWhJiiev piiisunilrkea* kiUji - uncut r . 

\ — hjt wen if. ; = u'JJ "• 41 ' 2 r fJ ' f * 'Jff 

ib| Eliitiine los parSmetiiM poni ckmutm q« la yuperliac a 
un paruboluiik elrpneo. y pfaf^Pviime mra inu^nj a-p^k 
par j cl area Jc h Mjjiertiae 

(cl Mediame las mwcjomfv painiiklriw- del irn.i M < i*j . 

= 2 j fr - iiibujc Ij Mjperlkic 
m id > pdi-j el caso de a = 2 y h - 3, jplimuc un - iocit^ 

UHiipULkioiuJ pan dcurnmnal cl area dc L ^peitkie cm utu 
jpntiiiiuioii de iLiiiln> cifri' Jctm iales 


S5>J Car I JemuCHlrc que ]j\ ecuacinrics p.i ralm-cr IL as 


t = y sen u cos v. y = b sen w sen if. 1 “ t cim u. 
it -= w < it. ii^ rcprcscrtiun ini dipvnde 

ih) Apliqiie Ins eeuiR’icmes piiiaiijclneiis di l inyi'ai ainen-.'i par. 

ililuip:jr el elipsuidf jura el caso u I. b « 2. *. X 
to) Planttc pero no evalik Lina irjivj;ial Johle ]>ar.i cl asta Je .... 
superfteic del elipsoide del inciiso Ibi. 


56. !.i) Demuestre que tas eciuciuncs paruniciiicas 

i = tr cush u cos [, i = b tush fi sen r. ; = < senh «. rt- 
presenun un hiperbukijdc de nna hii|a 
|br Apllque las ecunckmcs parultkinca^ del ihein' aJitcme [UTi 
ddxi]ar cl hipefhnkmb para cl caui u — I. b =■ 2, t - ? 
lei l ljmec pem ntroattic upa mteeial duhk pin cl aiea Jc L 
ivrne del hipeitwlonji; del inciui ibi que « uPicj tniic c 
l*u»i= '3y;» X 

B f'alsuie cl area 0c la pm* de |; L eskra , 4 i 3 + : : -4r qur 
sc nwuencra denim de In pntubiilirnJc - s + v 

S6. La liguru Jriueslra In supcrlicie cieadn ciiirndocl eiluulni 
> + r = 3 inlersccji ul ciltudm \‘ + r 3 *- I {'ukule cl fa* 
de esiji superficie. 


49. IJ (l.irledc Li Mipcrrtiie ;"r 

,[ 3 4 v : k 4 


•'-r 


que arnhi, del 


Ckkiile LWtimmetft» dc opmunmcHki de tinka | c ,. 

- II + x’tfil + y^queque^ 
del cundndn . | + v | ^ 1 Humic mediame la eiuhc 
pane dc la supniicic 



























VtCCiON l*,T INTIGMLI . tA ^HMl' Ik 


4 J, nil,' ct *TM ik pane do jil cWcjj I + 1 f * - ,r H||jr 

** rf rM wiiii cllindro i- + ■. iii 


? 


f| P^crnuv «*|J paiinndimj ik! turnipe « 

** h 4ictfiiw jl h-iLL’i |£imi jJifJtfiin ikl eft' : *il LInuk* iph 

f^rtcpiyii rn rl p#»m> *: > tnyo ccntm li, ill j n 

/. | /irai f.J (anstUett cufim parrifTKftm \m un^MlH" 

itv ii ofi ^ ^pmL| 

jM Vul*c l.n eeuuciutw* pmanritikft* deurrwHniMLih ^|| M k i 
. ^i.ini 1 1 1 1 hi | iLi d I'Hli | u m y.iriih, t ulnru- ,k- «j ■, h 


(i , Ili repivsCFiiuh i -mi psirsmidlrieu Jd iru i^i uli iU-Ll-i 

mien- d iiivu ili- la 'uperficie dot laro. 


ion 






INTEGRALES DE SUFEftFlClE 


i-y; GCHrapundcnda i|ut? eusie l 1 Hirer las lmcgrjks de supefticn* y cl mej vk urw supertKj* 
cs L misnu que l:i fL'Im mhi tfllic nilcgmlcsde Irnea y kmymid dc Supnaj:j quo / f. \riu 
tuncifi>n ■Jk irt-^ variables en euvo dofiuiiio m? encucvura Ja supefficic > Lfcimira b intc^nd 
de supeitieie de f ^rbfe V on tal binna quc. en cl caso du ndeyi i. * ! i L cl valor Je la m- 
Ic^ral dc supcrficic es n^ual jI urea superficial de £. CofUicvtcc con superficies |ur 4 risctn- 
L x 4iv y luegu h‘ [jukipa cun cl cum* especial donde S cs III ^rjEic.t do mid funtion «Jc vj. 
ritthlcs 


SUPERFICIES PARAMtTFtlCAS 


Supongn que mu snpvrikie S iivm- umt etuadon veaorial 




rUt H \in. id i + ><n.dj + "(w, i0 k i». r) E /I 

Frintcm supotiga que cl cJiaoiniP D del panimclro es m rectan^ulcs y lo divide en 'Luha'c 
Ljaigulivs k de dinwfiMones lu y Ac. Luego la supcrfiLic S sc di^kk cn I"'- parchc^ li 
ptHidicntes ,V . cihiiu cii hi Sigun 3 , E\aluc /en un puoto /V cn l Ada p.irdic. mulfipliquc 
pur cl drfi-a A S del paichc. y liwmc la senva dc Ricmann 

v i /IP- tSS. 

i-l |-l 


^ eunimimitm Rime cl Inmic cuinod nunicm dc aupnenu^dc parches > lU -him U itiir- 
ji^il dc supcrliek ile/snhrtr In siiperlk’te A ami 


I 


II Mi. v, tilS 


I" M 

Ifm X 'lJU’.UAS. 

H - - | W |/w | 


Observe la analu^fu cmi la ik'liincirm dc mia tntegr.ii di 1 linea < lb .1 2i ^ lamhi^n b 
nriLiIngfu Liin In ikliniciun de mia mk-^nil dublc OS.U). 

Piira c\ aluai h* ifUegfll dc mjierlicie en la ecuacmn I. aprojiiiK el Area de potc he XV 
por d irca dc mi pimJdogramn qae sc aproKiim cn d piano mnjjcnie I n el afulEms i,kl 
ifca: de unu vupedicic dc la setck hi 3 6.6 kite la upro&inwitfn 


1S. r, X r AnAr 



* U + « 
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ID tl I II CAPPTULO L* 4 AtCUlO VfCTotoiAi 





Chiwi fiiumli. no o im rd qi« 


• tl wt uMpiM tda 

rfj i.nrjj tu. 1 1 3 t»vrj lotto f* LI - A* dl 1ft 
-iiK^rai de H^erfsc «ro ct«n?'*dli Jr (4 i->' am 
(ritfaciQtmue S# ftpiflittf 


jj /U r . :|i<S - jj M 


J 


£e ik tK- eompuraroori In Irtminhi dtr limu initial de lniLT-k 

l' /f t, v. z) ds = fVfrii}.l| r f itl\dt 

Jc 1 n%P 


Observe tjtic 


II 1 1 IS -jj |r„ x r, I <M A(S) 


$ 


La limmil;i 2 perm ill 1 evnhiar ui in integral de siipcrficie cum imcihkilj <u un ini^l 
<toblc Mibre el dominio D dd paramdfo. Al usar esia Jdrmula, rccuerdc que Jir-j ^ 
e\ alu.i cun^ndo a *= i(it h ti* > v{ir. rl y :* ;lfi, t'l en b f«™ula de fit, ■ ;i 

EJEMPLO I CA'ule la integral de HLipcrEicic fij.i’i/5, deride S'cstsfcra urbEann 

A‘ + V 1 + J - I 

ioiUtlbh Crnnu en el cjemp]u4 de la seed An 16,6, se usiSi lu representation purjiHciruu 

v * sell d* m 8 V = sen sen ; = cos 0 0 si ^ ^ ' 0< (i* 2f 

ci dear, r(tfr. Ell = sen ip III + sen & sen fty + cos 

Al i^unl que en cl cjcmplo 10 de la sccddn E6,6 r se cjikulii quo 

| n X r# | = sen if* 

Pnr ]o larmv (k aeuerde wn la inn mi la 2, 


|| v ds = |{ lsen & cos fO 2 1 r* x r* | JA 


i 


■ Afiui sr irtan ias idontid^ltit 


C[Ui : fJ II 4 co» ?lf| 
sterd* j | - dh $ 



f f- Iw}® 1 3e SHjrift iiifti Lit fiVmulas (4 * 
6? dr li "Mrs de inttgrifei 



— j[/> + \ wn 2d)' | —cos tft + , eos'di|,. ^ 


I "’i" ’ 11 [e i! f ak‘s de superlUie tienen uplieucioiles pttreudus ji las de las iillC|Jf J| l r \^ ,t 
y j 11'!■" I "i cjcntplu, si una Imja ddyada, de nlummiii iiene la forma de uiv. -ai| virul1 


























*f£ClQH 14 t rNTEbMUI • * *-' =1 


ten 


S > b ■kiluil.tal HMvi fhw unitbul ik cm d |tuiU» 1 1 .. i c • /if 1 P*'* 

M»Ul iIl'I Li lnnikiiui e* 




r .>. r}4S 


> - l iriiln* <li' ill^a i i f ... 

I ™ — || .^riA. jf f t)4|S v - — if i - - || &M 

mi iV m ■ / jut - ■ 

I o\ iiHMiKnius de iiktcim %c piicdcu iklimi amc* (v£ac ■ 

GftAFICAS 

* ...^ 

Ckmli|aK r | hi- rti-c Le S uciu ceuutatfn ■ " fift.L yi sus pueckr coiisidunir torilu UJUi ^aperticie 

pLu uinclri^LL am tcuuciriiL- 1 - pur-iirbiiLrjuii?* 



,t - ,t y * y 

: = tflx, y| 

y tnritf 

Fill (ll LJfLtu r 

-■* fe)- 

r ’ j *(f 

III 

3a , 

r t xt ,-—- i 

0.X 

&y J 

* ,r ‘ XFtl “ \ 1 (^) + (^) + 1 

For hn UiiiiK la fiMinutu 2 s*? ecHivnaiecn 



Sv <i|ilit.‘LLM f6rimiLis similurus cutwlu cs. mis convenient pmywlur i' crt d plmo»: " 
on til i; P«r ejemplo. si S cs unit superlicfcc cuyaccuoei&i es\ ■ M.i; -■ i y /> »u pniyet- 
cMa cn el plana c* entoiKe* 

jj /l* y. 4 </5 - jj /U *U, ^('J)' + (§) + 1 " 

= .V + v\ II * - 1,0 y =t 2 

2y 


E|EMP10 I Evalde _[f, y dS, domie S es In Htperlieic r 
(vduse ftguni 2 ), 

WLUdON Como t~ > 



























IQM nil CAPlTuLQ t* C*lCUlOVE( U iHMl 


Li Nil iMold I dll 



I | .TTTTTTdyJ, 

'■I 



Si 5 cs iioa superticic uniform* pur segment*, es deeir. uiw uiikm liiuu Jc super?, 

V„ J,. . ,, i\ ijne corta s Mo * lo largo ck sus fronteris efflufKc* h mtcgnd <fc * 
pcrticic dc J 1 sob« 5 sc define nicdunk’ 



L T J EJIMFIO 3 I value : dS. donde S es la. superticie cuyos Indus 5, kn define el aim 
dru x? + y 1 — I, cuyo londo Si es el disco .r +y s I en el piano _ = 0. y cuya ip 5> 
cs 1a panic det plupn ■ I 4- xque queda arriba dc Si. 

MHUUON Lii super! icie S sc ikislra en la ligura 3, (Gambit ki pasicion usual ik; fin ejev pjy-j 
lener rimi iMejnr vision cn .v.| Para Si uw Wy : come pa rime lav* <veti.se cjemplu ? dc L 
wu'mn 10(0 \ cxpiest- lus. ecimc it tries purcmielricas cornu 



j ( u J +r*n 


ik Hide 


Por In liintu. 


II ^ if ^ lir y 0 ^ - s= 1 + x - I + cos « 


x = cos tf v = sen H 


FIGURA 3 


i j k 

i> X r = -sen (t cos if 0 - cos if \ 4- sen t* j 

II 0 I 


v 


o " r — v'cos-p + scn : 0 » I 


^ OOOdguicrrte. Id itucgral de supertick- s«bre S, t& 
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I'ihJ'sI*i k^iic \ t|mnLi CM *»| plriiUk l| 
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FIGUJM 4 

Ciiiifl de SdnbuK 


OS V-iual IQ I ie TfuffslFa uia 

Jru ft Mobum can yh lector uaj|w^idi- 

«d»SMU|ta numita Igi laigo de la 


i ,1 Mljk'tlk lr du Li purn- ■.i.i|knnn .S r'll.i -uliri: l -1 dtp'll Linil.iuo . * . 51.11 u- dd [jIjpju 
! I * 1 It ciilf IIHkIo, M UmiIiI j/j.1, \ I I t i. (it: Jj J1 H pi j IJ |jp 1 V |4 . Iilivltrlc J U Hiir 
iL'IltUiEl^l Jh ll.llL'i, HC|H L 



I I !l ^ rtu* Hi v 3 * i T Dr^r^ 

A Ai 



=v-5 r<i 1 m 

ju 




= + C> + \f2 TT “ f; + V H 2 Jtt 
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SUPERFICIES QKIENTAPA5 

Cun objcio dc ikiinir imegnik^ dc vufPtfin.it de Lumpos teciunalc*. ncccsiu regular iu> su¬ 
per In il-x qoc no sc pbcddA LNktUJf coiiht L> ci riu de Mobiuv. quc rf imfrsifii eft la lifme 4 - 
Sc le diu cic fHHJibir cn honor al gcumclrj aletilWI August Mobiirt i1 IBftKi. L>Med musmo 
jirn dc cornu uir lihli con uua lui^u lira de popcl, lue^u It da media vuelu \ |Kga kss C-MJensos 
Como *e indict cm la iijiuta 5. Si liiu huiiiiipa cummura pur III data du Mriiiuv ciilptvando 
cii d punks /* I mu lif ana mi recorndu en cl oiiv hah de lu lira lev Uccir, con mi kido supt- 

riot apusiUindo cii la direct i<iji o|.hh-muI. himmces si la hormijja a.mu mi rceomdo cn la 

ipijsma ducLCUHU icmimariu dc hucwimjh cl puiUo / J . pem uiribu Jc £L mis tiahci bnneado aJ 
oim ladu 1 S 1 Listed \ j ittriie *u cmlu dc Mobiu*. ditwjc utka Linen pnr iihlud ccinimk la cirta. ) 
S J Pir lo 1 . 91 ii'", urii.L ci hu de MoNus lacnC mi]u um l^do. Ptmxk drkijar b ciniu dc M*>bius mc- 
liiaiilc la-* ccuac HW^ pwulicificoN dd cicrcn-Lo ^2 dc Li -a?cckm lh <s 
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FIGURE ( 

■L’intj <k' MPllllit 


103 IQ | le TfUffSTlFa uia 

Jru ft J^Hi.mi can yn nector n*u|KsftdH 

«d»SMUrta nuimta « Igi laigo de |b 
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c 


fiGUftA S 

■ '^riih-ufm It- un.i emu <k Mdteus 
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CAPktULQ ,A tALOJl O VK 



.. . . „ omu ^rn -I"***' ~“ r P , ‘ hk ' * * -■—»*. 

. •; 7, <>•* '**""« s "V 

i|IIC 1CIIJ£(UI li,l,,l " , Jj |HJiHelaf lt.py til ft r Inn.- i,uh^L. 

. »«<-s2?3SSC1«I ^ 

■"?' * '* . "'Zl ^victor Iinliario nurmuJ ■ ^ P“®*» U . . 

Si cm p^ihli: dept - coMMHXC *e dice <* «* *** wpirrfkte 

“S^ixsss*--*—«•» ” 


fiGUKAf 

La>dhftOri«H*ir»incfc 

,jr Nil.I MVptrfKHf 

vidk opiiblc dr l '1 icin-.ii 





tn dcase de ima stiperficie r flCt. yI tlada cornu grfJico d* g. use L n.-ujckici 3 par- S v> 
dar con |y superfitic una oriesilacion natural tlada p«»r d vector umLiru normal 



PlltMo que la componente k es posit^a. eslo piupufrioflii unit oriefflacion Auem umftiik 
l.i superticic. 

Si i’es una supcrlicie uni forme y Oricnlable dada cn la forma parametnea pnr medw dc 
uitLL iun-uior vectorial Hn. p|. entonccs automatic uiiicnte ucJquiere la onentucion del vector 
mii Uirio non iial 


*'! 


n X r, 

I r. x r r | 


v la oncniacmn opuesta se consigue con -n. Pur cjcmplo* en el ejcmplo 4 tie la *m™ 
Iri.G m: detenu inn la representacitin paramctrica 


rl^j. l#| — a sen <lt con 8 i + a sen iff sen & j + a cos <b k 

para la isfera i + y 3 + ■ a I ticgo, en el cjjcmplo III de b scccion >e dftfir- 

in mo i|oc 


r > r,. a sen d' cos ft I + a t sen 1 ^ stfn Wj + a' sen ib cos k 


f lauRA. a 

(JnenlUCjffll pOfttCO'.i 


«■ 



flGUM * 

Oricntocitin ncgeiiivii 


y | r* X r rt | = a 2 sen if* 

Ikr motto que lu orientation tnducidu pur rl«fc m se define pnr medio ikl vrcMf unit*™ 
nomul 


r* x r M 

r* X p#| ~ ^ + se)1 ^ SL ' n ^ J + ct>s rftk — rtik Si 

Observe que n seimla en jy mismo direct:trill que cl vector <k pmfckk). cs hacia 
t c Ju, esfecB tveasc h^-ura 9> T La uriemudtin opuevlu. e% deeir thacia adcrttroi. -e tsbecmln j 
M '" v,iJ " c c1 tlflJcf * de l,ls panimeims tviase figura pm^iK r. x r* - -r# X r*. 

. , fl 1 -i^ ile i«ua sLijKTlH'it eerrmdu. cs deeir, him Mipeifcic que c\ el ^ ^ 
k “ CD|lVc neirin l% que la orknlaeion ptwitivn es aqudla paw ^ 

j la iflldiffli Am'iff (tfiieiw de AJ, y ... que seikdari hucia L ‘l i^ ,cJ1iir 

i a i a one nine |iin neg;ni v ^ (v^aiC (igorus H y 9). 
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*rccIdH INTEGRAL f 1 * Df n IM ? 



INTEGRAI.ES Dl: SUHFMIir.il Dl C AMPOS VECTORIAL Vi 

Supmiya quc .V f\ mu* kii|M itn <r IMli-Iil^ulu m-l i mi -.riltH uiiiMl" I "in...I n > .m- v.*r 
hay ihii IIliiiIl- tL ile mubd ^ i r i. i y * itc vch^ hW ii • • I quir t in. ub a - i 
5. I Phl’tIm: qtir S e* uim MJ[fe?f1li If MiiapilMlia i|iie w mptit d flupt ilr ftun^ U\ li^iOIU 
red pin a pfstar airavt-v.nta m mi aivtiyi). i F nh«pkc tKiiiMbJ im*%d pr* mini*! tk iurmpni 
fW Lidnl.nl \k iin-.i if* frt Si >htnlr S t’ii in'ijuriM-. i;Mfktk> \ Oainj ffi la Ilmira |U Itiim 
pare fun k hiima I L ciUofkf^ S iaAi plana y (nx^k opffHUinai k ihurk« .fif 

atravjfs.i S . cii la fha-mmi ib la iminuill u |mr iimhU 4 kk licivifti nu-4i.L(iEf l.i iriinUl 

i pv - itbU$ M l 

Jondc /a, v y n st i-tulibu en Jilgtin ptiiiCO tfc 5 ,,. iRctuenk qua la vipmfxmtfiiitf <ki vtAH* 

pv lii la diftvuMik 4d u-Linr uinLatm n c*, pi ■ n.i Suburb In ddirm. mu I. luey" df -n 

flHli'e^as L'ailliibilus ^ LblnL -111 -3 d Ifniilc, d rqstillyiJu cs 3a inlqfKil lIl- h|mIi« w ■ 1-- E.i 1 . 

pv b ii \ohii 1 V: 


m 


\ | pv j ii dS 11 jiU. y. :3vi t. y, rj - nU; v>: i dV 

s f 


v la mierpreiac’nm fiMta d caadnl qpc alravicsa 5 , 

Si escrifc I- /jv, L'nlmwcv I e* inmhicn un eampo ictinrial vohie - * b inkitrjl 
dc b eco^cum 7 w vuc lu¬ 
ff F tic 15 
j 

L r na integral de superlKic tie esia fomm vc pmema con frccucncin en tun 

F no i*s |A„ y m: It? lluma wl»W «if v(»/>e^rie o (mfcjjra/ r/r Aw>». tic J 1 ' S 


8 DEFIN1CIOH Si F un uumpti vcciorial cortlinuo deliiiicli) s^rc una -.ttperlu-if 
uHeniudit S cun un vuciui imilurio fuimvul n. emonccs la iiiU‘Knil lie supi rfldp rtr 
F sobrt S t s 

| V ■ <IS - If ¥ ■ n JS 

Esta iiiEtr^ral Limhitn BC ik'ntifflMia llujo dc F a inivh dc 1'. 


En Jcnmiajc coftiun. la dcliftkit'in s eiUMecc tiue la inicgfal dc soperfi^c dc «m .amp' 

vccttmal en Stft igtial a la integral de supcrtkic dc >u cwnptHtcnle n.umal cn s ^ 

detinid aniev i. . . 

Si .V detiohbi pur uiw Iimkm'mi wctraial m. rt. enuwtce^ n<stoiLnlitp*i b tcmcv*> > 

V (k- acwnk) mtl la delink no 8 y la ecuaciim 2 


ijondi- D C 

■ C*r»(iirfc n ftamm 9 w ifr 

SJ ^ PM kil irdfiyrj^ dtlif^aGte 

ivlWtilM d« I* CKi^ihCi^ 16 2 13 * 

I F Jr | Hrlil ) 1 r lf| 


h‘ 

% 

,Y r, x r. 



1 b 

r, x r. 

|r„ - f 


"J 

| r, x Ti | _ 

dunnnin del [larrtilK'iiM hu In lanln 



if ► 

i/S |f F ir ■ r i<M 


L_L 




































■ on mi CAPITULO I* CALCULOW TO*l*l 


■ In 1 hn, f*H u* ■►ill* pi 1 .kpmi -wnv., I 
gfej f^npJis i lit J^ir« «*»* Id i' 1 Ip'i 

hAMI 


1 



f ItllHA 11 


ifi^LO « 0Mfdd#4 W**' ***** * 

dc In ctfwti tillNrtfo ' + ' h -' 1 

tdluCiOi AI iilili/ar la reprewnriKJdn I*™ 1 "**™ 1 ' 
rltA, m >rn 4 fi» "i * * M ‘ r| ' 1<>s * h <J 5 


* > 1 ' j k „ 


In*** 


* f* 2* 


urine 


| rrl(A. AM cm ^ « j + $ cm #k. 

y, tie acumln <*m el cjnmplu 10 de 1i ■wddn I ft &► , ^ 

r* x r,, tcnty «i f sen 1 # vn *>J +■ sen <£ nm 4 k 

Pur to iculliK 

Ftritk 0)) ■ (r* X r*) ■* cos 4 senty cos 0 + «n^ sen J tf + Kn‘4 cm 4 cut$ 
y. se£un la ItifrniJila 9, cl flujocs 

" F * i/S - fl F - (rv X uWA 


f * | 1 2 sen d* cos 4 cos 0 + 4 >cn‘ til d<b d& 

.'» .’n 

2 1 1 wn : 0 cos <6 titb I cos fldl) + I «n\frd/4 I nepr8d& 

Jn Ji* J» -v 


r* 


0 + sen dniif) scnfltffl 
jn Jd 

4# 

T 


LfUC | *Ci* H(f(l - flj 


de ocuerdo aw d mis mo aikulo del ejernpio 1 . 

Forejcmplu, si cl ciimpn vcc[ori:i] del wicmpln 4 n Lin aampn tic %clockfaiiiai|iKdcsai- 
be cl flujo tie tin ihudo tUVu ilensuLul cs I. eaflooccv |.i nrspieMy. 4 rr, \ nfprcsffiu fl eaisU 
a tfiivcs dr l.i esfera iimr.iiM cn unid:nU r \ tie inHsu |xn nmi1:i«J tie tinnpn. 

£in *‘l t'iho Lie mu sLipcrlk-je S tl:n Ni por unit jjr.il il'ei r = iff v, i t, pitcilc etiustJerar:! i *■ 
v tiomn pjifdmetroii y use |j« ccuacitfn 1 pjini eNeribij- 

K * (r, x r | - (/?i + Q\ + /fk> - f i - — j + k) 

V &f Hy f 

Rnlflflfcs Li fiirmiib sc ennuerte cn 


0 


l-sti. Inrimila Lomu L. nfkiiraridn hfleia Jirrib: fc tic S: pnm uiu oriemneidn Iwcu 

W ^ C ^ Ir ^ s ncMilvL't I mi rimliLs Mitn[;iies si 5 eslii iLidj |H 

' 1 ’’ ‘ " 1 ** "I IVtfasc eirtvirins 35 y 3h,j 




































iiCCJOM it 7 INTECftAI I * \Ji 


J&it 
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m EJEMPLD I 1-vrtltJr J|' ( H * tin, il»tuk f (i, v - i - ft ■ j J * . ky^ili Iftmen <fc 
la refiriit uilida £ enccnadit |hh ct puidhuliiulc z ' I -- n J , y d piaw* 

I'jUrl l-u* I ,1 lU|k lllLJt' > 4«i||>|>|r fN NIM ‘-M| NTT line V |Mldlnilk J ell Id plllf lUprfltir w 

Unil s mh uta ■ II cl kxvl.i Iu:jm lipwa I2| (i*i*r S. ■ uiu m»|. rr« ■* 

hm- ki t-iii^x'riLKH) ilr la iuiv mi> k mu pp.ili vj (hutia *ittm> fabaytnet* -hMt ijiit V nf# 
orkfHaila Ilm'li ffribfl y «|m- puttie uwr lactiueMn |t|cn tiwuk /Jolt pf*>ycu.ifa dc V a 
el pinna xv. n saber, d di^fi i + > | Pucmi. que 

v -jr «*}.£)-*-I * v 

M*re.V,y ^ - -2a “ = -2\ 

ttx ily 

licne 

5 fi d / 

jj (- V< 2 .i I jf|—+ 1 - r ; 1 ; ] <i,\ 

» (T (I + 4.iy - x*' - _v 5 >dW 

it 

1 I II + 4r’cos ft sen ft — rlrdrdtl 

" j I ir - r ' + 4 r J cos 9 sen ft) dr d& 

Ju Ji\ 

\ (i F cos ft sen ft) d$ “ il2ixl + 0 • -7 

a 'j 

El disco 5' cstii oricnindn hueiu abujo. dc mrnin que su vector normal umlano cs 
n = -k y lienc 


\\ v * -/S if I * ( kU.V = ff I - 2 )d.A = ff 0 dA = 0 

V, h "n "2 

pucsin que : = (1 sob re v. inuilmerrtc. cafcide por definition h F - d S como b *unu Je 
las inie£ rales tie stiperflck dc ¥ sabre Ins pie/as 5, \ 5 : : 


|j V * i/S j j K ■ 4* 11 F ■ = — + 0 — 

j V, a* ' ^ 


Aanqnc sc iniroLlLijsi hi iiMvprtil tie siii^rHcic dc un canipsi vectorial u^ndocl ciLMuplu 
Jc Hujo dc ftnitlos, cste nmccpiii sLu^c liimbk-n cn ntras siiuacicnii-s r'isuMs fVr cicmplo, 
si E cs un canipo clccirk'u 1 vcmh 1 cjcmpln ^ dc In sccciun lb.IK cnlonces la mitral dc su- 
perSicie 


rvtibe el nombre dc JUijn cU-cirit'o ik 1-. a 1 raves de b supertkhc N t'na <te l.is kyes im- 
porUiites dc la elcvuoskilka c^ la lc> dc Gatiss, Ij cual CMahEtVC l|i 1 l - la l arc.? (iL-ia elite- 
ff ida medio lie una SilpCffick: ccrr ada .S cs 












VU TON NM 



domicUlll* W* * *««««“ P “» vMil1 <W **H“-" J ,lbre > * S* *:{*** * 
Li* ijik - iinhurjL iiln el SI. ** * c Z^'" 1 -I Ju i* 

I„ , k,, „- .• ■ I -I ejemplo•* reprcacnlauf .|^-<-lf.fri>." puttfccaig^^, 

l.t cnrgu enccrmla pm S c^ {/ -iff' V * 

f3trji aplivucnni tie lus Infcgniles Uc Miperticie w ‘-mucnim e u el e»tudju<kl n U|udeti 
!«■. Supon^ii ipiL- la lempomiura en uii punm U. y, de tin eucfpo c% «!>„ y, fj. Emq^ 
d fliijn de tutor sr dcline cmim el camp 11 vectorial 


¥ - -KVtt 


(tortile A'cn Liiui uinstiirtte detenu mad a eii Imnu experimental 41 ie >e I Jam,. umductni<to<j 
tie la sjslanciii, |{| llujo tie calor a trav^s dc 111 superliuo „S en el cucrpn CAtonics I dctine 
la integral do supei lieic 


| j ¥ tiS = -A |J Vu ■ dS 


LI EJEMPLO A 1 a ifinpcraiura u tie ana bula dc met a I c\ proportional al cuadrado Je la 
distance desdc cl cenlfo de la misma. Determine el flay* dc tutor a travc'. ifc una eslnra 
V tk nidiii rj ton centm end centra «lc la hola. 
roiUCHJi Tome el centra ife la boh coino el origen, enionc^ 



dnnde Cc** la etvMunie de prapofriomdhbd. Luego. d llujo dc caJorev 


Hjt. >v’l = -KVa = -ICI 2 .il + 2y j +- 2ckl 


domlf A r es to comhieiividad del metiil. En lugar dc usar la puranelmaeidn usual dc to 
cdeni conic ert cl civmpU) 4. cKhtic t|lL( la normal uniliiria hacia alucra dc la C'ien 


1 + y + r u : t-n el panto ( 1 . v. :l cs 


11 ™ — [ ,t i + v j + z k 1 
0 


> cntuMcct 



ti 


IVm miKu' S lienc 1' + v : + 
llujo de calm n iiuvlH du S es 


tt de Eiudo t|ue I n- 2„A J f\ Pm lo lam ^ 


j) b dS = || F * n dS - —2aKC ,IS 


* -3 atCCMS) = ) - - XAt W 


L 


















lfGC< 6 N t 4 J INIT&MiFV M ', 1 /PItf iCIft "OH 


1*7 £|fftCtClOS 

I \ 1.1 NUjwitfcL -It sk FflMten ik' Ll taja Cfl* rfiiMjj p,H ||t* 

I hi. i- 1 1 " i "■ " ' ^ 1 ' -■ 1 " |3 - 1 J lr !* ^ V|iio\urif' 

fJfAi u*imdci heui mhiiji de Uiiriikuim ^timo cm hi 
|ii?AAiL-bA<i I. innwndi: k* purdtr-. S c«hiup Im nvi.iiipklns qnc 

4h „, I. is nsiift lie [a I lIijl V V Iun |'until in f' ' Lomu Lin ieiilms dc 
Ilh EWt4n(ul(w 

j Lto* %u|vrtltit Ss twsPdc eii dcilindriM + i l, 

_ | ; »; |. ikitlKR t%m d&rofi ik- b (fciferlv % uptime > ik b 

pjjK inkra* Supanp ipuc fc% uim fink-uni cwiinnin con 

f i * 1, it, w im±hw 3> in- 4 

j -.: s n*c cl uhv ik iV 4 fl i.>.: ' i (S medi,ink nun vuim dt Rit- 
nwfiik. iOfttC part htfN 5 COCIM kit ciutm cunrlsft dc fjljmJm 
s J,n dtwtft dc la mpa > I fnmki. 

1 &uW .1 IttSSiiskno r + y + - ■ ftL ■ it, j Mipimy;u|£bf 

jt - -. ana I uitcWn ccntinua con tO. 4. ^ 7,/LV -3. S P — W. 
f\ £ J, *i d ^ ,n -3. -4.5) 1 2 Mividiciidn ffcnlre 

t lj,( 111 ■ |MrclK'i tMime cl valitfiJe i'^ /i i. v„ :) ef5, 

T Supni^J s|uv Jl1- v. zl - g( v r "+ > +? f, dpfKfe § cn uitj 

1 Lr * h *ri Je u £14 n anddc Lit <4U< J' 21 - V I'-* jIlic 
> i e. i. ;i JS m Junde 5 e* la csfcra i r + * r - r - 4. 

1-3 B £U Jw: Ll iniL-^r^J dc >upcrtn. JC- 

OQk 1 ' 

'■ r l.i ji.jiiL- L kl |4artoz 1 + 2a ■ H tine cvb sIimimJ-l cm:ima 
ik'l rcckit|jnlL) |fl, 3 1 X [0. 2]. 

I <■' ik JS, 

V b ttjgirifl rftjjkijubf con vfnk«9 £ I, i*. ill. HP, 2, lip y 

no. n 

r - 

' C' 1j f jjte 1 Jt] pL[u« .i -■- i t- : 1 k|ktc m."-- csiLuefllf^i Cfl cl 

pniTxi u^urnc. 

*■ y.i'i y ttx, 

Sm In Mipcrlieie : = U^ ,yl + t' 1 ' 1 ), 0 « x < 1 . 0 « >■ « 1 
R. II v;rfl 

i 1 j Nkip^rtitur con ecuaciLinc^ pifamd'trtCiiN i **’.* » 

kh t t i - u on 0 ,0 * w ^ I . H ' r " w/2 

**■ !!, > I * Jr ! + > J dtS. 

'■ cl he I humIc txm nnuCiOn iC 4 .lonjl r 1 m. 13 u un Pi + 

^vnp|^Ph.O^«^MM I - * r 

1,1 j»,jVrfs, 

^ l.i piinc di’l timtj r ; ,1 ; +• ^ C|UC i:Nlli cillfc Ii*h planum 

t - l y r - 3 

II 

*** ^ «)|Hftlitie r = if + 2^,0 • > 1.0 ^ r » ! 


\ ft In |mrte iict giiu^iitipiMde ■. i * igut r--ij dcikli^i del 
l' 11 ill ill 1 1 i + : - 4 

M a |Y, ■h - ' ffS 

\ tN Ll jUilf df Li t'li^i'u s ' ■ I ■ I I.|U, ^ .1^ 'i; f 111 ■ i del 

cplimliu r * y J * | y iimha kkl pkimu i> 

[isj u, 11 ■ + V : .->J5 S 

S n In Ntmicacra i J + V s + " 4 . : ■ i| 

1*. ft ffrfK. 

.S cs Li Ihwlcra de U r^Loo trrkdr-Mii pmrf t -j ^jJiniJn. t - . v 
y lift planift a = U y ,t + y * 5 

17, [- ^ , =vjrfff-. 

.'v l'n Li pi»t« del L ilifldris ,r' + V = I cjlh* thld entre Ins plain» 
i 0 y i 3 en d prijnftr ociiitiEL- 

% c-n Li pjrlc del iTilindm r -I- y L ) lmiIju li»> plam■- .- = 13 

> : - 2. luulo eon sus daweft dc am ha y dp jha|w 


l!-M [ •. jIuc la inie^niJ de ^upcrlikie n K ■ *IS f^r-i d vsrt- 

h4id dadik F y la superticie S nrienl jlI.i \in pjljbfy^ iJaktik d 
nu> dc F u lrjvc> de S. En cl ljsci lIc Miptrlvio iffRidUt. 3d 

iMieniiJi. n 'H I'Hftitiva llwicb qfucni)- 

(gj] l"i i, v. ;P - rv i + 3-j + :.i k. V cn Li pane tfcP pinbdcidc 
•i r y-quff esia siiiiiidh jiTibiidvl cu*idnido 
IP ■ % -; L 0 >■ ^ I. y lienc nncntiwirtn hat-i.i iifritui. 

20. H k v. :\ - e t + f j +■ -^k. I Iwlicnkkdel sjcnacHi in 

4xnt h-X-ia anitsL 

11. FI i.y.rl 1 L - j + : k. 

s b j^nc ad pkw if + I + r - I cn d pnni« oCUKC y 

licjpcorierttadfi huicb ahajik. 

22. FUv.fl ■ -vii + Jfj + :'k 

i’ I', k ftiirtt fid ctuio : = v,t" + V ! flhqjp <ki fl.nw - - l «o 
iKik'niiKi^n ItHdsii abojo, 

21 Vi i, i-. :i ■ .t * - -J + > k 

S l.i purtc <ie b esfem k - F y ■ 4 :' • 4 im d fnntcf 'Wun- 

k. ffiii mktiuMi ha^a el impscit 

1C Ff L. i. ' i + rj + > k- 

<L c, d Inrimvfmo+ y 5 + i’ - JS, » ' 0 fwnUJj' «• 
tin cl us m lid eje i 

K|Ffji.v.rt “ vj - -‘Li. 

V etui* i uc cfl cl pjimboktldc v « 1 : -0* 1 l.veldtwsi 

+ i' * I . v m I 

9k FUj.i)-jyl + ***J 4 v;,t ' I* kun writeW f M, 

II *. n *- 1,0 *• y 1 , y.in nriffllHL , ii | ii Iwm. lit .uriki 
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llhf] ||il CAFITULO I* CALCUIOVKTQKIM 

it fiu. i - ii+ *■ 1 ' k - 

S d uihiam Wfetko* irl, - t. *11 

)t, fi. t | < + vj + S h Vfs Id rimerni ik U neftfn 
c ,Km,Hid pi* cl tfilimlf** " 1 ' I' 1 ’”"" ' = n 

yx+ V " 2 

H (,'n.v. i i 1 + r J + : It X v* in IVnmeru del rtMiicilimlrn 
rtfldi' fl < *> x/i“p. iS « i ' 2 

14. Flx.y.jl - vi 4 ir - Oj + .* k, 

v it hi Mipcriuic Jel iclnrtdm ten * ^iiict-p. Lll.lh in, \ I. <>, 01, 

UK 1,01,> mix tl 


(il 31. | idlin' i, , (f.\ Liiii L«jia, ttlrjt JrcilluJ^, JHKk-S cv h 

wpplkic; = t>' + 0 * i * h (|f 1 ’ 1 

£ii 33 . C’jkule cl vnJir exjK’in Je lj ' 4 1 <■ : dS , ikinilii J cs hi supcniue 
Jvl ejerckio .1 1 

Ui 33 . Ciikulc el vuloi de i* 1 i' : ~" rf.V a.iiimMliiincirin 

dr ai.ilrofilni'i (lecltimlcs, dunde -Ves In fwrte del 

p.ii.il-H iliMik - * - 3 — 2i > i|iic i|ncJn |Kir imiba 
dCl flliltH* ,1V. 

iii 14. I in iivntre el tlojo dc 

Fi i. j, :) ■ «nl (v:l t - c"i 1 + rV ’ k 

a ln ^4 de Ij fwte del cihndfLi 4 i 1 + ; : - 4 i|tie 
m: locatiiui aniba del plain* u v mire lm (iIiimb .( ■ —2 
\ i 2 tins tiricnladrin tuvi.i mrihii |}itiu|r cl tilmJit' y 
cl vampci icctorial cn. In ml*™ pnm.ill.i mrdllMC IB) 
title nt,I iilgebraico LornfMil jiCh mul. 

IS. Pl.intcL- unit formula para, pj, K ■ riS similar ;i Ui Rinnula 10 
paM 1 1 cdtit pjnrhJe 5 CS(j lLmIii puf ■ In i. : I y n ch I a nnniul 

kiniuria que venal j hacia la t/ipuicnitt 

34 - Em IK’nine urn ftHrmilj ■ (■ - -.irtlrljj a L l.Vmiiilj til para 
rK j -nt.irvJc SeMaifcmL [hu i il. y n cs la normal 
umufi.i ijue -citalj h.iLi.i jMhiij id evpcvmikir euartdo less. 
f|fp ■sedihjj.m en I a miuteni iwl i 

3 /-! Deter nil w cl centre de truttn del heminrerin *' + y' + r = a 2 . 

: ' H. vi iiifnc ^k'n-.tilsHi conjiliinijc, 

14. l^lcrininL’Jiijiia'ij dc un cmhidi , iMjriuLj vtin liirniii dr cciihi 
* \ + t ■. J ^ - *■ 4, ti hi 1 utii'1 1ui tie dcntiiind es 

ptx 7 . 1 l “ 10 - 


n , M I^nirc .. . l' UIJ ' 1 -WA cn 

prvfwdo Jl Cjc i pic i*rw Umm* ** y l-™» dc 11 m 
w v M t- fUK |0* df drimdAd e* p . 

((>| f yiiuk el WWtW «H*ereof e,t , ^ 

<m Ho4i>det«j«nKk> *« 

44. Vj k , l.i purie dc In «fe« 1 "+/^* W M««4i 

plj„,ia : 4 Ni V HcrU? dfiwldml, -jh I.. * eumenut ind 

cciiirndf niJiMi y <t)| d ... Hwicut ■liii||| w fa 

trjc X. 

41, Un fluid* 1 nenc den^iiiiid *le bin L^m ), fkiyc *xa veigadM 
, - ; l + j - t k, il'rtUk J a. I. y;n Widen en luetic* j 
C€KH|W*n de t en metiui puf Ajrymlr- Eiomme d ^ 
hmut Jtlueia j del l tlindio r 4 % - 4. fl « ; c p 

4?. El dc max ticne dcnsidud dc J kg/in' y fl U j c U jr. m 
ciimpki de vcloctdnd t - y i + x j, d*™k 1 , %frm nufla 
cii im-m» y Ip comptnu; rites. tle»cn tnetm par M^uodu 
Itncucrttre cl hstciii I'ueni |hm In sermextern 

, r ‘ + V J + J - 9 r r>0 

4J k A pin 1 1 Ij le> ile C'rutl^ p:ir.i LjIcuIJir Ij fjrj» OOtMOudj en d 
liciniilciK» sdlidn x ? 4 y' + * fl 1 . r ^ 0 .11 d camp. ■ 

clcclna* tt 

El, t. - Ii+ ij + 2:k 

44. Mv ih.uiic Ij Icy de Gju^, cukulc b t jrjfj cficerrada cn ei 
lie tirticcv til, ± K Si l ^ el campii dcurim cp, 

Ef.v, jt,i) = ,rl + v j + : k 

IEI Ln icmperaiura en el punm |.v. y. :> rn uiw susuacb con c«v- 
dyctivgdnd A = 6.5 p «l v. y, ;) 2y + 2r : Cibilr el ftuK' 
dc cjlnr hacb jdcnlm a ir,nr dc hi superficic ciltitdria 

\* + r = 6.0<x« 4 

44. I.t tcmpcrjlurj en un puuio dc utu UiIa cuy 1 cufiductnidy! A 
*« invenamente preporciiiral .■ Ij Juimiidsdc dtPHn * 
ki hu|n, CdcuFc el Hu jo lLc cakir n ir,iv^% dc urvi isfen > dc fj 
dup« K*m ccntn> en el ceniro de In Mu. 

47, Se:L Y mi campo euiHlimdin invenni, ch iltctr, l'*cl = lT r P 13 
-ii^iiPPP.i commute c, dkmdc /• 1.1 + i-j + .- k, Dc-mue^tw 4** 

d llnjoik- F porunacifcta Stun Li'iilm cn cl onyCfl■> 
imkpctidienle del t-jilui de s. 


16.3 


teoeema DE stokes 


" pit dcccnndcrar(jue cl ictnviitsi dc Stakes es unn versitin pain urins iliiipciisk 1 ^ 1 
u'H-ma . c Given, liste nrlsiciimu iirm intc^-.l Uuhle m un.i iL 7 - 1 .n 1 /> plana wn U(W 
.' . 1 / 1 ™“ aiTt2d ^« dc M curvu rronlcm planji, y d icnnnu dc Stokes relado« • 

" ' C ^ Upcrt,cie w,hw lma ^uperfleie S etre uim miepral tk- Jinea atmk&x ik ^ 1 









































sfcciOn 14 ■ nof (MA r*i -,ro»(e n*) 



I* 

ncuH i 

B p^rtynidf Sliifcii™. "ni4 iiaEif nambw tin 
K^m al hiCemfllHlWieD AlArH^S iPt £iuaii>fl 
^ji|1filB !9d" Swht' HfflMflHtipiMfl 
df CamNdihNl Ilk n«*lo. 1'Jvd Al 
n|JTt£ j pi mi IQ i|M' Nf^lcvi Piofptor luCdMitfid 
witaWfl hi Erabqfi* scCke 
t-.s Ja to*fc» If 5^1 Mi Ifi 4fV* ohm « 

oroci teFvt-4 s» El-* Af»M» en 

I* .-*3 ** pi toco c4«*i in Wilt-Mi 
tars** • 1 £*"■*- W ttmocnjo inw» mmo 

tlOO At irUp ptX 

ItawcndtSISO rpMlfart 
oai to Mi «n up Mir^fl *fi 

- 1^-1 3Kf 3f EjrtyrH^r ri 1PSS Mo tf 
5 ilJLrttf ot fll JflJrilih tuff HpW OU 


likfeinicm de s UfU 1 ' e* mvi turv j «n cl v^jlioi hn Li Ilnurs I « nun -ujt un.t 
nncniaiLi Ltm vrcli* mtmal iiiiiiiarirp n I a HOcm^Sn ife S udu ■ U tn+rnUKUm poMth* 
dc Li umii rnmlrru f iliMruda en Li lifim l-.vuo qmeic tfcrir qm -i yard mutt* en In 

dimi/niit ftonifiVi alifitcdtif ijf i ml! mi uahc/d xcriji.Linlo en b dutuiAb tie n cn(iJW.c 
Li M.i|*rJid£ Mcmpfc qnciliifi h mi i/quicnia 


TEORiHA DE ST0KE1 Sea ,V lim-i tLiperficic uuifittine pm ■ . . y ~ r « «n^L. 

inn- fM,i vmluitH ine mm curvii i suave p,.i simpk ? tp-nada l .*, 

oricvtiai |in fXiMiiv^ Sea b iiji eRfttpa veeinfinl euyaf ciimpuncntes dpun iknvuda^ 
psufu^s corimiinLn eu tum re^dn uhierfu cu ST quc uonUenc a S ..t> 

| V J i/r ] | roc F * d S 

i 


PllCStsi t^iic 

| F • fit - 1 F -T(ii y II roi F * </S =- || n« V ■ n J.V 

f 1 

El irorcvm dc Smkcs c^liihkct l^ijc 3j integral dc ]£nea iilreik-dnr tk la cun-a Irufiurfj de V 
de !a cun^tcnlc ian^ni iiil tic I cs igual a k integral de stiptrlicic dr la com^Micme nor* 
mLit del mlacional ik I 

Ld cumi nrientada cn forma potihvn dc la n-uperti-cl^ oritnUdu S se rmcrihc a im*mKJr» 
eormi riS. de niotln t|iie c\ l^uvrtiii ik SkiLcs mt puede expres^r rcnno 


|T| 11 rert F r fft =| F ■ ^/r 

f 

Hay tniii aiialngiLi cnlrt d Icorcma de Sinker, d tcorema de CirL-en y el icnrem.i luridUmerHal 
del eiii li-u I ip. Cortii p an res Iilu ana integral t:on deiivadas en el primer inieniLro tk b tLLi_t- 
eiiin I Irecucnlc qtte r<H F c% una eIn mt de derivaila tie F) y el segirntfci mirmhnt ctnincfte 
his, \a3orc% tie I v*do en la de S. 

Ea efeetn, en d t3iMie%pn:bl dnnde Jj ^pcrfic^ Jo plana y queibcn cl piano n 
nriefilacion liaei.i ambsi. Li normal imilana o k. la inle^ral de Mi|rerheie viklw huj in 
lefral ikible. y cl fenrevirn tk Strike* *e transfnrma en 



| F - dr ff nn F « dS = |'|" (n« F| .* k 


dA 


Esin cs precisanientc Jm MU'lna vecrnri;il del icnrenia de Green dsdnen F:l cciuit irin \h .5 I ? 
Por Folnnln. d U-ihi-imjI de tireeii u-alrncjik- tin cashes isl'iimI del temremii Lie SloLc% 
Amiqtiec^ rntpy tliffcil dcmc^irar mtiilmenie el tetJtcrnade Siokes. pttede tLir (inmdenx^< 
trnritni euando S c% un.i gi alien y l r . S' _y ( corliportaa rnuy him 

PEHOUunaH DE Ul UNO EftfOU OH l|Q>il HA 01 HOIEN Supou^a que b CCdaeit'iO dc S ^ 

: iji t. p. i. 1 1 . \ l f- U. Plumb i| iiene denv^tlas parcralcv evirttinria> tie seguiHki oeden > 

El una ref inn omple del ptium cut a iBrvn ftvniera Cl cofre*pmidc a f Si la nru-n- 

lacirifl de 5 e* haem arnh.i, cinunces la oricmaciCfi praicira dc f eorretpuiHk a U 
tmcniacnin p^^iiivatlt f lv^a>e flfura 2| $Rhc que F Pi + t? J ' # k. domic 

dcnvotLf* part iak - ik (J ^ ^ on coniimue< 


j 























IOM (HI CANTULO 14 CAiOJLOvlCfOHIAt 


_ * fie* .k' UtU I ■all* JEP|ki, |HJcde »pllL4f U ffpflt.«l# I* 7 H} t 

iliMtilc I’ cud, iwmplu/adu ftf* rui P- rtwl „ 

7 || rol K ■ (ft* 


iv I / -ik «ei 

| Jt._ 1 

/ flp 

fl/f 1 fl£_ 

{ ^ 

*L\] 

JJ - iV toj 

"t* 


\ fli 

A* ; H\ 

\ ii x 

*>/} 


dank la> Jerivxtai pw»k**J*. fl ) « *«**““™ (l ' * #Ul ‘ U S> 

Jt “ *(l| J * jtf» « ^ * 

cs lino represenucLdn paranrflrkttdc C lr cnionoes him represent™.'* piirui.^a tk C Cr 
v - iV fj) .v = yiij - “ 0(*W. >'W) a " f ' ^ 

Qm ayuda de la rtgja de la eudcija* CMO pcrmile evaluar la mitral dc Jfnca cornu siguc 

i Far ’f(' , t +fl t + ®f)* 

f* f dfr . dc / Ar di dy \ 1 

} ( [ dr Jf \ A,x <J7 Ay dt ) J 

-f[('**£)f + ( a+ H?)2r]* 

■Ii' + *i)* + ( o+ *S)* 

■]j[i( 0+ *t)-i( ,,+ *S)]" 

duiuSt m; aptica el icnntina de Green cn cl ultimo pa so. Litego* al upliiar COB vei la irsij 
tie hi cadcna y al records que P, Q y tf son funciones tie r, y y : y que Ij iiiisma r es uru 
I uric ion tie x y y, cbtiene 

f f■ ,/r = ||[('ie + i£ii + i«±. + 

*■ LV 3* ft* fly A- ftf fly fljrfly / 

_ / w + ap fc + m at M to .to JtYL 

V fly flr fly fly A,t fl; Av fljr flyfll / J 

( Oalm tie los kTmjfios en esia integral dohk- se cttncclan y los renames sci* t^rtuufc* < 
pmtlen aetimodar para que comcUla cl sugundci mi«mbn> tie la WUK jtifi 2. Por lo wnio. 


| F ■ dr 


11 rot F ■ i /S 


□ 






















uMinJ 


i 









ifCClOH 14 • rf'jt*I' i ‘ ./i t*»5 


11 f l lhn ® 1 ^ J, V ■ Or, .t»ndr I’ll. >, :> | . | fc, ( , h L ■ urva <ie 

Ji'ltfrvttcMtn tld plana y + r - 2 y cJ dMu r + y 1 - |. (L* oocniw-kin dc Cacud 
..I dr las dimes ill^ <kl rduj kuaiuJu 1< >c tkuk ufTiiuj 


I .i surva ('limaclipsci lUisitn rn lj .V Auihjik- I dr <••.,,!,iw 

■ ii Imhiim ilimnu, cs mils Jiik.il uplimi .1 I . . .tk Stok \ I'niinn. ■ ■kni. 

I J k 

a ii it 


F£j| I 


■u 


t 


in 


n + 2m k 


AHn 4 Ue mchas. mj pert it. icv tuyu Ifmiie £. in deccidn mi* L.^cnnutc c-, U re 
IS" 1 '" cl^ici* S en cl piano * + * * 2 que c>1j aeixada par C. St 4icMa m S fa-*™ wnba, 
emutii-cs f lienc la uriciMacirin puMtiva indue Ida. La pu)«eot>n i> dc1 cn d pJoiM, i. ^ 
el tliM-ti i f + y : S| ptir lo que at jipliwr L ueuueitift 16.7 SO con * p(j, vi - 2 
Iienc 


[ F ■ ii r = || mt F ■ JS || < I +■ 2y\ t iA 

s h 

| j 1 1 + 2r >en if] r dr dti 

| | — + 2 - wj = |*l* * yen d& 

= ‘ + 0 - - 


l f J EJEMPIO 2 Mediate el Ic^remn ik Stokes, calcule b imedial \\. icrt K - dS. Junde 
I'l *. y. :) ,xz i + y- j + xy k \ s. e\ lu pane de la esferu i ■+ y' f 4 que ^ti m- 
Miada era d inCcrior tkl uilindro ,r + v l v aieiitiu del plLifio.n 1 n-iSuse 4 i 

‘iOLLIUON Pani dccurmiriEir Ili oirvst ffuiiwii (’ re^uelva I*ls ectiadruie^. \' = ‘i s 

,r + I. Al eleciuur u-na dii'eruncia. <i|iiiene r = ? y entniKcs. v 3 porque- > 0 
PtU In tanli>. el ctclq JjhJii p<ir Lia eemiciofies ,t : + _v = I. : \ 3. tina cdueicn 

vecbinal ik fev 

nt\ = eos f i + Ml f j + v 5 k ti ^ t ^ 2w 

dc t-Mc modo, r'iii - m?ii j I + cm t j 
AtlcniiU. ikiiu 

F|r(V)) ^ ^emtk +■ ^ sen/] + eos/ senik 
pi it In iamix de acuertki ton tl icnreiiwi tte Stukc^, 

| | rm F * t/S I ¥ * dr | Ftnrll * r m di 

| 1 I - s 3 ms r sen / + \ 3 wfi f tw l) tit 

- v ^j';’[| f /r - 0 
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CAnrULO I* "■ M- Ut-£l *CTOftJM 



■JJ I % Jw 


tt, „■ if l li laudA pL."iln it 



, hi- » ii r tifculii-nm (K i 

FIGURA5 


, .Mitcuml * cupola il n l ^ H mt* . 

..T i "" n ' ,- i- «. 1.1 ... I.*"«“*<“ 

(MU JilS • 1 1 1 Ll pi IL.C ’’ ithlHTlMf C ^UL'ltUltCJlK 1 4." I nil'll Hi VJlkjj 

. - 111 .i ■ . .. . . .. ' 

III ink'KMl ll*- supeflHlIB! imuda* cm* Ij eurvy li.rfUeiy 

lin (iwriL *' > *■ *" SSS* dd WW** ^ *'***■ *"“** 

i '. 5 li N i Kit t w* ” , f h 


*|i 


IS) 

hechn Ct Hill CUIUKh, « .Illicit W*P* -*« •»» «p' rtfc “* f“ “ ■“* « 

. D |j IIU( . e | icmvmade St.i^ pun*dilucidurcl ^uilaidudd 

M1 | B y!y X c A intt curvu ccinulii «i«Wda y v cl uu.ipo dc rek*uU, 

cn un fllijo Jc fluid,*. CuwMere In ii*B ral ,k hne -‘ 

l’ V • lit - j v - T </j 

v _*■ quc v ■ Te* lii iumpooeiKe tie v cn la diremitin del vecior uniuiiolangeMt T 

Em,, uuicrc decit quc. a medidu quc » tnfo ccrccna b d.rcccon deitb direct,. * * 
T c> m.v prande el tnlt-r dc ' - T. P.» k. Ulllo. J, t - dr o lire, medid, dc In ttreiereu 

del fluid,, n iiiouose ilrededor dc C t ..*» rimiluciiin dc v ulrededre dc C < vcm »• 

gura5), 

AIiou, m:d F uU, y». -it ) nil punio cn d lluid« y «u Jl un dtscu pequeto cun radio * > 
cemio f hniynces I rut FllPl "= (r« Ku/*.' p;*ra todo* Ins puiiios /* cn S public rut h 
conimuu IV lo tunlu. dc acuerdo cun cl tederm dc Slukcs. ublicnc b yjjmximaeiuii 
guientt ,i Ij circulation drcdcdordel emu In fronM £ 


| v - dr - j| in! v * f IS j j roi v ■ n tl$ 

Jt'ii p f » % 


|| roi vlf.il ■ niPiddS - roi vt^.j * 


* irjijine jr,. i npiiHUfn mi i ; jKia de lj;j i*1ju an 
IH liiOO en un yurirfj I" convi cn la (j M 
nMI S'fl ms r*;. .Jej tLtiiMM SU t,i!l SJf}S(M 

J IW 1 



tmu* 


Esm apvoxinucton cs tnejur ciundo it -* tl y cmonces 

J 


ffl 


mi % i P„ | - niPu) Nm —^ | v ■ */r 

. TTlt 


luj clujiuuh 4 Jy Li rcLiL. itin ciUrc d rtH;u. iuiut y In circnliucinn 5v demuectra 14 uc ti* * n 
t-v Liii-i niciiuU btcl ct'uciip dc giri) del tlnidu L'tm rcs|tocii> .il eje n, hi deem dc roiacu™ p 
ninyiPi ttm rcsjccui ul e^c parnldit a urt * 

iiliin>.f, cl lcmaii,i ik SioLc.h m 1 pnede ueir p;ira dcmutitTur cl inncma l<n.5 - 1 N 1 *" L " 
IllTiIcvi' t|iic F I) Mihtv In UHulidad tic IH', entonoe^ F cc iiiiisenulivn]. \ |iarlir Jcl ir,^ 1 
jtMinli'Hor (icurcnus y lfi.341 vilx: ^|uc F cn cimsci vniivu si l t F 1 tit * 0 pwrj 
imctinrin itrfada f Dada f’. i|ijc imcdc ddcntiiniir nun supemetc ixicrtaWc ' 

cuyn Imnicmcs ( them ^ puede haver, pern In ilcmt.i^trncii>ii rv^uicic iccnKas avan^-t 
dn^< p h vtunccs t?| leottnut dc Siokcsdu utmu raaiHadtt 

| V ■ dr = || un I - <ts || d ■ ,ts = 0 

fcE J* JJ 

$ X 

L ri.i curia quc no cv itruplc sc puole l)c scum; fewer cn mut cnniitljd dc vunii' simple'-' 

l‘ 1 ' drededof dc csLus turvcis ^tmpk-v m»h itidj> iguults a U. Al ..nr hi* il ,k 'F r3 ' 

k> ithnuur I < fir 0 paut cunlquict cuitu cctimlji {' 
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it* i,< n'j»rs 


J6*] EjlAClCIOi 


l i Ss prrwflMn »n \ mikm \mto r \k un |i#i4 i Mkkwb 

S ftUhttjM -|UL* »■ .. l-HIM LU||ljJll|j^« 

putctAlnh L Ml Ml I in, ^ \ splk|UC |ki| .|iir 


Ml F * tt& - Jj mi f ■ j iS 




J-* lf'3Lu|iic ellet^erlka Jc Sl^sT’i para rs .ihur «* mt F - dS 


% Ft*, t( :l ■ i - c 1 ' %en : j ■ k, 

' i i' - r i- : 9, - ’ ii, nijdjj liJL'iii 

umbiL 


J. S- i ■ i : J + y'r' j + h\: k. 

V f- l.i pjiTi- Lk-I pjj-iibuluide r - k ■ k <,|Lk' tfKiii deniro del 

dliffd^o i t v' - 4, qnenradu haciu wrifcu 


4 , I' . - : i « l h s r i -s- SMiix>: I j + \\z k. 

^ l_i pane dd tiwk* i : " \ ■ :' eatre plan*?* 

U i v t. 4,ificm*ij4 en la ■JiitvjKfen del etc i ptnilht*. 

J- I' <i_- i - i vj 4 j : iz k 

? cbl Ij pane superior II Lapu V kncuiJEio IjLiort, |pm 

tMi el lofuk’k dd euiv^ c<m vcrUcex f ? L " i. 1 h vnatado 
iui Ui uera | U*C «CUi^H .1. | 


i Hi i H v, :h — f J| cos 

cl hdmklcrio i 


+ .rrj f .nk, 

Vt -y J - 


J-K MftiunK cl tcurana dc St.it.ct cvjlik- i I" * -fr Efl vtuii 
cmj urbenudj cn cl temkk* commit j! dc h> ■unec iMi* 
■’Cluj n-nnu. si xc \ ircrj ije^Jc jfriKi 


E 1 :1 ft t y fI 4 (i 4 : jj * |; ■ i lk. 

f cl iriBik^ulu C4>n sediees i I f). Ill, I ti i Uj y lE? r (i, | i 

1 I" ' -» c i T c i + c h, 

r 1 ■ III IllHIEL-fLI lie: la pjftc cSl'I plilll^T 2 I 1 'I m 2 Ell cl 

primly ocfunic. 


1 *' ' I • 2j.J * . k. 

C ** clihicuk? x 2 -I- y : « \t.i^ * 


It. Hi I t - a | '.]'-. k. ( I i ' .1 . ■ Ik Miirf - 

ildpUiHu i ^yttUikrtdm i • i ^ 
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Ik] Aph|Uc fitaftta *lc Siiskes purB cs j!u>ip I, ¥ ■ ^r. 

HE %|.i| ■ « r i * ii J * k 

> * U turvia. ik In iiu^iat^u tmt f 4 pLuu 
i t y 4 i - | j«cflciliikku i' - k Veijw ummi!:j6*tn 
fl BOtlkSD CDDftnfid jl dk- U-, del 1.UII*, Si 

I Kid dettik 4fTktK». 

Ih| ihh lift EuMiH d plann «om «l tlllitdfd nw dt>«4ARrti 
dc^idi^ dc ijl mi rJi» i^uc pucilj vn In muisj f s la 
%u|wrtie kir que u^'i cn el inciM} ui i 
(cl l h bmec miaerimci, i^uiijLiin... |mi..i. ( H>m rii.r, 
jllllhJC f ' 


IJ, e;m Mt'iliM^ii,- yJ iciiis'itiiL ile Stakes eulik- I iJr duciJ? 

Hi L k, .-il - L :, I I + ' i ' j 4 JM k i rtk Ij lu n 4 iJc L 


imersKce iem ofit t\ pnnbukidik liipcfth4i<Lii: 
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ffl 


V el dlindfil r + y 2 = I cun mient jl'kimi en cl stm Hki 
cmEiMur jJ Lb manccillis del rcli^j ctPta? u v s icra 
ik^lt jmbd 

•ihi hkhufc HVIrncI pnrjbcduiiie hdftcita4 kto k^ireo-cl eiluxim 
%*-n di>mmiiLis ele^id^vik Ml Ims:4hn t|ue pued^ ^et Ij 
CbMra C ^ til fljperficic C|UC u%-> cd el lim < vn U| L 
ick I’ljmiee rcuncioiics parsm^tneiw para (' y cll^ 
dtbujtf C, 


13-I S Vei ilii|we q\i< se ewnipk cl lenten i-l de SioU-h en t\ «asn det 
e-iJii|xp vecloriid d«d» F ^ 1^ sufiaiicie .V. 

II Fti. >, :e - v ( 4 ,cj + :- k. 

i Cx Ij pjifc del panboiwdg Z *- I ■ + ^ t^Uk- w kx jIlcj jbajkT 
del plana i * Icon mnUKidi h-xu Jitiki. 


14 . H i, i,-1 ■ 11 * y| 4 xvrk. 

J f! U fwic del piaiHi 2x + v 4 ; ■ J ^«e ir etii:uc:mra Ml cl 
prunes ml Mute pun untnud^n hniki.t Aftilij 


■ >1 k'lkLiiiiii ni In JnevL'iciri 
-k I C|l- i pusiljVii \SuipTimt in .ipll^irr Ij es'kML'ih'iki B V| 


m ^ <" i : * ' ■ r : i + * k - 

\es d I if i nixie ill i r 4 y : f- I i Hh, unfnijbdaai bdi- 
rcci-Liiii del eje positive i. 


14 . Sen t' mu tuna suaie. oerKidj y mnil-iIU t\ve s^ui en cl rkifm i 

* c # : | IX'iikUL-stre ljlk 1 ha mk'pvi ik? Iuhtj 


l ( .: di li ih * 1\dz 


di |H'ihSe wkUk del dL- ]J icjJf N! eik.TitiMii (-fc-ie t > (Ki dc b 
funiiAde I'm su ul>kjs;ii*n efi el plaits 


It, 1 II.I |kiirlieuUi < inucie a Ji' l.uykdf lie iVkla de>dc 

el ii'P^'cn liMtu kks puniu^ i Mi, iii. II, 5 11 iO. 2 t Iky rc^ievLi 

III I>ri fen liaju IlI inllneiK mi i.kf CiaiM|N■ de Uivi.r.i 


H a. ■ rM + liyj ► V k 
Kneuentrc d irahuiik rejlh^ad^ 
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ill] Si 5 e» ijjij swliftt * E Y,iinfart la de* * 1,KJ1W ,k Sl ' 
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■nikii. Mi'djjmw I 1 *" ejf0iU**M*. 2* 7 ^ * ■* n^Hdm Hi 

.nire In 

(jlP jJ/fifl-Jf 


itiH ,1^/1 J* u 
Itfl i. l (*4 " *' M fJ 



U £ Lif r I /j |J 

TRES HOMBAES Y OOS TEOREHAi ------ 


rt, t|T ^ - -* ■ j 11 

it E 



■ iff I* tadgrjl^ w fnusiTPa HW1 ¥@119*14 dll 
vtM edlfl'Bttld ih lil l".nn(iriiJge UwvsiTV *n 
riunui j Gikji-] f 6i i'i ii 



j i& Uniari to* \ pm iw d {junta vi3 Cuhe 
Lh nrf I'i f,H C^£#a»^p V '■ 


1 , 0 , <!c |„, ....Kiri.. Ilf........ '■ .. " 1 ' 

, fi™ SokM. pro Wk.« ..,*ro. WilliMi ... <-«• 

„„ d^mprlh'«» pm |»pcl ■=» '» r«rmol»<ln. » -pIhmM dc ™*« M«« L, 

.—. —_ c*» kf. i* tcorenus podriM 3>»d« 3 «0.c« , pn, 

.:, ,! ... I.j ,-k, 1 o.i.iJj , el "■■<«■■ ■ Ml, 1 , 1 de llukka U»hNtaM< 

dc Ej hi^utriii pitipwionun cn ihMwal Tfiiifsen ik !■«' w 

Bcnbaumri^ urfire lus orients liMrinoft del icifrcHiu de Green y d kurettt. dc SmfceL 

Eltpliquc i^BriimlllUicks y liti {wir<|i.. cmiv i 1 " 1 . .. ^ 4nc Green. 

|1nHnvi>n > SLiike 1 (Irwiiiicnaruii m cl de^ubfinlfciito de teoremas y (?« la difuniAa 

jmpiu Jc eJliTt SSiiL’^irr la huhti iiMW arnln^ («t«rna^ 'iirficft^i dc la 

iB^mifacwn «ibre 3.iekt(rivniiJ y el itMitiKitwno. v tVmw»r«cf«n» usa(hMrti-mfsK oora. 

mi nurdlHi pa cvluduf urtii 2nm vjih’iJjJ ik‘ pruhtcEiUi fiMCiw. 

|il dicLiiPii.ni4» i|hc I'utnpiM Gitlkpie I 'I e' un:r huctoi tuerne muk' de iTiluniMcii'r. 
Kmpriilieu L'cniiii ciertlill.ee, El lihro ik Hindi|S| prnpnicHinn un recnento dc U \al.t 
,1 sinkL-s \ . 11 1 lin.itic ThumpMHi |W| l-^ mini hiciprafia dc l i'ul Kelvin l.cw- ;irtuuln-. <k 
(iriiiian-Gmimc^ \lt\ y Gray HI n eJ Ubny de ( .mncli 11| dm elpnAqramdde hi e^tr.n*njlmaria 
\ jih-jv Je Green Ma^ infomddn hl^urka } maternal icj ^e eneuentraer hv lihn- Jl Kat: r - 

j KHm [71- 

I. D M C.mrwll Gif^r Urtru. AtathftrmtivMfi and Phyuetel }793-lK4} Th<- 

{iw:k#nmut ii> Hr. lift mat U.^i LllirlumJi-lpliia Society ^ut Industrinl ^nd 's.i■ |■ 1 1 uti M.i^r.t 
maties. Heidi 1 


C t InlhsjYie ed.. /in fjiiihjn uf SfifuiiHi Biognajth c tNuev j YorL Seriducr^ Vej'c 

el irttmtoMhfdiwi qwe prepon’i' I" ^ Wallin en el vulumcn XV y jiiiliiIlh vut*rt 
n>tilH«ili ijuc tbhnpp led fineh»aid J jeejea de Sluki i(IIC ocnbi» F St 
Rukinisin. en el MHumra Xllt 
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It BriKY* Si»Liei> fix II 1 *t(iin, of 

SltolKTQtoJt 1 


3. I f 1 ran l on f lia ) i mil* «.s. "Wliy did George I if ceil write Inn ennaj pf 1S-K *‘rt ctcanci1> and 
iniiL'mliMii Wj \hiiti \fwitijh Vul 3 (j: c I'Jun, pp uir, 

1 Gmy. “lliL’ie wav a jolly miHet" Iht AVn Vtd |J9 i W3). pp 24 27 

1 . ti I- Unis itintLMi Hu r Encbanlrtt mid O^rf Stmin , i \kck 1 pvl l.^nn 

PlfH. I9T*J 


6- Vh. t, it Kiilf. I firunt nt \f ri ifif rnith T n lmnnlm u ,»\. Mnevii Yml HaireK oilin'., 1 1,4 : 

pp. ft7K-fiKU 

^ 'I-tm. Klanr. t^r^MHMi/eor llmui-ht fumAncifU io Mhlrm 7Jwej <\ucv 4 York (Hkitd 
Umvcroty hi ty |i#72i, jjjj 683-4K!i, 

I. ■ uiuv i" | lorn.pvMD jh r fjfr „f ^tuti l\«‘u York kTicki I'J^hi 
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16 9 TtORIMA OE LA DlVfRGtNClA 


• h 'jSQPffTi.j j t M di^r^ent^ £ft i\3ST^ & 

mmmfamwtottM tfmastPtiimmiw 
■jS freer £♦: fra; M777- 165ft uj*s dftcubrt 
iffi Hcfti-J dc,i tffflfl W pTN^^acirir. seta* 

i^ndfv* En Eu*flpa cte< Eate. eJ lw*^ 

■» d-.E^ivxi.i tt Hurt* 1? tort el narfere He 
ifcwrj [ki OvimgriKl^ky m hena S inolEinfiliCD 
^ 1 Dicio^ixi^'f |180M^31 qu*en 

mip rcniiiwjocn tsfti 


Tn l.i i ii’i Liuit 16 5 if'itu el lenrefiMi de i jieeu lb reLfufinI ■ un* ■ 



iluiuk * t> Ini curvu InmEeiJi iinerkUnjii h ii !.■ iJirecLlufi pusiuvj tk Jj i .. ;_■ L --■: // ii I pL^rm bi 
e%!imer,i iRiutukr <k fCTmli^n c»ic ifinoiM 4 to* campus uth * mEl^ m4wc :-* . |>*!il-. 
|kiiuiliMi b liYiji'luni de qtk- 



(II 


dttndB 8 <f Id superlicie tmniern i!e la repM'W uHiiia i- Kcsuliy tpur la i-rn.K Ilin 1 cs eiene. 
ton las liipdicsis adecuadas. y m* IIrmth icoreinude la divergent'a Oliver it mi muhIh j-.i ton 
cl icnrciiia tie Green y el teorcinu de Slokctt cste leortnvi relation^ la integral Jc uny de- 
rivytla de una funeidn (div F ei> cmc cwt) en una region eon la imegrul de ia loncnWi un- 
gnud !• en b 1 11 inlera de la region. 

Fin cs<a clapa uvied podm querer rev i tar Ins dicfinkrs lipos de peg tone* en lav tup¬ 
les es cjpa/ de Cialuar mtegfules triple* de la section l?.6. Planet J dcmucMre d ieo- 
ncitn ile Jivcrgcnda para regimvcs F; i|i)e von vimultananKnlc de Im tipos i, 2 y 3 Ita- 
madns rcgioiivv s« ill dan simples iPur cjemplo. las regiones avoladas pur clipsnidev •• 
L-ajas fuctudgulares son de este lipn. i La frun'era de E es una superficie eerrada, y u-e 
la convene id n de la section Hi. 7. segilri la eual la orientation posit jw cs hatia afucm, 
es detii el vector normal uuiiario ti st (Jirige hatia ul'uerti devdc H 


TtoRtMA OE LA DIYERGEHttA Sea /: unit region sdlid.i simple > V la vuperticit 
iioiitera de K. detinida con oncnlacion posiliva Ihacia afnenil Sea I' un eampn 
ivctonal cuyas fimerone* compaaenles trenen derivsidas porcioks tnmimus cn ur^ 
rtgnki yhitna que coatieiK £’. hr> ul caso. 


poc tonsigaiente, cl icorenm de In diverge ruin plonica que ha|L» las condicioncs dadav. 
el Slojo de ¥ en cl limile de la superficie es igual a la integral triple de In divergence dc 
(■' vohre E. 

DlHQVIIUION ScaF = E*t + c»j * Wk Enionces 


• £■ 5iS3<m.j Jr ia di^r^entna m a 

MaJtGcuaiffihrapFiraamteffiaienafi 
■jS freer £*: 11777- 165ft mu* de5£U to* 

tat ncftt-j dt,i .jf J + w n^fl^qacidn 
i^ndfv* En Ei#npa cte< Eaie. eJ 
■» '•* 4 tt me con el narfere He 

iftjrrr 4 in Ovimgriidsky fhi bona Jl itaieiTMiEiCD 
-dM WiM i Dicio^ixi^'f 11001-18631 qusen 
mip rcwiHflijftcn 
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Por lu UUltOv P«* W ,4;n|lfl 

t'L i hH niH4“‘*i sijiulente-ft. 
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17 dV 
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|T K * * " & - )Jj ^ dV 

rV £» 

51 * 


Puj j ikmosinir la ecuacidn 4, rccurru 


:il hecho tie que £ t 1 * Uf1u ^strido bpo ' 


E - {tt. v.:)[U.y> e o,«,(i.y) « : * 

J.HHIC » cs la pro >«™« Jc fc «» rf l*»° V- * la ccuac ' 6 ° 15 (> * 


I kc 11C 




t/A 


>. L'll 111 l Ciso, seguu d teorenu tuiuliiii^niHil del cSlculo, 

dR 


S 


|f —dV - ff tJ?U T y* ii 3 U,Jf» - P(t. >v w,U. vh]JA 
■Sr •• 



Iji superfieie fromera i consist? cn tres panes: la supertiesc del foiwJo Su la supem-tf 
■tc III bp:i S: y posifoiemeric iliui *>upafide vertical 5>. la eual sc uhricu eneinw. de b 
corvLj Ironlera de f) tveasc ligtim 1. Fodrfa ocurrir que Si nu apare/ca, eomo an el ca>i 1 
tie uim esfera), Observe qitc cn S> licne k - n = G* porque k es vertical J nes horizontal 
y us! 


flk >nd$ = || OdS = 0 


l*or esto, mii que iniponc si hay uiia superticic vertical pu&k cv.nbir 


FICURR 1 


l* 


JJ 


t< k * ii i IS 


Itk - n dS + || K k n dS 


K k 

V, 


■ b 

s 


La cejucitin de w * iii(j£, >1, U,,v) € f), y b normal n hncia afuera senaln hacia 
amtsi. de rnodo q Ut . (fc | a Ct u:ieirtn 16.7. Ill (cn la q«e k rccrtiplaza a K). liene 

pjk ng H 

1 1 * k * <t^-V - ft Aftay, ct 2 (jr, v|)<M 


* * 
JJ 























tiCCIOMU* tfOKiri* ,1 I .- * m«i 



In .% i i il iif | - ff|( i r 1 1, |Pt fM cn ta%#> Im iupmjjl n lutcu dluera wiill twcu alwyo* dc 

ntmfc i «|tw.- mull i|il wjur p* a | 

}| tf k * n | | #U f v#i*M 

■h ^ 

Tin In lunlci, Li ecuocJdn UiL t tomo ursuliiklii 

J| |j live 1 t.u.U. O) XU JI 14 Ol|<M 

1 u 

■\l cninjiuriir ton la euminn S lltjj.i j quc 

* ■ , . .1 uiji. L-Mi?rT^t9^d&(fcmoiMliifl (i*l 
hrc-riudr Id d’lugensna rtiuy parecidn 

H Ertfc^a Gem 

I I *k-udS= |'ff ^dV 

i r fl ‘ 

Uih ccitLidones 2y ? w ile in Ltd si run cn lormu similar usandn kL>c\pffMiin^ 

Una return E i pen 2 u [ipo 1, rcspccrivamenit: 

*3 IJtNHO i Determine cl Hup del cwnpo vctiorial Fix, v, ;> * J j - ., k 

la i^fcn unaiafia i : + y J + r : 1 

solution Pnrncro calculi- la disci gent in de F 

div F - -^- Uf + (_rl + — U) - J 

fix &y &z 

■ u ■: -■ i^oiq 5 « Gets can&rtt 

131 * t&la 5KC*an 

HI 

I^a esfcm uiaiLLirln. S es la frontem <k la hob urcilnna deftniiiu pur i + y' +- ^ 1. En 

mius (£rminu&, cl teorema dc Ll divergent iu da d flujo comu 

|| f • </s = Hi div vdv i'll i dv = vi a i = \ sri u 

i + V "V -* 

»■ | 

"/TrV 2 - 

13 (JCMPLO 1 EvaJtfc |j K - </S. domic 

| 

Ft.i.y.d 1 iv i I (y 3 + e L -')j + sen! yd k 

i yAi 

y .V cs la superfide de la region /. .btuEndn pure] cilindro piLnihiilkn : 1 l" y Im pJj- 

nt>\ : i H. v = 0 y v + r 1 2 iv^w ligura 2,]. 

10 LUC-lAli Sena difidl en CMTCmct cvdlHtr en ftSfTim dkcU U inlcgrstl ik Mflpcrl?iL-ic. 'Tendnj 
<|ue cvuluor timm micpulo <k vLL^rrifK' cmcsfKvndicnics a Li^ auini junm dc 5 ■ 

a-l-jr» 

“tiUJI ? 

Adeina^, In di^crgcn^u dc F rtiuitHi tiK'unv tninpliLuda. que Li miMm J- 

div F - (i : + ^ L - ) + “[^eri vvl - y + 2v - 3 y 

1 J . h In tJinlu, hpliquc d Leuremn ik U iliviripi-iK-ia paru ^uiMm m-n J .1 ink-^uil Lit sufXTlieit 
■ LllLi vn Lina inlcjeral iriplc. l a Ititintm mas lik-il dc cvuLuar hi inlt.iTiil luplc. Cs expa^ar i 
L’umii una regiiSn upn V 


£ ■ ft*.*.*)! - 1 * JT < I. 0 * ; * I - jt\ 0 < v < 2 - 
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.i f r ( irfi * 3 1 it 
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fi p (2 - ti* 


ii: rft 
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rfx = f |lA + I I 


L (Jtf* + + 3U* — TJrfx 1 

Jm 


Su J 1.1 L Ii;inosti;nlip el tenremu de ill Jivcipjncia =srilo para rirgmnc* ■'■"bda- • rniplc* j*„. x 
pUCd Jxinosirdr umhiiTH |UM Jennie*. que vein Lumprit^ linilir. dc icgiono vMfa Mid 
pies. IEJ priKcdimientn e* similar al aswla e» la sect km lb.4 para geoerdtxv d kw^m 
de GrcfiU 

Pdf ejempit>. cortaJdwe la region E quc se ubica umre Ins superficies ccrradns J, j y 

inode .¥| qucUa en el Linenm de 5:. Set. y n : las nurriutles hacia afuera de S \ S .- . 

»aiHo, 3,i \nperflde Iritnicra de £ e> S S . U i* y su normal n n -d sohre J . 

n = n Mibre S? (vcosc %ura 3J. A t aplicnr el teonrmu dc Ij divergerxu j S • .bueik: 


m 


div V <tV | | ¥ * i/S = f| F - tutS 

mw tr tf 

S % 

- | | ¥ i-n ,Ui$ + | | F ' n : JS 


I. 


- - ff t ' d& + | | b * ( /S 
► * » ■ 

& r. 

Aphquc lo j me nor al cumpn eleclrico (Vcase ejcmpUi 5 de b seeddn 16.1^: 

„ cQ 
Els* = n x 

1*1 

dondi esferd pequefiy de radio ft y cunino en cl origin, Usltd puede compial 

que div K t>{v*isc ejmieio 23 >. l J or In unto, la ecuuci6n 7 da comn rcytitiado 

II E ■ dS “ J| E * rfS + I)) div £ JV - f| E ■ dS = |"| E - n JS 

1 l - r V i. 

. . . Csk> es que pnik'nins evalnur la integral de supchk'ie snhiv 

pnrque A. es unaeslera I I vecior unilurh* noma! en x es k/|i |, p t > f | c uiiin. 


e.„ . 

i*r jxp 

y« que la cumritfn de A, cs \x\ = a. Dcbjdn a eso 
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-jy AiSii - —= 4fnt^ 
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Krrr, d 1 — jeK .. '-v iu, i"r- 

IrnTLi. T®*"' "" ““ *«• Jr Ciau.s> Kvu,vu,n If, - N 1 1 

'll* 1, u wn’Mpomtenriu entre k y ^ cs #r - 1/(4^ 
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15111,1 l Jiupo CO cl l|ue' (ul- |h*mIl upJh .ir 111 l[MJfCt 1 U j|e Ij m rlt ri Hup ik 

llhiNjt^ Vj H I, i, d ^inifMk ih ■fcIih.-UI lie UM ttuklu tui 4klh llli4 LMflllKlto l* hif Ur 
liJlPlii. I ft% cs cl (tfildul |km uiikUI 4l iivj \i P j I I , kpti pumii Cfl <M Hurt* > 

h»i* NpIh con railm P., 3 i.hIm nmy pcqiicfto h. m ml *. ii^n* Ji-l | ipj dr. I -p 
p-ii.i IihIu^. Iirt fHmtfK cm fi |hi4i|Wilh l‘ es umhnuai II I Jill■ r IIe l I Hut" ■ | » I| H- l-i t-sU-fj N 
IrmiiL'i.j ir jpru.vima dm hi mjjlh’ 

|| F ■ JS ||| iilv I 1 ,/i |'H' tliv F(F„)ffV ill-. 1 ■d‘ }VUi , 

Aaj Wii 

l.Mii apmiilfUk;i(in es riki jur t Lurido a - El y hute pencil qiH- 
di div FIF*) ™ Llim - ! || K * iJS 

mi {■ 

I .1 CL UUi ii.ui N oublocc qin- dlv FSP.il es el flu jo fteto qui> syk“ |hh unulid <k vnlunicfi a\ 
Pi- (folji u r±f.frn del mmhw cfivmfiTJriw-) Si div IIP) (I, el | 1 ii>i iu-I" tcrca dc P L--, 
IlhlMU nlnera y se dice cum liters que P cs wm liivriUr Si dk FCP .1 M. d llujo nein c h. 3 - 
l Li jdfiHm ert Ik vctiiutuii dc P y m? lIIl^ que rrsic es. im siimidciu 

Al iwccer, err d easu dd t"rrn|uv vclumuI tic la li^uro 4, In* VLtlurt^ que tenminan in 
l;r- trrejrtLL L dc P\ son mas corUi* que Uiv >Glares que «npitvji] cetcu de P l J «n t-u ■ el 
lfiui.ii net o es hikia atuem tn Li vcclmlad dc /V do moda que dn IIP ) <*. l*i que P 

una tucirte. Por Id ccHilmria las ftttfov* que cmran cerca ck P- mm mis q^e lav fk 
chas que jtalcii a tin eite casn. d nciu Ci hacia ademro. dc tths^s qnc dh PiP ■ 0 v P 

cn un sumkk-nx Puede ulili/af la liflnnuta j F con el tin ^ iwlinm* imprffion 
Pucsioquc ¥ = X 3 1 + v j.drv F 2x + 2 v- lacuaJcs po&itiva tuaiKki y ■ - i hceso 

Ins juntos piir airilw dc In recto \ i son ineme?, > los que sv ciKuenlnin ahajo 
sumldcms, 


j I6.9| IjERCICIQS _ 

‘-4 f '.;TM-bc que el [L-ynrma lie L JiveE]:ciicis cs ^ .didi- pora el 

. jnipr ■ rural I' ik b nc^iim £ 

' \ * J * 1 j 1 

k ct d cuts! limiEjdu por liss plum 1 * 1 * 0. 1 — II y = 0. 

f- l^-ny e- I 

I. 1 1 r ■- i J t + jyi + rk, 

f. 1 ;* c3 *iliI 1 il< i ImsiuJn pnr d puniholuidfi i 4 >' y cl 

plklhll L v 

1 i 1 ■. (Vi + y:j + ::ik. 

I ci cl alindro * : + v ; 1 1 ll p : * I 

l l c I +■ y j + r k. 

£ e% La KiiKj tuiaLana r 2 + f 1 + - 5 < I 


FIS McvIumc cl itTniu de la evkute la rrvieieral dc mj- 

" F ' r " ! m- f - JS. C’. dcviL cakule rf rtwjii dc h j krjiC’ dc .S. 

I'li, r scnvi + e emvj - yi k. 

v I - b ^ypertkie de la ddimlniiJa ch'i plain t H. 

* - I. y - (1. l - l.s - 0 y J - 2 

M '' 1 •>■ «•- ) + 2*>~'J * '-‘k 

' =» U mpcrtkte dc Lit taja erfl ifrlitr* ( — I. --- -*> 


[T| F« <•>.;! 3rv‘ f + ,w| ‘ :'k. 

J cl l.i mpcrlicic «fcl wluki jpimjili* {*,« cU ilmdro 
I > h* pianos 1 - -1 > I « 2 

t Mt,v,:l ■ i\i - r ! .' J 

.S fL l.i Mjpcrtkk Jl-I sulnka ikliililUil'* S'HM cl lippcrtvlowk 

jt : i i (i • r : " I y los pliu»i' - ” If.* ■*’ 

I'M. 1-. I iv ben:l + tosi» ij ■ i'liin. k 

,V cl ci cllpdakk; x z /a' + y‘/li' + : '!* 1 

ID. f{ I. :l - ' ■' i f J<r f i + 2.irv.-lk 

\ CL 111 Luperficlc del wimrdfo linlitjdn |S 1 | Im pianos 1 II 

t - I). : - » y * + 3v + -* ' 

11. HM..-I tceu+My s tt+*t J 1 •'*»• ■ 1 ,L 

la LU|*rtk* ikl ^nk. pm el [WahiktOe 

: - i r fry el plaflta r — 4. 

17. H 1 , 1 ,. I V J I + k 

.Ve 1 In m ivilit'ii' «lcl nM'd 11 fniiiiiol" I *" 1 el cilimim 
a' * \ I y kis phtnps ' ' + - J tl 

11. K< »,*..*» ■!■' -I h Av*?J + >:■«* 

v f. i,tcLiem von radio *' y ecnm* ‘'I w'D'' 1 
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li F - r/|r|. iliNnlr f “ *1 1 vj 4 ilk . 

Chlii liifiuitilii fhir fin wilHCsIerji : <J I - x l - y y cl dl'i" 

4 1 - I eii rl fi 

u\ li, Fit, t.d r‘lin.fi ' fi, 1 ' J + i nM l k. i’-n* la 

^tipcrthLfr J*J «r vtfiii P’r .wriki dd plum n > 

Je lit ui|Krfk'K ; " - _ i 4 " >*■ “I *** ^ 


i*v it, Con ayudii ik un M-meiii* HljwhNUm l »iirtpniiw:itMiLil. dihtije el 
fiimj't > wlUfiill 

v. :! ■ wn i cnC* i ♦ ifn'f iW j * v?" - ‘■'d '*' 1 k 
cn d cut** sutMdo cm d prune* n> twtfc l* 1 ' Ins piano* i ff- 
v - s i: 3 Lucgo fjkbte cl rtujo <pr p*wt ■ irav** 

tic Li vipeniLKJrf 

17. Medium? cl tci>reina Jc la Llncrjieini.i. endue j) n F ■ t/S, JmriJc 
Fi ,. v. zh j ! 1 1 + ( i y 1 + inn r) j F U*z + y 7 Ik 

j 5 c% 1 j iiuEad supenordc U Cilery i 4 y* + r 1 - I 
f.V^Tfi <•-. ■ *•<«■>!■ ip* S no r> mm Mltriinr cenrwto Pnmcn> 

Octcmunc bs iiLtc^mlfth h4tc 3 s V - . ihwJc S. C'd disci i 
i - t • 1 1 con oricnUiriOo haeia abujo. y Si “ & U Si. J 

It % " rtwT'trU 4- f > ln£.t J + I) j + - k. 

I kin mini i 1 cl |Iu:lmIc K que pJMt a travrfs del paniboluidc 
[ ; + (' + : - JtjUi: tf sUliu ClK'imu Ltd pUlWf = I >' eslrt 
uncutjdi i hacia jfnki. 

Te. St mus-ilfa un Ljrrtf’o iCVtnrial F L'tdic* Ij interpmJtm'n ik 
ifiLfl^nKii ttCillhlJu rnMXriiin [UIj JcEermiiUt stilts h 

o posttiva o nc^jlnacn P: j P. 


fS v \ 1 t 

V 1 P 

s * 4 1 

1 1 v V ■ s 

1 t V V s 

■ . V K > 

*1* •m *1 p * 

S \ \ L 1 

i S \ l 1 

»» 1 --- 

j t 

i 1 V ^ V 




JO, ■ _< , .Sun iiifiiic • i ■ sunuderoh Jm puntin t* s P_ pura cl t jjtijwi 
itttorul F mostradocn Ij. lipittn ’ 11 ■ ipuiacme unj vs^lisu- 
ocki con sA|o « la lifum 

I t»l Plic^Ei I que F a, -+-I - < i, >'}. upliipic lo definition lIc ill- 
vc^cihiu fjni Lumpnihjr s U respuchtii d inti$aiM>, 


1 * ’,1 f 

V ' ‘ft) 1 

■h \ % a a 

■h fc- a -■ 

\tf77 

t t # / ^ 

i r # >i 1 

- - * * - 1 

, S ^ ■ 

S \ U i 
VMM 

■ 'F ¥ n 1 

« ■ # # h- 

■« p f tf jM 

11 * * / 

tttr ft 


_ *■ 


71'JJ Tract d L 4 mpii tfclorid y fllnk div F >0; iJofitlc dn 
f ' 0 A toniiniuuiifl ukulc djv F fwu venRcv so ukulm 

Zl. F 14 . y)'« U.r. jr + r) 


u fi 1 , hi '■ y* 

it t ■omprtffiw hiw H m 0 iw ri *1 
tV , 

j 4 . Mo.. U dJ^rjerK^ tidL* 

|j (i, . i t + j’ld.Sikmd* inliola* r *■ 1 - r - 1 

?S-ia IfemucMW mi* * |a * w^fMtarfWi tufMMuaidulp>||J 

. .. cun lnsi.MHkL.Niws ilfl Tw>icinu (■ P^iw* > 

runcioiM-s vhjIjmcs y Us uniipuiiL-niet dc Joscampw ^411^1^ 

■icnvinUs prn Idles cumimivs dc «iun*» «** 

gg |T n . A its - fit liunile 41 £' un scaur cumUnlr 

I 

3*. V(M ij) F ■ dS, dimde F 1 l, v. :i = rj ) k 

1 

37. (I ivd F dS - U 

1 

3*. (I D./dS- jjj V=/rfV 

I "f 

3». || i fty) ■ » 1 is = JJj t f?‘g + v/- 

30. |T i fVg - uV/t ■ nJS - lif i/r- e - ff V/ irfv 


3L S li | k ■■ayr;i 4 UC S y £ cumpten cuti Isls coiuticiunes ik) Icorema 
Jf In divergencia y / cs mi:i Innci^n cscslar cuyns denvodu 
]>.iis Miles st hi ccntinuLis Dcnuicslrc que 

0 /o<ts - 01 Vfav 

t 

&Hi siipcrlice y Ljs inic^tiilcs trtpfcsde tunsi.ms - vcctorulr> 
SOfl ves lOrCs deli ni Jos |hn Ij iiiEl' j; men m Jc ljJ.i i hi j Jk: bf 

Imkicniev Liiiiijwiiaiieh. [Sujf jtt rt irt,' micic aplicanda cl Teo- 
rdimi Ltc Ijl DiWrpcncb h F — fc r Jondc c e> un vcCAor s-t*n>iui- 
.e mkni^nirj 

32, i 11 u^mVi txiipa unj region / ^ MifKiiiiiiL- es 5 > Mi taoisM? 
cn un liquido tk dcn^uLul cun stun tc ft Pn-fun- un interna Je 
coonJcmiJas tk mthJih que el ,t> coined j eMi Ij Miperricie 
del Ifcpiidu y los vakiros poiiitivos de ; wt m.don hacia abajo 
Jl-HIici del llquido I.iicjJli. la JMchitSu u Lj prnlurtJldd«l : M 
V (*}:, Jwinle if es ly ■ttlemcidn dc h Ecivniiil 1 s eise 

k.5l I J lutTfj dc iIMjl urn Et^dl snkrc Cl hHkIi. JrhJH a U 
dHlplHitBm ik la iWMim SC dc Tine LlMD b iiilc^td Jk HifcftK^ 

F j) 

rw 

J 

1 I 1 11 cs tu tiomuil uiiiLii in exlciior. Use cl restdiiik’ 

cjcrvii.il> 'I pandcmuMni que f Hk Auuk ^ csd ^ 
del Ifcjutdn que dcspb/j r | s^nk. (Ohsme i|wF*c 4 n#c 

hJk M ainhj purque i « dtri^c hjsu aluji' 1 H 

(irftu ipttufe \ rtfunut j/f.s U liicr/silr fkwicid*i ’dm uns^f*’ 1 '' 

VS IjSM.Lt ul pCMUkl hqiHduik-spb/jido 
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KtPASO 


mruftN di CflwCifmil 

1 r , IJuc rs un i. iLiiij wi VKlmiJLl 1 hnpnctlum 1 i ir* t|L-ni|tlicm <| ,H- 
L^nk'-HjJjn ' ipmifa jJ i ' Ihtfl) 

i,l i , Qm’ c' ujitamfiiT seulcinidCHit!*rvalh« t 
i h i ^(.Sur r. Linn liiiiL’inn |MitcneluI , p 

J, hji l:yrnKi l.i dcSnk’idn de U mtL-iu.d ifc llrtcn dc t«u* 

fUKktr rwatal/a Id loigD Ik Ulu iWVii unihTine * * I’ n 
n-Spcelo ,i Ij I'Ni^llwJ de Wli 
'In ( fi iililu JiL'Im iik linen'.' 

il i Escrita vxpi^Kuirt |wa In mnvii s d eentw dc. . 

de un jljiuhiu litln qW IKK fonHa de WW cun 4 

( vi b nine hot dc JcAmiIimI lineal ikl aUmbrc c' 

pT. VJ. 

till Escribi l« delink iunc s lIl- Iji^ dc li™?a j In 

Ijnut Jr t ’ Jr iinj huiLiun csculai / con nspccto u 

* ' > - 

it i esafuamcstn* integrates de IfaCn' 

4. ui IX-finu U integral dp I men de on camim vectorial F .i to lar- 

■ro Jr liiTL.i tuna C umlnnM dtllnIda puruna fundOu vecto- 
rul nil 

h> Si F t' un cnmptidtf IHCTM. ,.l|uc nrpresffllj C^til Je 

lilH-a 1 

iu Si I- / \ Q, R\. /.uu.il es In KlikiAn entre In iiiltjiul tkr 
linea dc V y lus im^rab dc linen de ruiK iniKs ik las 

Cffinpti^c (Ucs ^ (I; K ' 

5. linuneie cl km emu tkirKUii'ihriiilul dc Ins mLL-jjralcs Jr llnra. 

4 . I 4 l| , Qlic ^Jgiuftci deuir 4|UC i F * tirn\ indcpciJdienn- Jr la 
inycilivu’ 

■ hi Si u-Urd sjtv qur F ■ Jrts uklcpenJ n-rtte Jr Ij ImulIO' 
ria. i,l|lll' piwde deeir cun pehprrin n V f 

?. I n uiSLif f t l(> fre ma dr f j i een 

4 - liMjflfci para. cl Jrea iklmit(4i pnr Uinrhi Cell 

lunnmnv dc Ins integrates dc lined alrcdtduf dc C. 

9> JjujKin^u 4 lh" F a un enfflpo vectorial en 16'. 
rat Delim id I 
Ihi Dcliiu ilh F. 


iu Si F cs un Udiiipn ik veil* idmi cn iluy> d iw** 
mW ins inurprciH'innc^ 11^*^ dc ua ¥ y m. F ■ 

I0 r s. \ ri - (JJ «t* 1 **" 1 p**» m f 

„ am^rvjiiivu? , *M hiwAdc 4 h ■ un ^ nn , M Ui1 ^ n 

B '? 

11 . * j 1, c> una muftertute pMvnftuu ■ ( rjhrf ujm tm tmm 

fgtftfUlJUEi? 

iht listrihu uiunfH|irc«o« purad Je “"a «wpcrfkie 

... 

Id ji ual e^ci i*rcj dc on^ mjpciIuk rfcficuda i-j 

r 

IJ. (S> EscrSKl l^dclinitiun dc lu inlrj.-i.il Je supcdkic Je biy 
ImiLVih cscjIui / M»bre unu supcrfiCK i 
I hi J \«HI cvjIuJJ 1.1 Jiehu IhWSJm) m S una MJjMTficte 
pjijneiricailiiilj pt.ir una fulk-mi) VKtiiful r j ji 1 
lu I tl QuL l 'iuuedr '■I 8 csti Jelinida pc* h ccu.h um : - 41 : 
it] 1 Si uiui luminu licne In funrui Je una hupertme S. > Ui 
Jensidadai i. v s :l ch/ dc. i ;|i, escnlru ctprcwnitt pj*. 

U uw^ y el ucnlm tie nuei dc la Isirniru 

12. (a) i,Qu^ es una supertide ivrltifiluda? Praponriunc ua cjcnfla 

dc iinu super heir mi ortiMTUihk 
ibl I k’fuu la inlcjerul lie superhne. o l 1 u|J r dc un Ljuipo 
sremraul F MihfL- una super lit ic >nricniaJj £ a* 
mi 1 t;iriu iKiriivnl 11 

(c) £,CdniDcvuluiiNu lal micjjrjl si Sts Linn euperfide 
parjiivlncj iIjJ.l por IHU funcuWl sVCIiifi.il rrt. n 1 
idl H (Jut- succdc m J esta dctinulsi pnr unj kukmo 

^ - t/I.r. vl? 

>4. E-nuiu ir d icofcma sic Slakes 

15, bimncic el ieureitt .1 etc tudiscr^cneiu 

16. ;En ulll 1 se jUfecen cl leorcnM lundjincnlul dc l.i' imciLTal«dc 
Iibwl, Irturriij dc Green, tcoreniii Je Stakes \ cl lenfcnu Jf U 
diser|S5cncu'. , 


MJtUtm DE IE ID* DE to FALiQ 

Dfliarmine si al em. csadcr as wdaikrD 0 ialso & «% setOadeto iNtpIquA por 
quii. n firs talso tiplnjiM? las, rwansi:, 0 prupan: wk- un ciumpru quit cnmrijiji^ 
bI Bnuncwdio 

1, Si F es un l jittpn imiiiuI. cn Ld euwi dis t es un cjmpii 

VCltiPTLll. 

2, Up Kcs un canipti vectiin.il, pur In littUtD HU F im cumpo 

vocutkl 

3 Si lis clerisjdjs pjrculei Je/dc HHk» Fi<s mJcne. vnn 

ci(nrinuti> rn S cniuners disInot Vi 1 U. 

4. Si lull dcrivjuJuh pnrdulcii dc / Mill u< ml in mis cn R‘y(' tt 
t iiidt|uici Cllrulu, por rvi I V f ■ ifr il. 


S. SiF*^|+ uao rtgtfn afaieiii jP- 

tuuiici.i F es eimsci vaimi. 

4. J, . f(\. vF As \ t fu, vt dtf 

7. Si ,1i es imu esfeui y Fes un cailipi rtclnnul wihjhw p 111 *" 
tajihi 11 . r - JS U 

k H,i)- uu uinipi ttcKvial F ul ljiic 

ini F * 1 j 4 V j 4 ; k 
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U#ff MtO I# rl-fll 


| r V urT ^ *= . HHA Curvil f J mi 

puirtti J s 

1,1 j I - ■ I ■ t/r LVH t^jeui UVU n n-fH 1 I iphnin- 
lhl i-, ii»v fin p*^itiv«i r ncfijnivo ii K xtu* i 


Ti 

•— s V 

■ ■ -f ^ - 

M.' M 

"vr 
11 *y / 

» * V / 

/ 4 * * 

- ^ ^ > i 

/ Ai * - 

- - 

/ j t 


j i 

* * 

i i l \ \ 



I 1.1 Nil- Ilk intend lS^- Itneu 

E i • i/l. 

t 1*1 cl arto ii.- la panikiSn y “ r JcmSc ill. Ill ,Hl, 1 j 

1 ill. 

t i - r. t ° 3 tff* I. _- - 3 sen r. U * j «* ht 

4 l • ■ n +■ ■ r*/v. Cevladipw 4r » *V « 3ft<om>rwn’ 
U-ii'n en yrrttidu cnrttnrm al pjfiulc la-* piianL-ullj> <fcl relnj 

5. • * 1 ii.t ■ i' J\. C fe d iktdY dc In piinihda \ ■ I r de 

10. I * a !U . L| 

4. v i,\ ^ r‘ r/l f XZiil, 

t. JeCaniilii pur rit) i* i + j J f t h k, II - t - r I 

7. ■ lv iii - n ■ Jv +■ j- Jr. 

Cc* cl tegmcnto tie liiieii tie r 1,0, - IX a l.V 4. 2) 

t I ,ir. dmode Fi t. yl - t> £ + ■ J > T rda iklimda put 

run 'icii fl + (1 + fjj. 0 ^ it 

1- I - <ir. dunde Fi t, y\ r) = r I + x: j +■ (jr + yl h y 
i" CYi;i dcfimda pot rii) j- I + i j r It. U • r * I 


ID. LVimniiiL- L-l inifcwijy (juc ckTiii.i cl cjiiiifKi ilc I'liicr^u 

FUy**l - - I + ' j + yk 

4| iThucr uvuc parti'otto iJculc cl punlu IS* 0.1*1 *1 
ttl, ir/J. 3i por 

1131 I fL| (ivU 

Ihl 1,4 hdnx x ■ 3 ^ f, jr ■ i. ; 3 wn f 

'13 Dcmueviri: i^up F ea ufl cartvptk VtfCtttrtol cpm^irrvalivEi. 

i ntii lunvttifi/ial que F ™ Vj 

t ■ '- 1-1 II + jyle' i + Jr" + .r> ij 

1 <■ 1 «n yi + 1 ^ J H‘n 1 


11-14 ItelHurtHttlpi* t „ t*t*r U ». 

fiinltk- K §■ iff j Nh 4 c- L luitj iLuJa 

11 Hi, vj HrV iii 'll HJ.', «. . ■ I. ■ j 

* fill - ir - sen Fill fj; - tn nm) tj i i 
>1 i r- H Ur H ,, ( j , , k 

f' ct tl sif ¥ jiient,, ncti1iw<. ffcttlf HI. 2 J»J * M. 0. it 


IS. fompnwhc que e) ihkau Jt (.io ri c .jiij,, [M5 , ^ -.wpji 

df N«c« l\ «• 4m - r'ydy MrCfHU((g|i|rti«ta 

' - i <J*vlr < - L ! I j (l r I» j ct k ynarrii.f miiliiKu dcidf 

0 . 0 * 1 - 1 , I I 

14. ^nlimic ditvttitu Jc Cmn ctijilc | ^ I ■ , ,|i . i,i j, 

fknnk' ("etet irUngjuktcon venues< ij, oi. i Ml) > (I, 11 

17. Ajili£|iiecl1t'iin;]iiJ4lc<5reen p;it:ii;h.ilij.ii (_ . w /.i n ! tl\, 
(jiiluk < (it nrcunTcimcLa ,r 4 y : ' -1 •> mwnliitinn t-n ct nrn- 
lidis 1-mnlr.imi ul ik- iiu- riuncijSlas dfS ptIlij 

II. Dctcrmnw n*t ¥ ) dU F 

Fi t, i. ;| — *■" i i t «■' icn r j * r M^n i It 

II, l^nnKMfc que iw> hay Ljmfm ittlmitl Ct Bill ^uc 
fii[C; -Zrf + 3ysj - ir k 

20. I taniRtilTc t| lh -' l' 11 ^™dw-’ions:\ l|uc vc i-^Ulik'CCrHil tn lirt Cam- 

|H^ Vt'cUkrules F y G. 

nUfF x til - Fdiv G G div F + |G ^ V IF - <F ViG 

II. Si f es una tuna plaiia. ccnudj, miiijiIc j umlnmK pm: ^ ce - 
nkcnlin y/y g wm fyaciOACS JcfivjMrv d^PikucMrc ^uc 

i + jrfjrlJy 0 

,x 

21 kf -iun I'uiurLom^s ikn , valik> iJMk^. dciiiiik'-*tne qve 

V : l / tf | -/V'g + + Itf ■ V s 

21. Si / cn urtn lu]ii;inn urm6iaita. divn., ^ ^ ii. .I^m^in: i.|iJL- 

lis HllCltnotife IkikM f;: 4 ^t - t. lih c% nuJf|Vfldifn1C Jc la Tn*- 
ycCtttfiia cn milquic; ncjriLtn umplc ft 

21. lap 1-laNprL 1 urt c^qLkrma lit" Ij tuna # cij>j% WUacpi^^ p4n- 

rncuka^ Mm 

X — cot l t“ sen f ; — ten f O' f 1 -S' 

ihk Cakule i h* 1 J.f + Q * 'V ' iircrt:Ui - t ^ 

15, Cakiik t?i #tf 4 ik la fottc de U wperficic : * r + 2^r q«c 

iphicik ppii Mirdiiidd EFilin^klkP tuyiw \6rlivc^ i<1. «P. 4 1. m > 

II, 21 

26. raj Finite unu e^uiici^n 4 l'I i?Ibihh *■'" L ' a pumu 

ii, Z I j. j Jii iupcrilcic pdnmri4t n -i 5 ilclimdji fNo 
rlu, rP - r I - aiiij + h k d - n V 1 l * 
















I I OR j||| C*l»<TULO I* CALCULO Vf CTORIAL 


gSf ,hl IJ jc HIM 'C»’m|Wlifckifli in wpffltete * y 

cl plMH> l« 4 l|rfHf *|W defcr..*>» <■ ,,if 

(C i N.irttcc til) r valuer unj ltllC£?al fula til fcea dc >* 
tkipcrTu t ik ■> 

U idl St 


In. v. i 



f 

x~ 

1 + v- 


1 + 



iktclnn* m F " con him npiaximackrn de cLuitro dlno 

+V' 

JcdtTmlC^ 


. # f . j r , Jowl* Cctlft «**• Pvnk* i***, 

JJj f , d pun . . 10. 1 «> * «■ U hgi*. 



? 7-]0 I vjliW In mlL-ynil de uiperlieiis 

?7. Ik : JS. doftde .Vet |j parte del pufibobtder - x' + v t|ue 

■ L 1 

ljiil'lU ah.ihi Jel piano : =J 

21. i ; - n ;M.V. dmmdf S O U jurte dd plan" 

■■ r -I ■ , + , que *e ubu.t JctttTii del k-ililHfro j* + y* - 4 

19. i JS juflje Fu. V. .1 - i" i - 2y j + 3.1 h v $ e* in 
ctfenj + l * z z — 4 t»n oricniactfa lucia rfiwn 

JO. I- - jjS Ji'ihk Ku, y, j| ™ 3 : i + ivj - r k > .V es la 
IMrtc del fufjhi>l-iflJr : M i : - jr abajo dd piano ; - I con 

one nt 4 C ion hjk i.i jm hj 


J1, i V'mjirLiclw njui- d letmcnia de Stokes es validoprini cl sampo 
i<* infijJ K< 1.1» ; i ■ i ■ i ■*■ v : j + r k tkwiJu S es hi pone del 
pnrntnjJ(ji(lc : I r y ijuc se cikucjhu arrrhii Jl h I piano 
j l _i $ iiL-tic Ltricriijickiii hocia iLn ihj. 

J3. Apliquc cl icor ein j dc Suites pm eva lum fj\ rot F ■ JS. 

JiiiHfc i, . , rl i : v: i -i- v:'j + : V' k. S cx L piiric 
d< U c^fcra i + v " + r J “ 5 tjuc tjiieda airiba del piano 
: ■*■ L > .( «t4 anatwdi Umu arriba. 

13, ApOquc d Ecorcma dc Siwiex para evnlUK F ■ Jr. 

diiiiJe V . . ri i v I +■ k j j - _*ji k y C « d tninguk) de 
'in*** 11 0. 0| r (ft. L 01 > fO. 0, I k orienEadkt on d M\6o 
kninlrann jI Jc Ij» mjatnceillax del reloj nmo st ie vicn deule 
uribi 

3 *p AplKjUF d IWRIIU lie li d^trpL-rv u pun calcolar Ui inldjinEl tic 

k *)) F * <S. donde >fUy.n - jr*l + y> j + ? fc y S 
ct kiUpsAde JtrL u'liriu eachi pur cl Lilindn* .r + r - | 
y Id", pianos: - 0 y : — 2 . 

35, Coniprucbe que d imnrnui de In dhtergendu cx viilido njiru t | 

cam v» VCfl1,3r ’ nJ v ' x y* ■> - Jf I + yj + :k doildc Bvs HEM 

Nila unilnrEB ,v J + y + j ! ■ ]. 

3*. Cofeulr cMIujo 


Fix, y. z\ 


j i + yj + r k 
j x i + y i + .:,v: 


t|uc vjk atrjxc, del ciipooidt -lr : ^ + f> i _ j(| 

37, S» 

1 1 T ’ y* ■’) I JJ 3» i + IJ ‘r - 3x| j + u \v + 2rl k 


31 Sea 


(2x > + 2x> ,: - 2>P 1 f2y 1 + h*y + 2jj| 

h i y> = --- + ^ 

Biplik i F j dr. domic C « imfcrtra en la nyufji 



39. C.dculc n. F ■ n i/S. donde F{.i. y. .*J - 1 1 t yj + : k j S c* 
Ip xtipcrfidc onemada hai ia afucra 4 j,uc k niWMracn U Ikura 
I la super tic ic i Fontera de on cubo .if itue %c \c lu retinnlo cui 
cuhcE umoinn de un vwi«i 





2, II 


W, Si las oniipiiiifnEes de F nrrKn tc^Liudjit iknvailai puetffci 
l on ti i nj.it, y S ex la supcrticic tnimcra de unj wgion ^>lida 
'Mliplc. deniucvtrc i|uc ^ m) f * JS - U 

<*, Si ■ et un Vtdof cooxtante, r — i 1 + , j -» * k. y iei uM 
supertide ktienlpda \ lbaeon una luivj Cdc lionicr? tcntilli 
tcn.hJd. Miavc v pttvl tvameutt: nncm^fa. dcmuextnr t|u c 

|| 2a - JS - | ta > f3 ■ iftr 

t ■<-" 






































PKOHLEM* J *UICIOMf IE i 


I Ut» Wpcflkle ..bam, , |< „„ «*,*, 

!««.«, enf* tenon* S <i»k0 , him m R) . MSttTTlH* i JJSUk <i P.mM 


. . . .. . J 1 ..ttftttfrt tin I , fH .rilH* j CIJ j 

JJ"! .. V V V |,,r ^ en '' >■ (W ft *» t.Mmmafa Ar IIIAI — - 

1 W * ’“ «*"•«• lc «'" #* > rotfji,,, JV* he Lu ii i ■. U WJhU Jtl Aafuh. <AL«fc <rit 

Uieddmc tilfWMT 


^d|k"rNi n* 
tUmtintMhdu* 


tw lu 


0 1 

Mi-Ji.iiitc cl 'Eurcniu * lu Jimp*,,, I.b ^4* nwj «M **, s 4 mmm v> 

incsii jf —" js 

tt r 

Ilunde r Ch oj «clur ifc| r«tl(o tk'Mk P a cuul(|Mtcr punm Mibrc 5, r - | r ]. y el vector nurmul 
lipnlanu n i- jlqn iJi- /■ 

E«J<i que Li ikfivik'N rfi (fc L vncilub dc un adt^ki u>lid* > c •• lOtiqvndiifiib ikJ f^dj-.- 

di ifc Uesler.i Asp. 3.1 111 ■.' ■ S111. i I Id .iiiguki --H r| ihJi I Cs igmtl III ,Lrt;j n i lilrtl j'.ifa'i Mjijfcn 
jiutajj-w. Observe liuindnsia cmi In dclinlcWflic In mcdUJiien rudiumrs ELiiiyulq MftkknoU] 
^tibicndkk) (tar |ir 4 l e^cra cn mi CCIKfd c* HilnfKt* J irc-JeWifliidunr- 

Dele mi me lit cLirvu f' eermdj simple urnrnudj posiuvamcfite piitii lu clu] el ■> ,lI>i= ..k U mie 
^ ul ^ ^nca | fv 1 - jpIi/jt - Ijs'Jv c* un ittfrtinm 

JC r 



3. Sej C Ufti Lira Mmplc. enTilf. muse pc* cn d epsem que ^ *Iuj cn un ?Lu>i,■*n 

un *Wtnr liurnui umEnrtii II ■ a. h, r t >iu iififniiitiiifi ts piPsiEiwu eun resptxln .i u □cmuc-tire 

mu: cl fct* lM pJailo driimiuida pqr C es J J (k - ipyj tir + (cj - n:k f |v + [m - to 

ri' *■ InvT^ijiut l.i fonnit dc Ij \ufHflkic cllijl nuic^ paoEii^Irkas v -lt. , 

^■n - ^nUt -r vt. EjtipiuLi- p<tr gmiK ^ir l:i ^upcflicsi; desdc varkw punli*. tfc vimj 

l^pliquc cl iispcciu ilu las al dctmumar ln> ir:L^m t-n |<ph phmus Kon/unKalcs 

r = 0. ; ™ ±L y ’ * £|* 

5- Deoiuoiirt Fa sigukntc idem td.nl; 

riF ■ <;) (F rii; + (G ^ ?)F + v J rota (i + G rotu F 

Pin la ligutj m: iJu--Ei j Ij aurt&iita dc cvcnJtrt cn cwtft cilimlm dc un itinnor dc 
inEcrna Jc iiiiiin?cilimlixw, C,uJj umtdc: tmeni 6 ulcK ^dk j \pla/a lut'M arhba ■. h^M _n^n- i 
f^liL COIIn I iuli i iihdiiLUlc un bfuJo l «in pivirte^ .l i in cicik'iljl girjtipru-i .Nlm /'Iji t. lirllu p-n^.-m 
s cl vulurricn damn ik un cilindfv L'ncI li^ipoM^nk u ^ ( - h pcypor^kniii cl ticm.pi.’ 
nc^eumi (>jrj un tiflo orniplctu. I j griJicj niucsto t J y V vjriin cn [edn d ckk> dc u-n 
MMHHir (Sl- tuairu Haii|iM, Dunkirk' lu izam^i dc udiiiisHiii ide i a - > mu nhvi tu ik Jirt: -. 
l-M .iplinj j lu prtvitin inuiLiiiferLL’j, l 1 ^ fur/.jiin ,i cnlna .1 n«i liIijkIi" .l irn^is «-lr III vulcula cL.- 
jdllliudn cmunlu d ijnkkki« dc^pljij hjnu d £mbolu ciiimpniPkC ripn.5-»niL- -.:r 

Li tnczcla ciiu las v 4 lvuEa>cevrail^en Ijcjetcu de <.“»mpfcu^n nJc - j 3 idmiuc la .lu! 
pres ion ^uuicnni y l-I vulumcn disunmnc I ■ ■ 1 Lu Nppni tli: encenLltLli! la ignium >Ll- 

1. imhuMahli. . u£ In Ecmpcutm.i y lu fnrsum a casi Milnimn cnn^huiEc dc < am 

lai. vilyula^ corwk^. lu ccpaaimm rupidu luef/j jl (atooludi jKijm durunPc L Lunru iic 
fhUCndli ulodr 4 a ?* 1 1,3 vilvulu dc M? uhr t la Lcmperulitra ^ 1 *piCKiOficucn s U 

1.11 *_■ 1L' 1.1 iiii.'i . m 1. .1 ... ni.n:l:i cji l-I vulnnte jaifUluno cmpiijji ul crnlmld liuctu aitlh.i, 

In- pmdudi^ *k lIcm-i Ih • .1 silir dc lu vflvilll III cantfa tie dt'^apyj l j sd%+4ln ik- &WM$X vr 
-Ltcnrj y Ij sjjsula ik jdmpwcid m- jhfc llvtu Jc nuemth I ? cl ckki kMCU uhj se# D»% 

1 up Ikniuedic que d iruFuijohediu s.ibic clemhoJedurunic un CK’ki un nh-m ik cuutr,. 
lienipm m IV i, l* «/F_ ilriude r tu wrvn l-pi t s l |iIlswv P\ musirodn cn In it^jura 

] \ur* r* 1,i Vj il/i Ij lIi'I.iiilu dcukr i-l dnN4iP a la pane tupmiv del td>Pklr-i 1 ^or\ l 
14UC lu iuerfa sotere cl d-mlhhb|ib 47 • f- .inM. dtHikk I Cl iri'a dc h pvutc ^ujVn^ lJcI 
ditibokp L.msgD! U i, F ■ i/r. tlofide f'i c^i^^cbindo mcdiantc f«fp uni ,j- t /■ 
OuiiEnruquc i«ptutiviht^ itjKi|,u en kuiiLi dkncviu txnt ^unuu dc Niemann 
rh> I Us TufinuU^ |ft J ^ fiira Jcuhi^lTji ^uc cl itabapi cs la LMaciku d* fc Ijs 
j fpHiitlml aiL pcir Ins d^s kiieN^ lPc f' 


lid* 

























ECUACIONES DIFERENCIALES 

de segundo orden 



cqttt -0 fumronH (xpoflcnciiles cuindo \ « jrinde. 


IhU'* idciiN bisicu^ awreu tie Lis ecuaciongs ililL , [L , rk , iulc\ su ex pi lie ;nron in cl inpfiulo nib 
^ ^cnlt6 la ulcnurtfl cti las ecuactoncs tic printer ouLiii. Rn Me cupilulo se cstudiao ceuj* 
mines diferencialo IiiumIcs tic secmulo onlcn. y sc aprendc c6mu m? [mvJvii jpliear pw* 
resolver pmhlciiiiis cri fdacion con vjhnrcioncv ik fesorles y drcmlOs cl ee l mcus Sc ver i 
inmbacn otitnu sc pucikii ussir his series inlimLis punt resolver cciiucitwcs ililcrencialc^ 


I HQ 


J 














































ECUACIOMFS L I NEALES Dl SEGUNDO QRQF.tJ 

l H.l Gl'UJdi'ilHl f.litl‘1 Vllvkltt lillti.ll ill wl'Mnrlu Ill'dl-ll iH'in; U tirflM.I 


17 I 


OLI 


</' V ill 

/ < U . ' V* O • - jfl I II (it 11 

fix ■ a. r 


dinidc f, {J, f( y f i 'mi 111ii4. nines11 '■ ic i n11.i - Sc viocii l.t seeciori V I l|ik* ^UKiuKtiic 
csUf 11[Hi 1 MirgL-n 1 ?I 1 el eshidimid fnnvimkiHn de uti resorte lin l.i ^u-hi I • * • nfumuj 

con eala aplkacion, lim (inm> con l.i sipljciicH'Mi a circuit*is eltSinem 

tin usta sucdrtn sc cstudiu cl vwut domic GIjtJ = o. para (mb * ch Li ci.u.k«w I i -.u 
tJiiSL- de ecuacioncs sc Ibman ccuuci tines liiteules tiomogiWas Am. L luriMj de und 
ecuucidn clifereneiiil liumopciicu lineal de segundo order* es 


_ it ■ V (ftp 

a I* I X) —T + &X\ U) v = 0 

dx* dx 

Si tJl.irt ^ 0para alpuna t, la cttiucion I es no honiugem-a \ st- aruJi/a cti L 1“ 1 

Dos hechos basicov permilen resolver ccuaciimcs lincaies htimogcneav til primer* 
de tisio-s dice Ljue si \e cormcen dm sotueiuncs v, vi.de <al ecuae'ion. en ml casn la 
combtnacion lineal y m i + t\-i : es tambien una solucnijt 


[l] TEOftEMA Si Vi I 0 v i dil son suludones de la ccuacirin lineal luiniu^nca <2> 
y t'i y f: son curisiJiHes cuaiesquiera, pur lo tamo la fiincidn 

yf.il = tiVtU) + ejyd.v) 

es lambiiin uiui solution de la ecuaddn 2. 

OEKOSTMCIO* Pucslo ejuc y v v son soluciooes de b ecuafion 2. se nem: 


F* tly" + Q[x)y\ + fHx)y> - <> 
y fitly? + (TI.rly; + fitly; “ 0 

Por to tamo, ul usur lus rep las kisicas para derivarififl. sc lieiwr 
P(x)f + Qix)/ + fitly 

Htllfiyi + r + (N-tMnyr + »V>*’ + f'-VlInyL + fjv.’l 

fltMci.v" + c-jv?) + Q(tl(<-.y{ + ov.i) + fflOtoy, + - -yd 

- nlfulti + m yj + fi tly,] + olfblv + * «*>>') 

- filOt +■ “ 0 

Asi v = Ci Vt + i v es una soluudltde la ceuaeuin 2, 


11 H 






















I 111 

tl ... .c IHWMII. .■-■<1 ... «' > i * ulcr,K ’ ".. *• « ‘‘ ■" ■"I- , a 

ms... ...4. E»..|« k «*«*»■ ^«™l .. . kd* !.»«)* 

win.. II...uli.iL.il.' I.lilrprndklilw *i V >' *** n,fl , <; * f* “ * y ‘ '•* wi mH. 

tipi.. Li.n.iui.iL' ilrlnifu Pusujtn.|.i<• 1 oik i.me./ill ■ Si li nrilmmt 

ik-pcn.liei.i..,peni IIt) - ry„l‘. «*’ “»iMieilmsmc iiukpendwiiti. 
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IJII CAPITULO IT tOMCIONIi DIFERENCIALtl DE MGUNDO O^OlN 


m | EM EMJt Si v, V h son lineulmcnte HMkpcnd»tn*« <te U KVanfa 

~2. y P .. «* IP. ert sc^Uld* In volt*'*' ^cnCfjJ eMii jKrf 

y(i) - * 71 Vi (ui| Ojit*) 

dondc o y nor ettflfiliiiites urbiiroriaft 


[■I icnrviua -J cs rimy littl pi'c^ue dice quo si so tontxtn dus Millieiunex partly 
linealmciHC indcfiertdiente'.. on till uliku so cunoce furfd stiriudrin. 

En genet*], nil es fifcil destiibrir sGteckro particulars para wia cauctin lineal dr 
scgjndo (wdeiv Ptero skifiprc es posihle bacerio si \us fund ones dc eoelicichics p, gy # 
Si 411 Inneioncs a HIM unit*. es tkoir, >i la ccuacibn difcffenciaJ Mono la loir iu 




trv " 1 + M' 4 yy — 0 


dondc a, /i y c son tons Mutes y a ¥> 13 , 

Nocsdiffcil pensarefl al^unas candidal ns probables para snluciones panicukfrv tfe Ly 
ceuaddn 5 \i *e enprcsa verbal men to ]n ecuaeisin. Se buseti una tune ion i cj| qut ur.j 
e■ ■ itstiiiito inuLliplicuda por \u segu/ida dcrnad.i 4 ' mis nlra cnnstante mnJtipli-, j-j. p® 
ntd' Lina lerveni cimMAntc muliipJicada por y sea igual a cent. Se sihe que U fmncifai « *i 
ponencial y <■" 1 dondc r os una constants) none In propiedad do qut: vu densada o un 
nuilEtpIo con stall to do si misiuo: y' re Adcnids, / — ro" Si suslituyofi 

prei-ioftes en Ja eeuai iiin 5, se vc t|Ut: y = r" es uiu solucidn si 


urt-' + hn?' 4 m* = 0 

o feien + br + - 0 

Puro 0 nurtca cs 0. Asf h y m e' 1 cs una suluckin tfc ta ecuacitfn 5 si r es uni nAc de li 
ecuACidn 


T 


0 / 4 Itr + c » () 


I .t eeu.k.kiii 6 %e llama ctmd6n juixiliar lo ttuariito caradensUcat dc la eeuacnin d 

fercnoiLil oy 11 4 by* + ty - 0. Observe que fis una OC&floJfin al^ehniien que w <st*ifl*c * 
l ; i ccunudn diferenciul ai feinplozary' pur r,y 1 porry y por 1. 

Algfunas v«cs las takes r t y r ; dc la wuaciriii au^ilioj se dctcrmtiuU) pot factefi/' u,; P , ' n 
n u,rus casM:,s ' w oblicnen median(e la fdtmulu eusdritieu; 

|T] r , = ^ * JF - 4 (<i : -/> - s %i 4 or 

2iI 2d 

Se dislmgutn lrc , ^ ^ KUlJttk) C(ln e , gjgou de , jj^rimiimiue - -ba 

J 
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SEC CION 17.1 £CU*C 1 QtJEl UNCAiH Di ' 1 ^Lji*fX> OK f >* N 


1111 


■ CAIO 1 M 4«r 0 

W, * 4 W0 ‘ »tapi fi y fi dt la ueuutidn winilw leaki 3 di^iniii*. ^ W* 
11 P ^ 1 ■" J,,! ^ a> solution®* linejhiiL'rHr indcpcftdiclilc dc lu rU ^ 4 - |J 

4 INlh. 4’ i|iu- r IMcs HD miillpploi-niiMunle dt pc* la umo, pur d (fOfiff*## AillW* 
tl Mjjuieiilr Itcclia 


I Si lii\ takes i'i y f : ik Li ecuviog rnuuliar nr +■ hr - 4 II 
dinivffliit. entontes In solution gftnefd dc av* + In' 4 - * ■, - r> (v 

3 = t’if p 1 4 f 2 r' J * 


m m rede* y 


, i| (full ( i» fflfc.W lit 1 m H*K«I« 

- atbKuKiM 

- ■ ■ Dto’ «wi"1'IJHS HHlKrt* L.J cctucirici mxiIii* ft 

, iw 3 tewwcr>iinidnw St nmtiuvi «o imJ 
l^-jj Ji Qtrss Kriu£rtf»»K COmUwiDnei 
IrtHtedi/f# 


E|£(NPlo | Resuehi la cmackki v* + y* - 6> = 0. 

if 

r 1 + r - 6 = <r - iHr + 3) ~ 0 



fiGUft* 1 


|<&~ 

e* 


vuyys raI'ue-s Mim t 2. -3, Par lo lanEa. pur 18) la solution ^tncFul sk Id ctu^i^n 
difcrcncia] es 

V = £\€ 2 ' + Czf _5< 

Si 1 podha coinprnhiir qae esEa cs dc liecho uua solution al derivar v huMilun cn Jj 
ccuacion dlfcrcncial. 

EJEMPLQ I Resudvd 3 ^ - y - 0. 

dt‘ rfc 

iULUUuh Para resolver luetuacior auxiliar 3 r 3 + r — 1 — 0 ^e eittpka la tormula 

tuadriuca 

- 1 ± vT 3 


PucMo que bs rakes son males y disiintas. la volution generd es 

v - rjf r ■*vU;i±v* + 


» CASO II A 1 - 4 af - 0 

liu c'.ic cuo r, fzL es dccit. Im rifces <k la eeuackwi au\iliar son males c tgwk' Sc 
iknolarA ton rd v*|af OOOiiin dc r a > r: En ia3 dc las ecuacin^rs 7, sc licnc 


m 


r -— dc modo que 2^r 4 h - 0 

lit 


Sc sabc *|uc v, - r ' cs unn solution dc la ctuaeKSrl 5- Ahflft sc tompfueba que > ^ 

cs Miiihitti ana solution: 

(lv f + frvj + c.vs = d(2rr fF + r J JK w ) + + rx* f 'l + rw 1 ’ 

- (2ar + Me" 1 + Ur 1 + hr + tj.it F 

- Ole I + Oi l*? 1 1 - 0 





















IIM 


CAFlTUt O 


jjt* \ j mm 

IT ICUAPOMEi plftRINCIALES l» IlflUM** 0 N 

„ [I ,** 111*, maim-iiJ«* '* <* rf * uwJ " ^ c f| t***+* ' r* „* 

' 1 '’ r,MW "*"""" ‘ V«.u.«* v. - <•" * *> ” "" h — ! — «, JJ 1 


dc 3.1 Cl'H all M Ml »U»lll-lf 

pei*Jicnic*. *l wn«rt" 


4 pmcc la Wlucido M^ial 


I4IHIU 


™ |j t -«■ ««..!»> ■ l>r *<■-<> '«« «■'•' "* ' l» lo 

. . . . 

y “ r/' + flff " 


• III lit ItflUflt i f HI IWHrtltWl t» saluCiDHW 
bMtiljfyr) •*# ,W1 “ vt ’"'te 1 

tpnqiic l v ilgiiivf phoi iwombrai <h b tfr- 
■ikiiiA 4r igiuoatnn Obufvo que r <> iwto se 
WHnanaOcwmdti t — r 


U EJEMPLG 3 RtfMidvn taiiuiincitin *y* ■' 

JtUBCldn U. eeunutfrt Auxiliary + 12r + 9 - 0 se piHfik Tut'lori/^ M 

f2r + 3) : = 0 





■j-/ 


-s 


om qnc Is unica nit « f " - J. Pof ' 101 la solacion pncHl cs 


y = pe 


t. s 


T f : .(f 




o CASG III A ; — 4if( I) 

En cste c*mX la> raices r, v r> tic la ecuacioa siuxiliar son numeros Complcjov (Vase en 
d aptndice H Ij informincii'm itecrra dc numeros complejosj Sc puedc c sen hr 


FICUS A ? 


ti - ft + ijfl rs tt - 


domic « j smi hum ter i is ntules. |De hcdjhoa o = -fc/(2d}. £ “ t 4dr - fr- ilti I En 
seguidu, pur me Jin tie la ecuarinn dc Euler 


f' 1 — cos t) + i sen 9 

Jc I apendicc H. h' tn'rik la wlucitm de ki ecuation ditcieriCMl Ctinw 


> = C\r 1 + O' ' = C,f'***' + CV" *’■ 

C'|i >,,l k'Os/9 Lt + jsen£r) + CWos fix i sen fin 
i- LtC, + C>ieos^.v + f(Ci - C 3 ) sen fix] 
r ,F (i i Cos jfj .1 + t'jsen jS.i) 

“ Cl + .C-’- ®» ~ AC, - C,). fets da las solacionea (reulcs o«nnilcj».l* b 
ecuiiLior dilcrcncijil Lrnt Sol mu me. mu realcs cuuihLo Ijs conslautt ^ i t « ■ re-ik> 
resume b descripciem ttimo sijiuc. 


fi 


Lirin LtuxtJiar ar 1 + frr + r = 0 ton uuincnis aKTipk) 1 '' 
tM ' ‘fi- r ij[J„ en WOCCUMcu In soluciiin genera) dv 


°y + + fy 0 et 


i p*'|f| ens + r? sen fix) 














































IBCClON IT, t If UACJONU 11 Nt ALII IjE UQUNOO QtULH MU 


, „ ^guf, J M miSiirMi l 4 i If ftfiMi 
* UI *nl, l 't' 1 »+«>**' *• 

. ,'\t« 1 * *iflt» *" Mri| **■ 
t^unn OT**«K*» m Uw*is 
i Q oMttla 


I 



L'J <t Reuwlvk In n um „in / 6 / + B/ r> 

wmnifii Ni ecum>(,n aunllii* es r t ir + 11 « ^, r M . . , j„.. ,«*«•. 

Min 

ft F %/J 6 ! 5 Z 6 y Tfc 

I - - “ 1 ± 

1'UI 4 M Mm MllurifSh ^■L’ > 4Kfru| ik Ui nu^icVl ilil«i=im;i 4 ii| c\ 

I ® I^'fcj gift 2 r + Cj WO lo 

RROB 1 .EMAS OE VAL 0 RE 5 IMIClALES Y VA LORES EN LA FRONT ERA 

1 n |mifsti i iTiw dt mlnr ink id pura fa ccuude Jc ^vxrti erica I a 2, u«y *c cm fcuifai 
un.i MiiiKiMh i -k Jj I'ukk mn 4ircigfKi.il que ^[1,1^ umbkn ta condkium itmuleadc 
iii hifm.i 

]Hj p I = jfe f(**\ “Jf, 

tkiodc Yu y > . sou guroMtinlcs tbdav. Si F, (A y G son coatimi&s eis ur i mer’i -d" v /"i .< i r U 
;ihi, en segmd.i uii Iim, utitu hdtadoen tibcos mas avanzaritn g*rami/u laCttisicogia > imitidad 
dc uik.t M>tucidfi pm esig probtont <fc vakares ictki&te, kn !u* ejeniplm 5 y 6. w iluMia 
l.i i&iijcei par Li resolver Ed pruMcma 


• k\ .-i Njdii l « myetLiis In gmfiCii dEr U\ 
[XDfeleTj eja ralent inicMlw dtf 
U«tf 4 i cai la hgu*a 1 


30 



flUUlM 


£|EHFL0 5 Resucivn d problem* de vdores iniciales 

y" + / - 6 > = E) y( 0 ) ^ I v'tt» = 0 
\mim Ikk cjciopb I. m; sabc que La salucidn gcmrJ dc la ccuuciAn direrenuiil c. 

y (.0 = fjp 1 ' + cie'‘ 

AI dcrivur eiiji solution > se obdcnc 

/U) = 2c,e J ‘ - 3c,e" u 

|*;i i,i siiihfuger jus condtdiines iniciales. se rcquierc qme 

(|S| vtO> - c, + Of)- i 

Hjg y'(0| = 2C| - 3cs ■= 0 

De lB)u tic tic <> - ?Ci y. [**r lo unto, (12) da 

C| + iC| *“ 1 Ci “ 5 O “ 5 

1 *ji C st„s !cnn.^, la loluciOn i^ucoda del probtema de vukHts ™cal« o 


EJCMPLO 4 (towelva cl problem* dtf valwts imcialo 

y + ¥ -0 yoi - 2 y'(t» ” 3 

VH*0t* Lu ecutwidn e s r + t=«o^- — l.cuyw ndeo »w ±t. ML Q - 0- 

fi \ . y pui-M'i i|ue c" - U* xaliKrin « 

V<jf> = Ci cos l + € ; Vtfl * 

.L . Lih * v'UJ “ —cn sen x + ft ^ 1 

Hutcstu qlic 




% « »*& 
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III! CAfitLNuO II EtlMtlGNtl DNFHtENCIM H 0* HGUNH0 


• £n la Squh U mi U (|rtlOM*l h hI^- 

lid cjeini 'ii Hi In-ii- la .. hi iMta Iuih On 

■fliw riesl.i-.nin * rli- IhU'lw, «s mil lN:-m 

rji.m- otia IfMnu On ii%n ibu la n*luo6ri e: 

i - vlj ml i ' tl lanuh “ ■ 


3 
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fIGUM 5 


• En U r guij 6 Efl ‘iMirJU I.k grlfta ns Ij 
ti'iIl i«i dH pfohiejt.D iic '.viiur« &fi la (riyicwi) 
ifcl ejlftiplD 7 





-S 


FIGUlAi 


| it > (MttKliclwc* ifiiuiiJtft *e a in victim rii 

rif)j - n - * y' m r “ 1 

far fc> uni*'. Ijj M pmM«n* & V * J *“ IM,t ,uk ' 

- 2 eo** + 3 m?« i 

L jji pruMi-nm iJe viilumi ill U» Fmnitrtt P jra ,a ctuuc-i6n I o 2 comute tlJ hallsr 
Mtlikirtn v lie Jn kimcMii dlfcwiiciiil qw iliiiiIii^ii las cuiidkiune* en 

ik- Ij Ibrtiui 

>ii«Ji “ >y 


En tomrosifi con la situation para problems d« valorem imoiale*. un problem* de 
cu | ; i ..Mcmpre lienc sojudAti L>le mftodo sc ilusLru on d cjcmplo 7, 


EjEMPtG T RcsucKa cl problem j dc vukxts en la fmniera 

y + 2v’ + v “ W vfl»=l >11) — 3 

SQLUEltiN La ccujadfri uuxiJiar es 

r + lr+ I “ C o Ir + I > : = 0 
cuva unity rai7 c\ i = -1, pur fit Until, U solution general es 

>'(*) *= Vie ■' + Cixe 1 
La* condition cs de frumerd sc salts Ikca si 


j<0l - <, = I 


.WI) — Vic 1 + cjtf 1 = 3 

I J I'i lfl ^ ru condition da £’i = I, asi ijnc f,i segundy condition m convtcrlc cn 

it 1 + 1 ■ 3 

Al despejar r, dc esia ecuaridn nmJiipMcwido primem pat t, se obticne 

I + n = 3e dc nuhdu ijiie <rj = — ) 

Am. la solution del pnirieaia dc vatotes cn ly Inmfera cs 


y l - <* ' + (3ef - IW f 


HESUHeN: SOLUCIONES OE ay" + by' + c „ 

Rdtcs ilc nr + hr + ^ = (j 

Fu r - leaks y distil 

35 ri “ r 

r,m ri ^npJcjys: tx ± jfj 


Si. duel i in gewfil 



- Of' 11 + n<* r " 

- f,r r ' + £**#“ 

f'-'li-i co»^ + fisen 
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W '.ION IT.I H ifAMCiNl . i 11*11* r n!jnMiM,(i][* 1H * I 1 1 


JTtTi j ||e»cjcios 

IJ itt ft itiii-'jiHi illlrii'in ini 

rE , r’ ~ * " 

j_ ■+ I hi - <1 
J. (V + Ji -0 

l f - w 

t y Jv + !.(> It 

_ _ d : v % dy _ _ „ 

-- ' jr 

its 3 ,- - i- T 11 


II Wfl~ - a» 11 


J. if" A i f -h U 

4. / Hi' t |2> II 

4 . 3i«“ > i'» it 

I. i* 4/ t i it 

10. f «■ V it 


14^)1 tjnlmii," Lis dlls v'lne11IPIL’S I'.ISK.IS (Ic l.l i’L'H.k Mill dlteilrll 

t ul i ■_jrus stilus:Knits nuis. , (Jut: e ai.ic Is'n Miens licnvii i-u m. 

lis sulltciortw/ 

R — T -I — * 3t>v it 

tf.V ifn 


15. 5- 


Ifr. L J 


ti " v 
d\ -■ 

ii ' v 
J.r 


dx 


-lv - n 


4 .,.. 

Jx 


IJ-14 Kcsuchii el prnhlcinn de r4ilt*v» imemlcs 
TFT 2v" + 5? + 3.v - 0. iHH - 3, /tUt ' * 

n r + 3y It. y<0) - 1 , y'lOJ-3 


19. 'I |“ .1 . 1 1 1 .nil - | . It w ■ 1 ■ 

Kt, • 1 ■ 5y‘ i s 1 , in., - 1. , 11 4 

IH '■ + »<> <t, Ufi/4, i , ir Hi - 4 

tJ- ■ - Js i 5> ■ u .Hffi - U. •- 2 

I y" + 2 / + is - 0 . siijj - z, . at, ^ 

14, >' t 12)' - 36y - it. ,.< I j (j Up - 1 


IJ“JI Koucls j <t pioblcnu (k -.atWC' sii b bulAi -i it, j-r-ji«k 
73. 4y* + v - 0, >(Ul = 3. si =| = -4 
74- ■ - 2y■- ft. si 0| 1. >01 = 2 

21 . . 3s' * 2> - 0. Iim= I. nil -0 

70. r' + l(MJs = 0. siUI = 1 \i t. = 5 

79. / - fiv + liy = 0. siO) - J. jOrp - 2 
30. / -6/ + Vv = It. yH>| = 1, >01 - 0 
11. y“ +■ 4>" - I3y - fj. vi Ml = 2. si «i2j = l 
12- Vy" - 18/ + lOy ■ 0. >1 Oi = 0. >i.w) = I 


33. Sy. 1 ! Ur nmnero real dilcrenle Je ll-id, 

ill 1 Deimwislrc que el prnbleillu dt‘ vakires en b Inmlerj 
v“ + Ay - 0. yfO| = 0. y(tj ■ Oiiene >iln la uiluciOn 
liiv ial v - (I para Ids CitSOS A = U v A U 
I hi Para cl EiisO A > U, encuenire Ins vakirv-s lie A fiara Ins 
Ctluks vi pnrtpLema Liens- ill ha s.iJucion no imul % Jr b 
vdIuciwi somrspondicniL- 

34. Si a, h x 1 - will si.iisianles posit!va* v yt.tl e» inw ..dr 

la estijsiofh ijiferencial ov’ -t hx' -r 1 1 =- u. Jeuiucsire -juai 

y(x| 0, 



ECUAOONES UNEALES NO HQMOGENEAS ____ 

n tfsu vision sc iipiendf cOitmj nrsolver ectncioocs difcfMcuifc> ln*e-Ue> d*- ^ undl1 
or den HO homoptoiSM ton cpcficienles cunstmue». dear, ecuasiooes de b is-mu 


m 


(ji“ + try* -5- c\ — CU< 


dumlg w. b y r «>n CrtlSttlUia Vtics ulW funckm «Hiimua_ l a ectution reb 

dutiiidki 


jjj ay m + by* 4 s <y = 0 

«IJ.„„, vetHicirtn conipk'nwittarla y jihcgu ut. papd imponanu; cn In ^ueidn <fc b ^idn 
IKS h^niu^utc.i uri^inwl 11 >■ 

































IIIB mi CArlTUlO IT ECLfAClONtS DIKRtWt-IAI HOP -jP ' All11 H 1 • ,|,nl M 



m t minima | a miIikmim nrncr.1 iklNdtui-.i'in 4KMWM ix, 



l ,„ lllk r _ U)U xilu nui luilltulill .fc I- «i.a-..ii> I t f. «* I* M** (NMnl dt 


J 


DEnOUHLitih fain lo que >e licne quc Uaecr es ctiioprolwr qw’ : :-.r. 

dc la ecuaeidn 1 1 |hvr lo in i hi i >■ » es urta *° lyt,An dt h «*»«*" woipteiiientirii 2 


De Medio, 



= Cay" + *,v' + r>) - 4 btf f + ty» 

= </(*! ~ - U 


Sf iabe de In scceirin 17,1 «*mo resolver In ecoacion tompIcaKfitiam fKecuctde qi* 
la *o|uci£n es v, - . ,vi + . v ; . donde Vi y y : son soJticiofles ImtahneMe mdepctidirtiie- 
Ac la ecuacion 2 f For lo canto. cl tnrcnui 3 dice que se cotfioce la wluciofl general de l< 
ecuaddft no homo^enca lan pnmio cento tt conoce una volucbn partlyul *t Kj> dt* 
meiodo* para Hal hr una solution particular: el mclodo de U»\ civtkiMte indcicrmisa, 
dos cs dirceio. pero fijneiona s6lo para ana clasc reilringuta de luncinne^ C. El mctfdti 
de variscion de purinieiros funeiona para loda 1'uncion G* pcropor lo general e* mfe cfc- 
ffcil jplicarlo cn !u prtWtiea, 

MgTOOO DE COEFIC IENTES INDETERMINAPQS _ 

Se a lustra pri micro el melodo de I os coed denies mdeterminados pmn la ixuudtin 

nv" + by' + try = Gt.r} 

donde di) es tin Hs rj/onjblc suponcr que has una MtliiLmn parti tula? ■ 

quc i'.s un polinoinm del Mtmno grado i|uc G. porque si i c* un pul mom to, en ta! 
ay 1 * + by' + f) 1 lumhffl cs un polinomiu. Por lo Unto, sc tustiluyc \ • < \ un jH^tdonsu' 
idd rrmuito gt ado qoe G) eti la couciun dittrvncul j *e dctcrmmjn I os coeficiei^ 

O Ejemplo I Kesuelvii Isecuatitiny* + v' - 2y = .cL 
SOiUOGN Ly equat ion mmlnir de y" + y’ — 2y = 0 cs 


r 4 r - 2 * (r - IKr +- 2) - tl 


donde \m nifties r ■ I, —2. De csic modn, la soJucion de In cvuucttifl con ip I l‘ rncni jn.ie^ 


y, = cit" + cie"' 1 


PuvsED yue t| i eS- ms ixihnornio de ^raclo 2, sc hir^ii uiui soIiiliOii particular tk 
la forma 


>M =Ax l + Sa + C 


Ptir lo ianiu>; - lAt + H \ y~ Ll jsi que, j] susthuir en la ccuiK'idn dilercnctal 

time 


(2^1 + (2Ar + H\ - 2(Ar * Hi + U r 
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& Li im* 1 « m 111 u4u:b: “ 

d» li latffI&*1 JlirtHrudp v 1 L|k 
f i fUl * r 


SICCIfrN IT.* rCUACIONfi L lNf JM.f li NO HOffOGlNtAS 11 If 

n bfrh< ZAr * 1X4 2/11 1 + 114 + H 2t'j - r 

I os juiliiiiNiiikitN wm i^iLkk iB i iiimidii mj'- if u^k- Am. 

2A - J 14 * 2# - 0 24 + B U ' - 0 

I ii vi4iKnpii ifr eMr -oMcina «lc Kiuciiwe4& 



FieuEA 1 


4 ■ “i ® * j » 

PiW In lanin. him mlucita particular e* 

y K par <1 iciiwmu ?, Ij wlucian |«a>l cn 

y * y t + y f = + fj/ _2j “ i* 1 - \x — i 

Si GH) id Iiido derwha de Id ecim-ion I I es de la formj C/\ domic C y i ^*rii 
larii£*. jot lo tsinlo w icima coroo una solution dc pfucba urn tunc ion <k la nnsma kffnj. 
< l| i n i 4+ l \ jerque las. ckriyudas de ^ son multiplots Constances dc c' - *. 


■ [rt !.i f^ura 2 ntf muipsriiin las soitiqw'ifrs i>n Id 
Boi^c. ^ (SH^sncili Jut tfjeniplo 2 on lionAno# 

Ste >,riS hjnciooeS /l*I “ UM. Xl V 

git) - ten 2-i ObMfra q» *as kHuCiWbi h 

apmumon 3 31 cuarnlo ■ -* * v icdas ins. soflU' 

C^S $0 JEefr^iJfi a lunL'ritnui siwio cudiido ' 

SIWfpftti 


E|EHFLO 1 Rfisuelva v 1 * + 4v - e'\ 

ttUKrtN l.j icuadtSn auxitiar es r 2 + 4 = 0 con rakes ±2f, asi que la solucidn dc la 
ecuucitfet coiiiplciwntariu cj; 

v t -(.r) = i i cn$ 1* + ci sen Ik 

|\Lr.i uiiii solution particular se pnieba v^C*) = Ae'- Desputfs y,. (1 >' '> - 

A l sUNtiluir t -11 la ecuacidit difcrencial, sc nene 


■f 



9At h + 4 lAe^ = #*■ 

por In (Linio, iMr" ’ r u y A - f> Mi. la solution particular es 


y la M.iUku'ii general Cv 


y r ui 


± 

i 


tl.i) = 4*i cos 2i + c; sen 2.t + \ t t ‘ 


□ 


S» fit u cs f 1 «» t! o £‘ Lt, pH If. tarun. conw naAiito Je ^ W|l» Pf ' drT1var 
US riuK'.ooe* MTIHS y etww. SC i««id «or» solucMo particular uoa Aincuo * la 

y^Jtl <- A CCS tr + # SCO ta 



13 EJEMPLO J Resuelva y" + y" - 2y ~ «" t- 
tplUdOS Sc prueba una snlutidn particular 

>>U) = A cos x 4 Jt sen r 

PtH Ip tuntn, yi- A Id) t + ft cot ,v yf - - A cos x - fl «n i 
































CAPITLMO II tcuto IONEI DhFtM NCI ALES 15* VFGUNfiO ^r»l N 

Ik> rt*C rr*d« In *uM*n*eWn en la i*umc&> difcrtneial *U 

i -A cm i -/fwtMl I ( A %rll M + ft ciw 1I 21A C4* • ii*r* , j 




>i hlcll. 

i „u f V/} l-miv 1-4 1-4 3W) * ■ m’H . 


I \(0 \L' U Lilli pic 'll 

M + /I 0 y -4 W “ I 

Li mi|ui-mpii de csle \mlcin,i 



pur cki. ana fccliKion pamcnhif fs 

- - i„et »jf - iL » 


J:» cl cjemplo I se detenu inti ipic lit sn|iitron de In gothic .eipmpleiTKMiiarty ts 

4 -. ly' + ae ‘, la soliidrin jiencrcil dc hi ecu utkin dnda tt\ 


.v(.vi ■ nr' + Cje ' r - i(«* * + ? sen .tl 


□ 


Si (fill es un prodnclo dr funciones dr Ins prrtedciiifs. ru UiJ caso < lorn* k 
viducion ilc prncha nvmi un pnKltitlo dr lunriones del mismn upo Pt*r fjrmpli}. p^-. 
rrmlvrr la rruncitjn difciriK iid 

f + ly + 4y - e ens 3* 

m: probnrui 


= (Av + ft I cos It + (Cv + f)) sen 3 ,i 

Si G(,v) cs una suroa dir firnumnes, dc esio& ijpos. sc usH d principle dr sobrrpostnofi 
rtpinpnohiido tacilmmir. qur dice (|nr si v- y y,„_ son soluciones ntc 

#f + *>' *■ tfy — Cil.vl a\~ + A/ + rv - Gj(x) 

rrapectivamente. dc^u6t» ( + c r| e* urn toEucldn dc 

0/ + fry' + cy = Gpfjc) + Gj[t) 


« E^MPLO 4 Rcsuelvii y" 4v ■ jw j + COS lx, 

HJliHFOif La ecuac inn nuxiliar c* r' - 4 = 0 con rakes ±5. de csic modo la solueidn 
de In eciucfdn oompleincntaiia vAvl - ry 1 + r>r | a ,*^,,5*, *- - 4* = 

m' pruehi 

yM = (di + Sir* 

I n i:i| easn y; - M e + A + /ilr\ < - lAt + 24 + /ilr'.de (tlndnque la susftiueuTn 
til hi eeuiK ton da 


Mi + 24 + /f)f' - 4(Ai + /tic' 1 it- 1 

* xe‘ 


r> hicn. 


I 34.i + 24 3#|r 1 


























IRcciftN IT.J rr:u*riQNfi tiNr*LC. no HOHOOfMiAt m ji 

^rtntjfSfcleioW^^ »—**W 

1, 

JJ 

' ' 1 y -1 W I K ili. iMui(E{i4i|iin 4 /if jf 

U ijr B 

l^rfp-i ItHPUiMi'irin v" -Is cm2* <c ihucIiii 

i.t\ - Ct-’iA 2* 4 O *Ctl 2 j 

I -f Mtsltmann d» 

‘li ens 2i 4/i sen li -IIC cm 2j 4 f> sen 2jU - li 

J 

v+^tfHp | 7 y 

u bicitr - Mr eos If - 8/> Mm 2x “ cm If 

Ptir Id fnitiik fl € = l* -W = Uy 

_ 

>,.<■») - - ; COS 2l 

-; 

IVr d pmurifiin de Mibrcposid-tfrt. kt sniueiijn general es 

F16URA 3 

,v v, + ». + v r - £i* Zi + c>* : ' - [ U + ly ~ * COS 2x 

Hnr idiirmi. ^ mini i|uc la suluuftn Jc pmeba recomerudada y r a vcces rtsulbi *rr unn 
snliicii’iii dc kt came u rn com|denicnfariii y. debida a eso. no puctk ficr una soluumn J t - 
III uclilll 1 kiti Fin bnim^rias. Bn Itdes tuism. sc mulliplica por x{o pen* si e\ ne^anm L> 
sLiIncuVn tie pruchi'i rcetiniclHhlda de nnxkM|uc niilgdn t£nninu de y^UI sea uri:i solai'i^n 
dc hi ccmiddsi cmiipk-iiit-iilarin. 


EJEHFLO S RcmwIvo.v" + y = sell ,t, 

tOIIIClON 1 a PCUilcion auxiliar es f' + 1 II con ]u* raices ±i, di: moda qae In snlution 
de hi eeiiaeion L^fiplemcnunn cs 

y.l.v) n cos t + C: sen x 

Ik- ordinance u*a In snlucion itc prudm 

i>|tl = A«kj+ Bscnj 

pern m? vfaerva que cs non sducidn de to eauddn coinfilcmcniarix nsi qnc «i c anihm 
^ pruehn 

y/i) = At nm i + &K sen i 

Pi*r |o ijitiiip >>l 0 = A COS i - At «n j+* sen < + t*x cos x 

v'O) — 2A mi* t ■ Ar Cns -t + 2B cos v - tix v:n i 

L« KuslituciAn cn l.i ccuniriAri difcimcul da 


y“ * y r = 1A ttCBJr + 2BW&X - sen « 










Nil 


£fe 
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CAPITULO II tCUAOOMlDIM rtlNUAlf5 »I tlGUNUO N 




1 


v Ut pfkilAuilHlI *4**«fe3 cfe U| n u* 
CM1 * Iff mill aft <r 

hl|wi4 


4 



fIGUlM 


|hil |o lilflln A 


■J, # 


V„J *) - — \* CIA 1 


I jt snlud^n general cs 

v (^ «- f cimx + fj® 1 Jf t 

Sc resume cl mdciidii ik l(» uiritciejiteN iwkiemiiiMBb*'. c unhi sq-uc 


RffUMEH DEL WETDDO Of COE FiC If HIES IMDETERHIM DOS 

1 + Si f;m = c*TUI, dcimfc /' ev uii polinumio dc gifrdo « tn .ejujida intern t 
i>j l | i* mik" (A' i l-v un polmomiD dr ^ ado f mym u*hcitnics 

estan dcicrminodns pur su dilution cn la cctiauion dilcrcncialj 

J. Sj C7i_s) = e**P{ r] tits WJU o \j ftf.i) = c J 'jP(x) sen pwa, deride P cs un poJiocjmin 
Lit- /p-csiiiKh jj ratio. un In I cum interne 

ij,! i> - e»s m,t + r u R(x) sen mx 

dondt Q y R son [h^lii'Uimim dr fi‘«imo arado. 

Mudifii'acinn. Si coalqmcr lemiibo dr y r cs unj soJuci^fl dc la ccuacidn CJtnpk- 
menli-uiLL irullipliqur » po» i In por jr si cs necesarioh 


EJfHPLO 6 Determine Id forma dc la solution dc prvebu parn Id ccuacidn difercncial 

V - 4 V - + 1= e* cos 3jr. 

IQ LUC I Dm Aqui Gf.r) (icnc lu forma dc Id parte 2 del rtsumcn, doride jt = 2* m = 3 y 
R{xi — J. Asl a prunera vioa, la forma dc la sotudiin Jc prueha sefid 

r^rl - A cos 3 j + ft sen 3*) 

PtfD h Ptnacion auxilixr cs r - Ar + 13 = 1). con rakes r 2r }i. asf que la khIuck* 
<le la ccuaddn couipk-mrniaria cs 

>M - <^(c p cos 3.v + a sc ii Ik) 

huu sp^mliCLi qua sc ticnc que multiplicnr por x Ea solution dc nnieha sucerida. Asi. cn 
carnhiih ve 

y r l*l ie li iA o» It + R sen It) 


HgTODQ DE VAMAClQN PE PAftAMETKQS _ _ 

SupangB que jb sc ha icsticlio la ctuaci^n homugfnea av" + by' + rv = 0 y escnHol* 
MMycidn como 

® yix) * + <?yifjr| 

^>' J SQn liftcaJinenlr mdrprndicoics. Sc rcmpla/uran is> 

o pirtmetras i Ci y 0 en |y wuejd« 4 poc fuocionds ■rfHttvib «,ir) y Sc 
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'HiCCIOM If J kf tlHIAlES no MOMOCtNM. 


l " ,J wh * Wn P«HiC.. de in ..in in, hunatfiici <fv* 

I nr in j 


f bf 4 j v 


lid Hil 
Mij U 


1 l-skr se Haniu oiriudim di- pnrtimetruK porque « han nnulu l„> |Mrinn-H'.. 

y I punt lUMJcrlirv lwaiHi, t v i AJ dcnvui in ccunui*) 5, « „bin-ii t 

® J'f I Ml.VI + MjVj) + + MiVtj 

1*111'^, nut If, y tti Mill lilikKUicv iirhiinirins, se puedc impanurdis cniidi cione . vobri dL' 
Him ctmdicirin us qm- y,, us Mini Miludmi dc h ecu ad An difcicmial: ^ b 

mm ttunliuiin p n;i simplifoi* los cdkulns. En vista de b uspresidn en b «cilkl6> 6, se 
impinu- la condici6n de que 

® «iy: + Miyi - 0 

En consecucncia >> - M [ >■; + w : v : + it.yf + «*yr 

AI sustain r en b ccuaumn diferencial, sc ohuunc 

fliMiVl + If; Vj + flivf + U;>ri + Wlf,_v[ + lf;_V; ) + C (Hj V, ■+ |#:Vj> *• 0 


o hicn. 

[5] wjffiy* + byl + uy,) + uMyi + byi + ry ; } + fi(u{yj + = C 

Pern v, y yi son soluciones ilu b ucuocidn eoimplemeniana, du esiu modo 
ay* + byl + cy, » 0 y ayj + ftyj + cV: ” 0 

y la ucuacidn 8 sc simplifies 

[T| afu’ijfi + M’Vj P = G 

Las ecuaeioncs 7 y V forman un m slum a dc Jus ecuauiones de las tundones duvcwmvidfts 
u\ y if-. Dcspues de resolver estc si sterna sc puede iniugrar para Mlar u, > n? s pin lo lantn 
la solution particular esli dado pot la ccuacidn 5 

EJEMPLO 1 Resudva, In ccunciAn f ■+ v tan .v, I) < x < tr/2. 

tOLUtlfiN La ueuLiL'iim ausiliur es r + 1-0 con rafees ±i, asf que la solueidn dc 
y» -f y = 0 es i'i sun x + <•? tc»\ i. Con la variaeirin de parfmetros, sc hwsua ui» uducidn 

de la forma 

Vpl.t) * iiil.i I sun r + «i(t) to* * 

En ini coso >> - f«! X + Mi cos *) + («, cos ^ - «i «n rl 

Sc estaWecc 


M 


a\ sen i + ifj cos x “ 0 


1124 


CAPITULO I 


t ECUACWNiV 0* VKiONOO 


■ En is*gi»r9 E> ;<■ 'ivuiirw cuziro sdutwoc^ 
M y Kirac-m [JiHir^H-ijI dm eiEHiplD 7 

:.s 



-I 

flGUIAS 


i'. sen r ** 


•we ll • M T 


^ ” U ' L,J ' ' 

l*n qi* y f mi «.*.*Mn * |W * ,l!,W!r 

m v* + v - u'< co* * - “= “ fM J “ 11 

O " + v 

At reviver Id> »*•»« '<» * 1 '■ “ , ’ t "“ TnC 

rf‘|(Ncn' * + iscw^Jfl = cos i 1 <iij .1 

* veil .1 «| 

(Sc bus* iMiii iotacHb paniculw. h»' »» * «***“ u “ c ' mMat * “««*««5o 
il4 LL> Ell dll WMK lie la ecuacitfo W* « obticnc 


hi 


Tien x , A ' 1 - cos j - see Jr 

"Up ^ 


on* -i 


£0& I I 


Asi - «n x ~ ln<sec * + ion *1 

(Note q« KC x + inn * > (J para 0 < * < «/*■> Por l " limEo < 

>VU) - -cos T «fl c + 1540 Jf - Inline t + IP* 4c)|coa.X 
= -co* x Iniwc x + ian xl 

y III solution jicircri.il 

vl.(] ^ t‘i sen i +■ i L : cos x - tit* t ln(six Jt + tan ti 


17.2 'JEJ ERCJC |QS__ _ 

1-10 KcMtcIs.u I .i ci'u^tttn itifennujl » cl pfublema ik VjlotCt 
midiks con el mdunlo dc tDefiomm lihWicimMiis 

1. y- + iy + 2y - j r 

2. y- + 9y - r ' 1 

J- y" - 2y f - %en J i 

4. + 6/ + — I + * 

y_ f - 4y ■ * 5i - c T 

b. y“ + 2>' + v - w 1 

7. y + y - r‘ + x*, y(0) - 2, y'lO) - 0 

I. / - 4> - * ' cits jt. ytOI - I, > {Dli - 2 
[£/-/■ f r\ ylO] - t ytO) - I 


ri 11-11 rif 4 liqiK la i«liKh^i {liKtiailar ; iunMiwnM- ^sludiMCs 
taiLKlmhliLis Iwncn cA CiHWln «hj salucidflet" 

11. y + 3/ + 2y ■ ecu ll. y" + 4y “ f 

11-10 r.scnhj unit xwlucHVn tk pnicbq pan (I mdisjo Jc coelkkJf* 
imkicnfWNiiSos. No Jeicffmrrc Imax&ienfes 

IS. f * - e -’ + M * wtm 

II, v" + O.v' “ ,tc 'em tri 
IS, v“ + ll/ - I + Jrr y 
10, «" + Is 1 - 4y » f J * + Ik' 
i?, / 4 :i + io y - iv cih jj 



































SfttlON I T.i AIM H A. h jN| ■, | ,, 


I A 1 . IIUAJ IfJNt* r^PIMNMAU!. ftjs oftM N 


im 


- 0 'iurtin I i « 'Ml Hni (litrmadJ)l h. V || 4 mth 

t , , | | | 1 rlbl ||| ^ > li'i l«* 1.1c- |WiUlHjtPll% 

» J' 1 * ' - m 1 H - *' ■ 2 > ‘ v - « + 3 


M ^ i wi » fi * ^ .■ h 


H. 1v - Iv 


t*. * '■ ' Z> mill' . 


J1 



I + < J 


jj 4 I RrMvlV 4 Li tivuib'idn iltfmnLiul con t| ^k vannciiiii 

jUiariMOrti™ 

21 . -i ' d ' ' it/2 


M. 'Mi H, f 
I 


I 7-3 APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIAlES DE SEGUNDO ORDEU 


Las ecuuciiimt diktriu^lcs lineals de segundo nuden licnen iliw-u.n aplu.n.■<.- e=i 

ckmiu e iriyctiicrui, I n c^la seutniri sc cjplnrun dm dc elta-. I i .. • r.- .-n-; 

circuiUrt ckk Incus 

RESORT ES VlftRATOftIQS 

Sc otftsidcra cl iiHmmicniu dc un objein am trrr cn el dc un rc^-rk _|bi 

cs. vertical icoirm eit l.i tijjuH IJ u hnri/untJi xibrc una supcrtlcic niveLi.U ■ rr- 
figm& 2 ). 



En (a secLirin *.4 *e csplicd la ky de Hooke, que dice que -i el E^nm.- cv niijJl' m 
compjivnido) \ uniiliiiks dvsthi limgitud natural, cnconvexuenciu cjcrce uru E'ucr/j que 


m pumcirin b 0 
dL-cL|iiili1irin 


e& proportional a i 


fucraa Je rcM;turacidn = -ki 


m 


k 


dondc k cs una consume fu^mca Ulaimula ennstante del rescirki. Si sc i*rmr.in l;> luer 
dir rcsisienciu (dehiilo a l.i rafctencia del airc oa la fnctiiWl despirfs* por la ^curttb Icy dc 
NcwiOfi i I;j luer/a unul a la masa p*>r la aceleradon k sc Lierte 



L 


piHititin Lk Et|uiiihm> 


m 




Esli CS uita ectwWSn difefemd je ^mdp onkn. Su ecuaraS*! au^iliar i - ^ 

rakrei r = 2 don4e w x Jt/wi. Ast. la soliK T i6rt ftwaaJ ei 


F l-GU R R 1 


df) = c. i co* + r; s,ca tirf 


t|iic sc pnede cscribir liirnbicn cornu 


%\ i i l u<-iM L ft) 



d^uidc 




(Vdase cl ekfCkid 17 j I- ^tc lipodc imn-tiflkaici sc llama tMrtimlMlD artmmkm Mniplt 





















W4-iH • 


Hit (III CAWTULO (f (f-llWTlOMti NtlALB 


IDI vUJUMOO OMJiW 



JM0.2* - 23 U 


yW i|Ut I ** 25-6/0 - 


I2K, Uwmdo c^-Eir vjh.f J' I ' * “U'-ianii: * junwi cun m «■ 2«# U 


evuaemo I.seller 



Comoert la desertpeiOfi general anterior. l-i soIll^h^it de ^ sLa ccwicinii e\ 


jrff( ■ ■ i cos + i: sen w 


j 

fit 

L— J 

FI6URA 3 


* *■> f 

Ol» : 


Soda la condicirin inicinl dc i]iiE x(0) “ 0>2> Pcro, do In ficuueidn 2. dfli m fi- Cor b 
unn>. n = 0.2. La derivation de hi ceuneittn 2, produce 


i T (jr| = - 8t 1 ^rn 8r + 8f: cos Kr 


Puc&to qne hi vdixidud iiuciliI osui dadn (omojf (0) ■ I), sc licnc ft “ 0 y. pur lo tmUi. 
Li solution es 


Hri 


VIBR AC IONES A MQft TIGUADAS _ __ 

Sc con vide ra a conttmiacion el mnvimienio de mi rfsnite quo esi.i vujeto a uiu Iwr/J Jr 
friccH'm ten el caso del (entile hori/ofiul dc La. figura 2 1 ■> una fuer/a dc aJiKWTifitcwiOG 
leu 1 1 casti donde mi rcsorte vertical sc mticve por un lluido cornu cn la ligura ; Ip 
cjcmpln cs la fucr/a dc umortiguacion que sum ini sira mi ariioriigLMdor en un autommil 
n lull hicicletJL 

Sc Miponc quo L.i luer/j. de amartiguocido es pfopuftrioiial a Li vckx kiad de ta nuy 
> aviua cn la direction opucsia al mm 1 memo. lEvio ha sido conftrm.ido. al memo* Je 
lorjuji apmximada, por algunos ex pen memo* fisicov t Asf. 



■ • una coirstamc pipviuva. Ihimadu coELstanle dc dmorUf!uuiiitrn(n Aw rn f' 1,1 *' 

caso. la Mi|j«ndii Icy de Ncwkm d.i 


J 

fit 

L— J 

FI6URA 3 


* *■> f 

OIK' 




i ucr /11 tie rcwauraciMii + lutT/a dc amort jguamiento A 1 
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iicci &H II, t APUCACPOhlH Di iAl, N UACHjNI 1 , UirmiNCiAl I \ 1 >I 'jPLilN 


lit? 


! u ccuaeidn 1 e* uvm ccuuctnn iliferemul Jc itguodu urd*-» > ctu^Hin nm.il tar e* 
mr + it * A = 0 l^vulcci vm 


■1 


= L ' * ^ 1 4 toil 


2m 


y < JrtrtA 

irtr 


M<- ik'IIHI do Curt hi seLi uni, 17.1 se ui\ u h-iln ;iii:iIi;.h ^ i ,.■ ,, ,,..■<, 



mm* 

frra^iiK^SJIuanliemo 


■ iavo I 4 tnk (HMilir^MhmriiuiUiiink'Vitu) 

l-n esie cjlv'j ri y f, son ruu.cs rentes y distmlii* y 


i - c,#^ + 


hicst^ 4 uc c, m y A son posim«*, w item? y< - 4mk c. <lm que Ins faicrs r, > r. dad™ 

pur Ins sxuuciuncs 4 daben scr Fiejjuiivas. Bsto mucsini que - rj cuamlii I — *. Las 
grtficiis represeotamm de .v cuinu Una lunclon de j sc miic&lfurt cn In tigura 4 Observe 
que no acumen o*cilactone*. tl\s posiblc que la miisj pj.he por III poskiOii de equilibria 
unn ve?.. pero sdlo una vc/ l hsm cv purque r > 4 jjeA sigiiilicu qua buy unu lucrlc I'wr^ 
tic uiTiurtiguamtemo (aceiic n isrA.su dc alia vilco&rdaiJt an compare ion cun un rev me 
ddbil o mnsa pequefta. 

fc CASo II - 4mA - 41 umurii^uttmicnto critico) 

fcsle (Liivu comesponde a rakeijsunlev 


c 



y Ul jiolucifin e^ta dudu pur 


-V - k. + 



*mu 5 

^baruortigiumjema 


I s similar al caso L > las pjaficas ncprescnlativas sc AhtiffiCjAn a las da la tiaura 4 lAtase 
cl ejemeto 1 2l pero cl nmuriiguamicnia cs solo sufkicvii* para supmw vibracionc' 
CualquicT disminuci6j) dc la viwosidad del fluitto c 0 JTdutt a ins iibrac tones del caso 
vigokntc. 


• CAiG in c 1 ~ 4mA < IHsubamartlpiflEiiteiifaj 

A l| Li f las rm'ces son cdmpkjas; 


ft 1 c r 

^ M-± tl*l 

lltf 


du-ndc 


solucidn cstd dada pur 


v 4mA - 

2m 


x p- ( « '■ cos nil + sen furl 

Sc vc uuc hay oscllacioncs que soil amOltigWidas p»f el Ilk'Iui <' l>lK ^° '' ’ ” 

y m>\»Le -UV2W.J < Ode iiuhIo que I * ‘ Semite* 

que x ■ (J cuando t -* *; es devif, cl muvimienui (Jeeue n 0 liidikIo w increment ^ 

E„ In Ggm« 5 w mutsira una j;ralien rcpifvcnlativ i 


















Mil 


CAPJTULO | 


t ECUAOQMl OfPlPLNC^ALES □£ fl^LJN^O OM*t N 

._ , .■■■■ ■■.„ ,| mw del ejM'l**' * •“■**•* « " “■'•Ho «■> u«. 

“ ,L«t L. ,-K « * > «*" “ W '" w '" n ,W,J - - 

sell uhl'iil' Imciul tie U,6 hi/ 4 

... , i_ ... w , a 1 w la i_-L>riNiLLiitc del rewjfle €% k « 12*. 1 ^ . 

buiiu 111 >1 Ikl citirnplo I l« |J1H§ ei» fl* - ? 4U * “ 

ue-LLLLcidM dilefcneiail 1.1) wonimeite en 


2 £i , 40 ^ ■ 1 2 h. 11 

,/c J< 

'jr „ rf.i . , 

—— + 211 — + M.i = ll 

rfr * 


u cniacidn mkIIiw cs r* + 2tV + 64 - (r+ 4Kr+ 16) - 1I cun n**» -4 y - ]« 
quod intH imien (0 os sohreiWlortijiOEwIn Jf la solucitifl e* 


■ tn In fcijuifl 6. sn inue$[ra la ipiaf¥3 dB U 
lijnc.DTi A- flojician para aJ moviltiieJUD 
U..L't ,i 'i.ii jljJu #l 2 

OjOJ 



MGUMA6 


jt(f| = Crff * + l<J 

So liene quo jrfOl - II. aM quo r. + <*: - 0. Al denvar. sc oNkne 

,T f <fl = -4cif - * — ICk.'T 

do Ml munuRi. t'(0l “ — 4ci — l6t ’ ™ 0.6 

HikMii quo t’; — “i j, evw da I3t’i - IJ.6 a C\ = U.0.i. Debido a cmc 

v - aosfc-* - 


V1&RACIONE5 FORZADAS 

Su|xmil:j quo. edemas do la itwr/j. dc rtMiiurKiom j la fucr/ j do .iiinirUgujiraemn. el mo¬ 
b-mix mu dot resone e* afectado pne una fuer/a eviermt jFh r > Pin Id tanfto, la Uganda t? 
do Newiofi da 

r/'.t _ , 

,H ~TT ~ lutfiadereiitiiunKfirtii + fuciza de umurtiguiimicntii + tuerzu exiBPi 


- Kx - f -r- + fill 

di 

Pur CM0> on iugur do la ecliactdn liuntogcnca (3k d imniiiiieiilii del reverie jIh^ fvU 
^obdMUMlD pur la sign ion to emotion difcrcncioJ no hurnoeonca 


m 



f-l mosimiontp del cerate so puedc iktcrminar pur lo>, mtHodos do la scccidm - 






























i m—« V-f / 


lECClON IM ^UtACIQNEl Dm »1* Kt'lMMONfS ftif fHNaAit', Ot tl'*UNrtf) OPUfN M Jf 


Un iifMi lie Uwrta lmlUiiu ijuc <4Uptt 401 frixwenei* o UK4 ife fumt* pcfuxlK* 

Wh domin' ta ^ tw - 

i n i s\v y cm llli S(. a ii i l" ill 4i mill idi.'i/ji lie mu.... - Ot pjifc «;n d 

ejercidu 9 tiMir d niidmhi di lot* cndii.iciHL + h hndu-iciHi r 11 .i• l• •. \i.u,\ nioiirar gyv 




\Ui * - 1 i ov *w 1 i 1 (ttt + 




tit !'*« 4r>, I 


mi-s ha r 


S| w “* L>ft la fm-UtfiiL-m aplicada neliier/a Jj iiuucikm iuMjjjJ . cl T «ul. 

l.iJti >11(1 vibrat:icitw:s dc giart amftilud foie cv d fendmeno ik rtsomimia lcj^ d 

ejcrcicb l€i|, 


CIFtCUITOS ELECTftlCOS 

S j ,n Ins ^Lci(inci> 9„3 y su puilieruri 11 sllt ecuactohcs Lincdcs y i'Lii^uune> .*_] nr a 
hie-, ilc primer onden pnni auali/ar drcuElo* elfrlricu* que uhiIhl-jk ii um rcM-un ■. um m 
ikkiur tvease fi^ura 5 en Iji patina 582 a La fig Lira -I dc lu p,irin.i uinv^Nuf . 

capacitor lv£a» el ejerdeb 29 cn ta pagina 607). Ahvfa tjuc %c uibe ctimo revolver 

LkM^ioiiCN lincalo ik wj imd.Util. citfa cn position dv arwli/jrcl ciriiJicoik b rijiurj 7 

( onlicnc una fuetva electron K*riv ft r.ummiNtfrnJj pur una haleru o pcnrnidon, un rc*.!*- 
liiF un indue [or ft y uri capacitor t . cn serie. Si 'to carga cn cl capacitor tn el tiemp^i a 
es y - yifft CM w£luiIli la fomente cs la (nsa dc cambiodc Q um rvspcvlu a r f rf{J iit 
i ninsk'r! la Hcceiuii 93, m- sake pin ki fisica que bs Caido* dc tnl'ajecn cl ne>i>lor, jnriiucme 
y capaciior son 


Hf 



V 

c 


fLSptcttvamenlc, Ui ley del udi^c dc Kinrhhoff dice que fti >unu dc esias cjjJj- tk 
^nltaje cn igual al vullajc suuMiiisTtadii 

iff Q „ 

ft — + Ri + - E(f 

t^LICsIn Ij lie / dy/df, CM LI l'CMLUHHI hc COilVLCElC ell 


ffl 


/ V. + ^ + -y -ftill 


L |Lie cs una ci'iiktcvon Lldciene'ial dc seguinJoonfcA lihi eiidicientCN uuhtjnks. Si fti 
y t , y in porrieiiie l\* sc euuucen |^*r;L cl EiciTipcs Q. por h> liiiitn vl" lichen las 
1 Midales 

Q10) Qn QW = /till k 

y cl pruhlcma tfc valurvs iMiuales sc puede itsulvcr pof 1^ eucIihEh^ i|c III ■MlCooii ]7,_ 


mmm 




























mid 


.. AI'ITULO It ICUACIONES I % hi . .. 


tJiM ttijjh'irin difenmclil pn li c<nkwi it rpl^nm jJ ^ pjiuMfai T ua mpcui .1 

4 I ^ ICI iHillll I|III I iloftfi 



dt I - 

4 R - 7 * 7 

*it t 


k'U) 


□ EJIHfLD 3 E ih iiL-mre In ur^i y In comeiili: cn l^ m P° ^ ^ Ipft 

Tuf?-40Q,L- I K,C- 16* 10JWcu* y i*d«l yfc 

Cornell Ur Mil) ceio 

\mtibn Con Hus vidorcs duil<* dc £, W. Cy tffh b eCMOfo 7 * convterU « 

m ^ + 41) — + 625£ = l«l c«* KJf 

!±1 <i t t dt 

Laecimcitfii imiliurex r + 4<Jr + 625 = 0 coo rafrti 

^ -40 * v ^tX) ^ r30 T |3 - 
r 2 

dc mnilo quc la voJuctfn dc b ccittdifio eornplenrcnlana e-* 

{^ (j) f ? "(ci cos I5f + C: Sin 13/> 

Para cl rniuidu tie coelickntes irkdclcrminatlos si pfusba b soluctfn particular 

ftUJ " A coi lUr + 8 sen I0f 

Bn lal case — -1 QA sen 10/ + I0B to« 10/ 

0*1/) =* -KKMcos 10/ - lOOfi sen 10/ 

At vuhtituiren la ccuockm K, sc ticne 

f-IOOAcos Mil - 1000sen lOr) + 401-IOAsen 10/ + lOflcos 10/1 

+- 625(Acos lOf + flsen 10/3 - UN!) cos 10f 

obien, t525A + 40001 cos 10/ + (-400A + 52501 sen 10/ - 100 cos IQf 

A1 lyunlar los rocftcieiUtt, sc ticne 

525A + 4000 "100 21A + 160 -4 

0 

”400A 4* 525/1 =0 -16A + 210-0 

l.y toluciAn dc cmc sislunu es A = ^ > /f ■ “ 7 , asi quc una solution particular <s 

Qplr) = ^{84 cos 10/ + 64 sen 10/1 

y I* solucinn general e% 

Qt*> = QMi + y,|/| 

“ f r{lt <** ISr + rj«n 15/1 + *^2l cos 10/ + 16*en I0f> 













v/' •« .* 

SECCIdN 17 1 AfLICACK)h|^ Df Ui fPJKIOhC^ Dl UQAMO r^ttj N I til 

Al m tinnier l i ctmdicidn ink ml {/«»> U. m- uhikcne 

m - I + wr - 0 f, - 1 

\ ,1 ,Wh% lin|MNC1 til LNEl.k l' 111 hL I li Ma|| NlK'lill M' deij'.'il pmiuni |IU|.l 4 U; 14 - r 11 1 (i; il 3u ■ c er sICSjU: 

tiQ 


tm, -& =r *^K "Kfcl ♦ iV-leus I5f +1 I \ 2Ur .> WJ1 ISfj 
+ „“'i( 11 sen [Of + Ukkis MJr i 

m = -20c. + isc 3 + o c. = - “ 

Am, Li l.tnimb p,iu In curgu cs 


t>t/i 


a r c» 


lift sen )5f) + (21 Lift HU ■ I Oven llUi 


y Li evpiewun para la eomente cs 

ftf) - ^ i [* , - a N[-l«E»0™s 15f + 13060 sen I5rl + 1201 2] sen I Or + 16 cos IQtlJ 



ficum 


tl m 4 r~+ fcr - >'(/| 

w tie iU 


KQM I Ei el ejempto 3 b \olueiuo |sim Qii) consiuc tie dt>s parte*. Pueslo que t - U 
cuaiulu f ■ * y lanitt I5r cornu sen 15/ mmi turoriores aeutadas, 

QfOJ = si’i f ''"r- 65 fi»% 15/ 116 sen 15/1 - 0 cuundu/ 


A si, pniii valores grandes dc /. 


y|j) ■=• {J,.(/l • ,«-l21 cos 10/ + Ibsen lOfl 

y. pt^ esu ra/do. QAO * Ibma solution de cslado ts table En In li jiutJ « ^ muc^m eomo 
in gritted de b soluewn dc estiidoctiubfe * compur, con b gnUlCA de Q en me «ms*»- 

Hum 1 Al comparer Ins cvuadoncs 5 y 7 se ve que rmwemdiicainenlc «m identicas, 
(•sin Iull'c pciiSiir en las linutagtt* dudas en la siguientc grfHica emit siluncitmes ffcicas 
1 . 1 ne, » prime™ visla, sun nuiy diieieiiles 


Sificnudc rcvs'iic 

CflttlilLt clft tniru 

1 Lk’Apl^JllllifllEEi 

itijdt vducidjnj 

fjfj ITLiVU 

I Limhiiintc *k WDiortSf uimtetfo 

i cgnsuitkc: iIl- rc*oric 

Mr) lucr/n ffiMonu 

Q taqt* 

MumnEtf 

/ ij^hMUKLa 

ft fC-SISEtllk , li» 

l/c qlMHMl* 

/Tj/j riwnyi dectromooiK 


Se nueden bnmferirolm ideas de am, simuridn a b alm I'o. ejempla, lu salucWo dc 
estiidn estable desert in en b rn*a I lietie sentido en el sislenu dc resoilv ^ enmnciui 
de res/Mancia en el sbtemu de «*«ic * p«de * «» »«*’ 

cutler, cldctneos como retfMuncut electrics 



" «■ * t 
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EJERCIC i 


OS 


|, Un (citirtr i«nc liHijm+iii iu |iij ^ (l m ¥ U| “ ™“ ^ * t|J 

«v¥sjf u uim lurf/a *23 N rum liumnin ctW + 1 "** 

ilHi kWfillhl ik I m Si cl ... *r *‘«1» “ wllJ . . . 

lie I t Di y Ilk 1 |! ■ i fcf lueha cn sellMil-i.l Ik tKIWlH H *'* l hf ' 1 

c\m ilc In Hla*a ik^puf' * * 


I, I'li sivtuiB aiii mu miihu ilc * kj- fe w "umi.MiL- cuLipadn n 4 111 
mil Hue t« It'ujtklml nuLUUl EWdllUttC (Hi towm & J? N - ™ 
gfpdt iiwip (fit tp piwd<lp lie H|Mllihnu f ® ^ a|*l<t * MM 
mloriiM imei*l * I ^ Eiictwnlic !■ |»wcid« !■ iiuw 
cn r (**■■■[** f 


1 li n km me am LI nil ik - kg ueiw Jc anfertgua 

miL-nld 14. y •* Ki|U.icre UIIU lurr/j de & N pltfii manieiKtcm 
roiln ill iMdcb 03 ui ■lin’' alii' Jl< Sl ' h'WfcJiniJ «»« i ral. E ' 1 r,: '" ,rK ' 
scBtim I hi mfoallii dt sn Il'iiculnI iuiui.lI j luc^n sc libcru 
ran vekviilul ««» Bneucnlrc Ij [wk’H J « dr la masa cn ciml- 
i^uicr iKHfii t 


4. Sc hxt nowiana unJ fWJ73 Jf IJ N fwu nulHcwi un ft^ l|lc 
Je 2 kg Lie miuCMiimlc 0.25 ih eius huc su tirngiiuJ mmir.il 
Li fljfliiiinic de minniigiurriicnni itel ucmni! ei c = H. 
i,i i Si hi nidsLi cnipiczu cn Id posicii’m tic eiiuilibrio i"' 11 
vekKiJjJ ilc 0,5 ms. cncuenlre tu pmSt-inn tin cl llcmpu t 
■ h i Or j f i.j ul- I j I li ik itin de pusic u Jc In iimmI. 


j, cl resume del fjcrriciD J. cmiucnlif la misj (JW fM'duiin.i 

jflKinJgicimwnln (nlKD. 


4. Pjjra et resiiHe del cpcrcLLiu 4. cnciKIttEC la ennNlJJilC dc .ulHnU 
piumknlo (|UjC |h> uluciru arm migum memo e-nlivn- 


J. I n restate Dene uilil iiijhade I kg V mi t'i HlsUiElte de rehurtc cs 
£ -= |QE). I-.L 11 -sude se liber. i-ri un puiiln Cl I Fnarribil.dc su (»■ 
"LfCI'-n deCHMsIlhnt' Gfaii£|L*e li lunciou Lie pasicton puu Ins 
^HaiKfltcs takaes Je La cunUanir die jiiuMligujiinienlu i: ID, 15. 
2D. 15. 30. J (Jdc Elpu dc MWflifJUMlIentu lkiuk en ujJj uhi 1 

I. Un resortc licne un.i qua dc I lig y mi tinisfjnte de imnitignu. 
mint)■ es r ID I I rcsiine an 11 ic 11 ™ dc slIc su posickunle 
cquilibrm ctm uiu schsLidud de I HiA Oi.jliqiiL 1 Ij rum'iuii 
dr pOMCitm piti Itn s.iguirjiles xjkiri-s dc Ih const jelIc del 
KHine t Hi 15. 30.40. -Que ti|hL tk jramifMicimi 
ixiuir rmihIiluif? 


4, Sispuip L|UC liEi resiTtc Ucne ultn mam FEE > lihinIjuIc dc fc-MNlC 

t y scj. ja i. i Frr Supongu <|mc lu iLmsiiiitic Jc umiini([uji. 
micnlo cs tun in'Hitcitii ttuc lu Fueryn dc .iiniEiiLjiHimiiciiio cs 
insigniliciintc Si sc upliui unu luei/j c\tcrniL / in /■„ an nhj, 
ikHidr Alt. * tit. use ct tndltxln Jl- coclicienk-s indtMcnmiL.uLs 
fwa mihtr.u c|ue cl mmirrofjiln Je Ij lluw « ilnnihc n^di.mle 
Ij ccuandn Is 

10. Como cn cl cjcKicio 9. consitlcir im irsnrtc cun nus.L *n, 
iiiEist.ink' iIf rcMn[L' Jl y ■uMisiniiLe de JiimiincUiimieiiEn < [> k \ 

stfiL cu Si hl 1 .i plicit un.i liirrnt cslemu /'0) - /. ws twi 

Cla ffetuemiii vpliuKtu cs tgUdl j li lEtfLUCncin mUuiull, 
use el meiitilii dc ccwfiticntcs. irHieletmiiuilus pju ■iii .mui 
t|Lte Cl rmn irtiLcUUi dc It miMl CiH Mi pur 
imp “ si tin ut f l"; sen u; + ../(IfrrMiiW’ sen un. 

II Mufiift l)ul- si ^ ij. pero tn/ai; cs un numcm neinni), 
entonces d ... desc-riLLi [Nil J;i cauietfll (i Cn [hjhhIllii. 


13 f 'iiiiiidrir mi fentartm. Mljsfo i UIM J uvi/Jt dc 1 1 JJ.Mk> u nNkoni 

iMJjUl'lWrttO 

f jt f ji el c-i oLtHkMocm o, ti ttxnmwmu 

foAi p.ii i i ,/ e » ■ *r MucsIWIiiie UyrjlK.de i 
cra/4d eje t 'letltpre if* * }* ***»& 

(hi in i)so sijhn.-jtmitiigujd". d in I in mm —liiiim 

k H „ . j I-' durnlcF. *. I Jew nunc ... Vl 

... itsiutivjB tie i : ■ i^joia luiJ k jrtikad*, 

L iuya cl eje I en un vtl« JJi^lUVtF de / 

| firtijLiti elk sciic Cuhl'- 1 dc un il-iiswmi H .:ii Si 
ua inductur cun t - F H. on tfflpmriwr two C - 0«C f , 
u i,.i h.ik-n.i dc 12 V. Si La t-siipi tmcml y It cornewc Q. 
«ncutEltrc la carfa y lu corueule cn cl tjcni|m r 

14. LJri uicmin cm scrid COfllicllC un rcuiEOr CtNl /f 24 [l. Wl 

indue el ii om L = 2 H, un giftdlor con C — tlXKH F s um 
(ultn, I ik 12 V La cjiga um ul e* Q — D44JI C > L. LininiK 

rfliCLiil o U. 

ijj ElWCnlit lu C4I5U y L tLunentc ctl C^ tiefnpi) t 
^ | b i t ir.i 11 i|tiC li s i'umii Mic s dc iJfg j > uifnenlc 

15, La huici in del cjecckiu 13 w rcinplaza fw un rcncrttdurtjiK: 
pnndncc un vulinje dt- AlrP - 12 sen lOr. Determine L cai^a 
tn cl Eicmpu r 

It L* hatefia del ejcrcicki 14 sc fcmpla/a put un gcnctAkc huc 
pitduce un vukajede - 12 sen I Of, 

Ul bLh.Licn.nc la cargjcn ct Eiculpn J- 
m (bp Crntniuc la Ivmi-tbn ik ^nfga 

IT. Cunipnichc l(lh- Ij miIuclmu a la ccuactun L be puede rsinbut 
cn U Imtiiu st/l = 4 cosing + 

la. hn L ngurj * mue^lni un pcndulki DDD kingltud l v ci jnjTa!-. - 
desdr b LcniAil id pCThltihi Sc pucik ifcmwltjf ifiC tW> - le-i 
Iuhchmi del Ucmpu. sulisl jlv I j cc u jc hjhI dif ercitul ru > lineal 


d-» if 
— + 7 ™« 


0 


dunJe hcs la jeclerncinn debt da a la guvobd Pita Malices 
pAIIKiim Uc ft si puedc ucv la iipnssimacifip Imc.l sen •• = t 4 
y luego l.i ecujcuin ibscivncial sc s uchc lineal 
tap krVutL'iilrc Ij ccujLion. lLl- iiios inncnio de un [vinMl" ■. j 

linigitud I mjiilJes in trial mcMr 0.2 tad > la vtiiwilail 
naguljir inirial e* *10/Jt I rail/s. 

Ibj , Cu.il cs el anguhi itiilkjmodaidc Ij vertical 1 

it J , Cu.il l-s cI penodn dd jHiiduliHes dkTCiT. fJ ticm(i»para 
ct a lip Mat UlUOsCilacKkil * 
idj ,;.Cu-1ndo c sLlhi vcnttal cl pCFuluIn? 
tej cs lii iclmidjd angular cumido cl pendulLifs scitital 





























a: 


■SiaR 


- u 
* 
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tCLCCION II -I jOI UOQMI , Mi KJlP *4 Dfc HP 111 


I U) 


■ 17.4 SOLUCIQNES EN FORMA DE SERIES 

Mudi.kXi cctuttiuiu:* illi uk’ ik ibiIl'H 4- puofcfi i«Mi)\er en (*wm • split iu na ik- 

^MikihiiiJiLiimfs luiifwt de limcmiw* fuiniluio |H0 fV Gfiefi# tmuMlfi pufsi una 

i-VL ull-K ill Jr ni| hJII IUiil'Ili I’.iiiijilc a Him 

m /- Ity' + J - (l 

Ptero tfa impurLuii? fKklei rcimtvrr eeuaeiuiio k-*ino h ctUiKifaii I ptfipu; mi^rai de jwr>• 
blcniL^ i5, c pi pinticuhirp cn relate mi i cun l,i cciiucuhi SdmidiPJ^"i in iKiimw 
CUaOliLii \ n l.,il l ;isL> sr M%it cl mvlnJcnU 1 series Jc pu-ICNCWS. ■ ■ JtXn w busn-t un.i vjIml iui] 
ik U lornua 

v =/(jt) " V t;.f J = tb 4 t i t + or + 1 - 11 ' 4 - - ■ 

ii 

H meiiMlu l-s sia‘-i 11uir l j m:i e*prcHidn eii Hi cctiucmn diferciKiLil y dciemiirisir Iik vliIikh 1 - 

de iuA in tv hi it mes <■.. . Esia teemey sc asemeja yl incmdu tte Iik curficii^iue^ 

iihdneirmiii.iJH^ d L -scnli>s cn l.i voLddn I7.j 

Amo ill- uui sene* tie pufeitdiLS J.MJI nf Maker JilHnujL.mil I, sc iluvtrj d iiKludu frt Li 

ecuuciiin nuh simple / is 0 esi el ejempln |. Es dertn i[uc ya se s^he ^ ..fesoker 

Cslii eL-ULLi-inn nitdtLLrtie Utv kcukiis Ue Ll stun ilhi 17.1, peril es iiiiiis tiiiriJ enlemler d nidtidn 
de sak de po^crKrias cimthJu sc upltta o ^ia ccuacidn mfc simple. 

O EJEHP4.0 I Use senes dc potencies para naobri ta eeuLHmio >* + y ■= l). 

Uj! LlIUM St mi| ii.mil: que Ilk un.i soluoim tlu ki 1 urn ill 

[3 v — ta + C|JT ■+ ClA' + + - *• *■ J r, j" 

*«o 

Sr pucik tltriviir la scrie dc pulenci^ t£munii -i termino, asi qui* 
v p — f, + 2t ;x + 3n.r 4—■ ■ 2 1 


* *J «Sd*ir im Im ji mfos 

-n dt !i|. s* puBdn ii-r cjn.: K k) mi^mrj 
'i'Ji' i'sl ofcieiiflf sn aflrnpklfJ rt (Kir 

* * - > ^ HJ^iciiVa li suma flfi 0 on ^i#pr 


[|] / r = 2i*j + 2 ' ‘ X 1 kiipK" 3 

■u-2 

« 

A fin Jc ciNiipjiar Jus e>Lplc^ii>ties para i y v" de imxio hilk fJfcil, sc recscribe i 


m 


/ - 2 (n + 2)l« + 


A} s-uMituir Ui% cjptoiiiiin ill 1 bs cciuchiiks 2 j 4 cd la l^iijiiihi difwcntinl. •< "Ni e||c 


■ i 

i Ui + 2M/i + tH'„ + i c A r 0 


V ||H + 2Hfl + I h . 2 + Ci]»" (> 

■ -II 


EH 
















CAriTULO I? ECUAOC3WCS 


I ill I hi N< lAII 1 ill M GUNPO N 


. ,I* E rn till CUM) lu k - C«cliC«IMlf| UWr«»|H»hc|4t ftu 

. .. "«« h ,j4 ' l^ 11 Ml M ” WIJI IJ | I,,J 1 ; „ t ,,,,1^ dc e« la 5<ieb™ ** ti 

detail «f ifUflH Pt» l<‘ ru * tnel,t w 

in + ZKfl + + c - 0 


>1 


|M + JHrt 1 


n 11,1.2,3. 


Li ecu**** ft * llmim <r» * Sl rf t “J MI ^ 1 *«»■** 

pcmiiU' dcicm-i-i J* den* codick-* eft form. iccmiv. * «** " " 0i2 ^ 

fn In HUCCMilfl. 


I'lnwr ft ■= 0 : fj 


t * 2 


Porter ft “ I: t! = ~ ,, 


2 ■ 3 


Puncr it " 2: fj 


Poner n = 3: ej 


Planer n ■ 4: c* 


Porter ii = 5; cj ■ 
Pur .ilioni sc vc cl pmrtin: 


Cl 



3 - 4 

1 - 2 - 3 - 4 ' 

4! 

Cl 

fi 

Cl 

4-5 

w 

H 

W 

■ 

4* 

i 

u* 

1 

5! 

C4 

Co 

Ca 

Lrt 

1 

4! 5 - 6 

6f 

<3 

Ci 

C( 

6- 7 

5!6 ■ 7 

7f 


I'nfii |lk CocfickrilCN pares. i lM = (-IP 


f[i 


On)l 


Piuu los cocficiemcs impart ctm*i = (— | r-Hi__ 

(2fl + I)! 

A* '** Kar df hU ™’ ««o* ™*«s en h ccuackirt 2. j* escribe In solution com* 

V * Co + fi t + C;A- + Ci-l 1 + CtX* + CjX* + ■ ■ * 


x b 

— + 

X' M 

’ ■■ + — 
(2*)! 

6! 

X* 

jt* 

5* 

tT + " *(-T 


r i* 


* jMr rk + c - 2 (-«r 


. - t 






t:« + ii> 

“*™ ** * *■ urtiitrjna.v e . y Cl , 
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4CCC7JON I 1.4 \OUJC40W % IN KjKM* Of U A *U \ 

h ifi Sr rerun* a l,i vifli "brimtu cn cl i r jnfiii|jjlri | . Li ^ Mr *k- VL 'juru, 

|Mi 4 i cm K y MTO 1, (WanftC tii mm U.Hirs I I. III. 16 y II Ml 1^ J Ut I jfrtn. »C pfjdrb 
I'M T l ti| i !■ Millie Hill Ltniln 

I'l 4 ,| f Ih aifc t -I r'l berd i 

FYm in n null ilk-1 Hr nc» sr puctlrli MklucRiiie?, cn sene* eLr |HHru< i.i . <k ccuatktfici 

Jifna'nLiLilLS cn Icniiinm ik tiimrimich utmidd^v 

l r j EjfHPLO 2 kt^uelva/ Ziy" i y 0 , 

F 0 H Sc supone que hay nn.i miJuci 6 ii ck b f**ma 

v — 2 r »r 

1 "* 

■# 

Dftflpul* / = 2 1 

H «I 

x v 

y V = 2 "(* - Ik.** ' - 2 (* + 2 Mn + Ikw*' 

P ~1 ff-A 

a™ ert d cjcmplo I. AI suslilutr en b cc u> jc i-c ur di fcrcncuiL sc itIhjciv 

il« + 2H« + lk.. ; x' - lx 2 ac.** ‘ + 2 r.x* 0 

r -1 H 

■ * * 

2 (* + 2 )(fl + - 2 2 h<v*’ + 2 o 

*--(]> ■ - 1 h-D 

P 

2 + 21(11 + Ik ’.,5 - (2n - Ik.jr - n 

I z Mm (xiimit'iil cs ekfla si cl cndfcicnfc ifci' aQ: 


!?j 


In + 21(« * Ik.,* - (2n - Ik. « ft 
2n - 1 


f.j; 


(n i 1 )(ll + 2) 


t* /i 1 * 2 , 3 m>< 


ksLi re burin de recursion sc h-nmc Ivc ;lI cscribirn = 0 T I. 2. 3* NiJiXliviiinefiflc Cn la 
ccuiidrin 7: 

“I 

PdKT n - 0; i“i 1 C* 

I * 2 


Fokt i? = I : ci ™ jTT C| 


3 3 „A . 

Joiner n “ 2 : t* - — r* - - J 7 J 7 J 7 J * “ .I'" 


5 

Piiticr n y. f‘i - . <i 


4-5 2 - 3 * 4 * 5 


1-5 I * 5 

Cl " C| 


5 ' 

























CAPITLJLO 
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IT (CU*CiONH pIFHENCtAtli Hi iffiUHK) O 

7 


hwir Jt I , h 


■- . (, 



Piilttrr M ft- r » y l ft** 


Pirtwf ii = T: ft 



K ■ ft 


Eu ^ereraU In* eocficicniBs pare* ««■" <Jju5m 

3 * 7 - |1 .f 4 u 51 1 


= 


tlni 1 


iVi 


y las L-oetiucnlcs uti|ures esidn (IuiIla jut 

1 ' 5 ■ ft. 


[4 FI - 3 } 


i' 2 (i - 1 


{2n + 111 


o 


L.j wlik'iiin cs 

v = ^ + rt.i + i;.f ’ + + ft r< + J “ ■ 


/. i , A_AA t -- - w -..11 y--■■■') 

l 1 " jP 4! * ft! ‘ »! I 

/ I , 1*3 , J -5• 9 1 -5-9- 13 , ...\ 

+ r V + IF' + IT' ~~“* 9! 1 / 


ii hien, 

si 


/, 1 . y 3-7.!4» - SI 

y - c,[ I - 37 * * 2 ^ ' ) 

+ C, V'\?,-aTTni ' J 




liflmi £,n ul ejcmplo s,e luvo que suponer que In etiuKifin difierentiiil Knifl una 
Milucion tin ^ric Pern iihcira sc pn4rt;i verificar dv tiuuln Jit«W que Id lutKHlft J** 1 
por Ij Kmiiiit S i 1 ' <rn nciitidtui UfW Miiik'itin. 


H 0 TI 3 A difcrcncin de lu siiiiKidn del cjcmpln I. Ul ttric dc plhcih'i^ ^ sur t l 


en 


Ui soludon Lie I ejcmpln 2, no define 1 1 me tones. eUimuiiiiilev L;ts Funeionc* 


I . v 3*7 . 


(4n - $} 

- ,i 


v I ‘ 5 * 9.Hn - 31 h+l 

*"“'+1-m - r 
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eAFtruto * t mji 



n«n lum’ltiPW' pcrfbiliirpbotitf tMt(Ut,pttiMKiK [HWtkn rtprr>.,il rr* Irmuni <X Iuikhh*C' 
|glllili.t|L L \ St |NKdc IIMr {'lit MpRMOIK<i e n Vltn df |Ki<(IIu ji |M< ■ y . 

' ' ^Mnsimndoii ilc la-. luncimtc* c inu|i£vi^nUkwlu lin In liyurn 1 ^ mucMdPalKurui' 

d*’ Ins prtincrns >uau iwiHik'* / / / H . i|M>tini»tni(>£ iX Tuylof> p.iM t .i < i y ti'® 

uilivt'fjitii ii v. IX’ cnIii iii.iin-i-i m- fnik ili' iIiIhji jr Vi y i en Iji .' 

wr* ¥ Si sv pidiiifsi reualvrr H pmbl+ri.. vuloa^ iimmli- 


im** 1 


jjf - 2.1 y* + y ™ 0 


yim = a yim t 



M 0 UM 2 


dhrf rvuri«.i del icuremj II Ml.5 i\\k 

cti- > 10 | « 0 e, — y "ten - I 

Hvhi \iiiipliliearia Iffictfh-Ljlt* del ejempWi 2 . |Xhl>Ui que indnt 1«% l unfit ienli-% [xjil-x M.-rijn ** 
Lii MfUiL ion ;il problem* dc vEibrc* iiiicmk'-, cs 


vt.lt 1 - + ^ 


i * s ■ y 


14/1 3 ) 


, >-« 


n-k 


it* + II! 






174 6 J EBCIOOS. _ 

V-ll | v . Je ptfesciai re*u< w 1 -i xuxltin ififcmad- 

1, »' - y r - 0 2. y 4 - xy 

[| f m ,, J v 4- tv - Jb 1 ' + 2y - 0 

5 . / +■ iy r + y - 0 6 - / ^ y 

?. ii n.v" + / - o 

ll f" - n 

9 . ^ - iv - y - o, ii.oi - i. ym o 

y( 0 > - 1 , y J cm -0 


IL y* + iV + ay -f o. liiw - o. yXW - i 


12, I ,i h^lLk mhii del problems de valun^ mu ihIpv 

.V a y" + xy 1 + JT_V ™ 0 > 0 ) 1 /P -0 

w llmlkii fuHcinn lL j I-5 c s-l-L dc uhJeil 11. 

i,i l JifMaelv.i el piobLciika de viklnie* initiiilcx pi+r^i hjllar mi 
tkumallo en >erie dc [mlenci.L 1 . para hi luncidn Je 
Mis Cjr.Llkjue palinmnUn dc T*>ls»r hiwlj, i^kie Megue a 

lik t|ue mt parece una Kicn ;i apfittintocitin j la ftinmen dc 
Bcwd cn el imervjlo I 5.3] 



I 



REPASO 

MVIHON Ot CONOtPIOt 

I, > l ,rih„! hi imma ^cneul de mu ddertlicia.1 h^Ski- 

iieflca ik* iscgundo orden ttm tiffllcifnlf^ eniksiaiilcs 
<bi I la ettLaAnen aeiiliaf 

k I , fiVnfe. UM Ijw pKf. de U HauiKi^n amiliaf parj rcwlw 
b cciiiiiifSfi dicecenci.il 1 E^c#;i b de Iff wplcwi^n 

para t jJj unn tk kntx ife* (|iK peeiice 'Vumr 

?. -as,C imI el problcmade vakiwtnkuibi FJaunawock* 

dilereraciiil de ^unde fiFden p 
1 H j ,.c!taiai cs Lin problem n dc mliuef cn la tidtUera p.-Lni ud 
CHHL'jAn? 

i m i I Hfil»n |,i inrnut ^enenil i k unsj ciu.K iiMi dilereneinl 
I hi l' nl bnnif ^nca dc xc^undt? nrdpo < i *w cueficiences 
onniiintSk 


MH , C iuiI c^ Ij ecutkcidn cuinp]emei3i4iT i i4V, 1 m« ayurta a 

I;! ecuiiCh'm JilcreJlful i i!: , iii.il 

(t> bAplUpie torno fM-riciuiia el milodp tfe mftckniM 

iruktawoudDs 

idl l^iplik|»ie cqqhi fkacbfti el n^l'4 1 de de 

patiiTKttin- 

4 , DeufitH (to aplicicic«oe^ de I* 1 ' wiMca+we* dileremriifcA 

' ile segundo orden 

5 , , .OSnhi «!HI Ins >cricn du p(«tnLin' rr ' J ' ,|wf ,,na nSVM^Cirtn 1 

JjlCRIKIll’/ 








































I in 


III) CAfllUtO If (CWClOW <lE »"-'' NN 


pmgiwtu m Yimouo find 

ft’fpffiime ii ill ' 'kHIt litifci 65 N'l'-'-l SteiVWlUMjfrtQ. !>" I|h 

SriESiato w* ptf qiK. e * H !•*"!*»*»deuirw**' 1,1 *" klW “ 

|, Si ik, > , «« wfcrtuitt* «V i‘ * i -ft, f*x hn.tirti* i« * * t ’ H 
timhien unit ^ilih’ktn «le la « u<i» ll ' n 

l Sj.nj v. MiluciiinfMlu v' i t" *■ s .v i,fn isle * 11 
f ,v. + i \ ■ cs inmhien mill MilMdt'fl dc la t* HaeitlBi 


y I ji M i(iicidiijHlfflil d* f V"d»e puak cftcnbir 

y » I , uhIi ( + f; MTClh I 

4. La {vmiL'.tn \ r - y - r J Irene imu ^ pit*. n’ct £MrfKuL« 4; u r f _ 

1 aifif 

y P Ae* 


E/micios 

(-10 KtMidv.i la ocuouion lUrenfntlal 

K / V iSv - 0 

l / + Jt + I Jy ■ ft 

3. / + 3,v (I 

4 , 4 >* + 4 v‘ + v = 0 

r d~\ J\ *, 

s. 77 - 4 7 - + “f 

flF rfF 

*.^L + &_ W 

f/l 

, d\ „ 

f. “TT 2 “■— + i = xcmi 

III’ dl 




^I2J3 2.V 


rf’l r Jy 

* S * - 6 t = ( + e ' 

4t~ 4\ 


id. 


d : v 


fix 


t + v 1 cm; X, it < .t t t/Z 


1I-H lievwkj cl pn-bU-cn.i ik ulufri micialeh 

I I. f + fty’ “ 0. >1 1} = 3 + /i )) - 12 
13. v r - fi/ + 25v ft. y(l1) 2, /(O) ( 

13 . y - v + 4 > - a, ><Di - 0 , yra) = 1 

rc V f J - At * f \ >101 1. y'joj = 2 


15. Use scries de pofcncia* para nudvercl pmbk-iiui tic vulwts 
mkiric* 

/ + jy + + Jf » 0 - ft y(OJ - ( 


It. Use SL’ 111 -^ I Is potenciM* pur 4 pesulver la ecuuikm 

f - xy - 2 v - O 

17* Un dmlila cn sene cnnlwnt un itniiur e^n ft = 4/j fj .... 
indium* eon L = 1 II. un capacitor cun t fj ijcj£5 j. .. , dl d 
hsilerln tie 12 V. La cilice Inidal cs Q iH(l f \ b iumrnir 
initial 11 l>eleriiMns la en el licmpu r 

IB. Lfn rcvirtfl son niasa dc 2 lij! (kne ciMSiamc tk aistinisEu* 
nuc-niu I ft. y Lruj fucru ile 12.1t N niannenc jl mun^ 
esiiradu (12 m alia de mj hmgitml tuitital Bncwnin l 
posleii>n de la maSa en el nemp^ / si cmpic/a un I 4 
<Le equilibrist son un& vclodilaJ dc 2,4 rn/s 

I d r SnpniiiM ijue la Tierra es mm e si era sdlida ds densidaJ un.- 
formu am inasa W y radio H J rrulljv Pjn una pink t . 
dc rliavi m dentrn Je la Hurra J iin.t JlMancu r iMf el EdBOdt 
la Tierra, :la ltier/a greviteucitinal que atrae a la padieula hmjj 
ci ccnlm e\ 

t , _ ■ GM r m 
r r 

r" 

diHule (1 fi beonsianie j;r:miacional y .47 es (a masade la 
Ticnn denim dc la eslern de nidio r. 

Ial MiKSlfC uue F r - —y 
m 

Hupttipj igue sc i.il.tJra un o rifts it t a ir^eb Je La Tcm 
1 lo larjio Jc un diametrn, Muttife i^ur m sc deja ecr 
tle^Je el reposo una pankula dc may m, en (a supsriicic. 
hacia cl agujero. enlivneet la distant:in i yl(I ile Ij 
piirlfciiln desdt el cculm dc lu 'Vieri:L en cl 1 tempo t l^i.i 
dada pttr 

- -A^vCit 

tktihk i. ! — Ghf/ft 1 p/tf. 

Is J t oils'kiyn did ins iso (In ifih! la p;irlli' Ilia e\psn menl4 nnw 1 
mienlo anntinjco simple rncLtenlre el pi^nrhlo V. 

Id I i.Ltin i|ue vclocitlad la pan leu In |uy pot el ecptiudc la 

Tkm? 
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SfCCIOM 11 I 


PRUEBAS DC FfiOREMAS 

I n cste opdcvdk* «P««* JBKta. dc who. «.ncn« «n ,| CUBfl> 

pfim'ipat del k'.l» I.w «eei«<K' t» mu* ™“»™ 

pawdnnvMinr el icmnn. HAS.prinKm«<**■“»<» *)*««“« 


TEOREMA 

1. Si ima «rie *le pottncias E m" converge cuando ■ * fd-Hkle fr ^ IJ| cm,**_ 0 

cunvcrptf 'iftlijwc i|uc |ji ] < |- 

2. Si unit sene tie podmcios ^ r* i * divert cuando r d idonde d * It . .. 

diverge sieinpie que Ui |A|. 


fWIIB* OE i Suponga ijuic ^ r.fr converge. Emoncev p»n el lesircma 11,2 ,1, Ura 

C*h m — 0. Seglin la (felintcirin 11,1,2 coo ^ = I, hay tin cnlero pilun % U que 
|r ,/p n j< I stem pit* que n 2= jV. Ententes. para u ^ A r 




Si , * •- h . era. • • • ! - *' e* un« scrie pc.Ktrh'acnmcipciKc K»r E t , 

Ituilii. Fwpr la pruehu \te comparuckin* la serte s |r„ \ | ev convergeiHo, Efilonces la 
scric - r-„ i" ei nlvailLiijuncnie cnnv-crj^enti: v por In tatiiip converge tile. 

BlVEIi fit I Supongn quo ^ rj' Si ,r es tuakpiur mimero lal que i ■ J . 

enioiKrc X c w x ' rut (Hide cotwcrgir pulque, por la pane L la cofivergeiH ta de Li.r 
implicana la conveigencia ite I c„d'. Ufi consecuencii i t\x“ diverge siempre que 

M>]d|. □ 


TEOREMA Para um serie dc potenrias E c m x~ hay stilo m.-v pmibilidado: 
i. Laserk converge solo Luamiii ,i II. 

1. b seric converge [mm n4t i. 

Si Ka\ liii (liiiman jhisjiivn ft ■ a I que la seric converge >i j.r]< ft y divcrjie si 


F*lfi M SupnnjM que nnipnii de tm casus I y 2 cs vndnilern, Bntoiucs hnv nflmere*^ 

■ 1 i dLTenn \ lIl t laics que 1 r . i converge para t h v divorce para 1 d. Pof l 11 

e conjutiiu S' “ |.i |1 c.y um verge \ no es vatfu, Pt)f cl leoremii nia’etbtc. I® 
^rfe diverge *ijjr| > | ,/|. ^ modu qtic |jr | = \d\ 


I HI l unite superior para el tonjunto 5. l-nt.incffi. 


teorema precfiknte, 
pura Hilda v G .V. Bslo Like que d 
por el iomiiui Je pk^niiud ivense la 


US” 11 •' 1,4 s ' knc J * nwrKK un hraite superior R, Si j. t | > Jt, c monccs i « 5iib 
eninme^xislc 1 ?T‘i' S! ' 1 * 1 * TO & un superior pam Jy 

piwHfemc, v t nt " t onvt4T b > " 1 CUm ° * ^ S ' 1 v * hn CWIVC ^ C * l**' 1 ,eilPf,n " 
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APEHDICE F DE t|QI(Ml AJ 


J TEOIIMA him wm wt* ik |Hif. iki.is ( i . ut | w> ff V% ^^iKih.Uk- 

l- I a "trie Converge %A1n cumkln > u 
1. la none converge jwi IlhI.i i 

1. liny mi imniL'in pn*iMv» H lal i|ik la writ' converge sj | < ff | R ■, diverge m 
|i if | > ft. 


PMItM Si hiitc cl iMiiiliiti Jt variable it ■ 1 a, eninnccs la sent? tic [xiicnuji 
cmivierk' ert I'-ff" y puedc npkc.ir vl lettfcnu prcixdenie a evta sc nr I n e) va*f> 3 
hfiv eunveigcnria para |«|- If y divergent in pant |«; k BftUnuxi hay o»m erpta- 
I la pal a 1 ii | < H \ diveryi-iKia paia ,i ,t > k 


TEOftEHA D£ CLAifiAUT Supunga que / ecta tie Hindu en tin disco It que miinenc 

cl fumit> i a. ft). Si la* fimcitmcs ft, y ft, sun continuas en l>, ambit entnneo 
b) = f„ui. in. 

fMItfc* Puri valorem pequefim de *. h ' J), considerc la diFeiencia 

If*) - If (a + ft, h + In fut + ft. ft|| - j/br. ft * hi - fU i. fti| 

Nultr que si hate gix) ~ fix. A + ft i f( i, ft I, entooce* 

i(ft) = tfia + ft) - giai 

Pt>r l'I Lenreniu de valor medio, hay tin niimero r enire aya+h Uil qne 

fftif + ft) - i)l<0 " g'U )ft ft[/,(c. ft + ft) - /.It, ft)| 

Aplivundo de title vo el tcorema tie valor medio, ola vez a ft. otitic nc un numcro d en- 
Irc ft y ft + ft lal que 

/.(i’, ft f ft I - f,( r, hi -f„tc. tlih 

Cun la combination dc ctfus camdnncv obticiie 

Min ■ irf n (c. d) 

Si ft -1 ft entimees (c, d) ■<«,*). de iihkIh que laconiiiiuttkid de I ell in. ft) da 

lim ^ ' • lim *) 

b —« If '« A - |J 

Del niisiim modo. escribicmln 

iiftj - [f la + ft. ft + ft) fut. ft + ft)| - l/le + *. ft) <«. ft>l 
y nsiimJn cl letirenni de valor medio dot veces y la culttinuidLid deft, ch (if. ft), ubiicne 

,, Atftl 

Inn = jMff, o) 
i ft' 

Se tiedme qne ft In. ft) = /..Iff. h\. 
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APENDlCi f DI TfOBEMAi 


SECCFOM 14 4 


m WMM Sltaitoiv*..!- ptuciulo/. r. . 

nlm . .. M. « to. H _ 


PHIIEB4 Sea 


ii - fut * At- * + Z^ 1, ^ 


Segun 114.4.7). para dSnKMdVqiic/M *"““ bk ' «" '"■ *> , '' !ra! 1“ de ™ wa » q« (Wole 
6 \cfibir il; l'ti I».l tonTlPi 


AI /.(«. Wi* 4 /,<*♦&>*? + 



tlondc Si y i:] r ( > euaniliT (At. Ay] ■ fti, HJ, 

De Li KjiUfa 1, puede escnbir 

I A: \fm 4 it, ft + Ay) - /(</. ft + VH + |/<«. ^ + A yl fia. b}\ 

Observe i|ue lit tone ion de una sola variable 

fftji ™ fix, b +■ Ay) 

estd defimda en cl inicrvaJo [a, 0 + At 3 y tf'tt) =/)(■*. *> + Ay) Si uplica cl liwnu de 

tutor medio a obtienc 


i/la + AO gin) = g‘Un Av 


dtmde u cs alyiiri numcracfltTt« y a + An En lerminos dcf. esia ccuacirin sc ccmwflr en 

fia + Ale b + iv) “ fin- b + Ay) - f.(u t b 4 AvI At 

Hsu i da una aprciion parii In primem putie del ludo ilercchn Jc la atiiifitm I Puo U «- 
jMjnda parte Afvi - fin, 11 Enfoncct h n uni fuiKion de una sob van ah If dcfifiiAi en 
cl intarvalD |ft„ ft + Ay] y ft'(y) = f,ia. vJ. Una se^unda a plication del temcma de 
medio da, enlitiKCS 


ftlft + Ay) to hi = km Av 

dondc V cs iilyun mimcm emUe h y b ■+ Av. En icmniim i(c/ cslo ;se wfiviefte en 


fio, b 4 Ay| fia. ft) - /,{(!. tfj Ay 
Ahora tu^iitiyji tsias expre^ionus en In ccuaciort I y ubiicnc 
“/.(if. ft + Ay) At + fja. it) it- 

= /-in. hi it + [f 'iu ft + Ay) Mrt, /ill Ajt ^ M Ay 
+ l/,<o, u) /,(«, ft)] Ay 
/■ dcr. ft) Ai * f r {u, #i| Ay + b, A* + *■» Ay 





























APEM&IC E H f- JO'* AI 


™w *i - /.<u, ft + Al>J - JAM. *1 

*J - f,ia. v) faj 

Comolu, h + Jw ■ tu. bt Y Ut. (rj -- <«. ft) cujmij < A, t i.| - - (0. IIJI y k*ik. /. */ »*t 

amtiauw cji ur, fc>. i , * n y , • n L-uaiuJo (A. . i v j - <0. Op 

ISh In tiirin, 1 c> . Uenvabte cn fa, fa 


H 


NUMEROS COMPLEjOS 


lull 

. -4 + h 

*i 

# 2 + 3i 


Re 

-f 


-3 - 3i * 

* J-2i 


KOI)** I 

Sumc^ 1 * complex L tiitio punlo* 
eii rl pU» Argand 


Un mimero eoinpk-jo puede %cr rd^oiiiuiJu por tine cipresitin de la turnii* -/ ht l. m\ 
de fj y h son ntimems reale* c f e* un simbolo etm ia propiedad de que r I El ijuiiii; 
ro compEejo a + £w tumb^n pnedc *er represeirndti por cl par onkrudo |u P hi > ira/jd-• 
cn un piano tllnmado piano ArgandJ oomo sc vc cn la riaaia I A si. d mi mem v .impkh- 
i*0 + I - i c*li icknlitkiido con cl punlo (0> IJ. 

La parte real del mirtKtd compkju a r for e> d numero real u y h paric ijiiuaineru 
e* cJ Rumem real b LnloiKO L puftc real sic 4 - ji e* 4 y b parte imapium** 3 l>- 
Huineii-s cufnplcjus n * bi J 1 i * dt visn i^Udk-H si a = C Y b - d: C*lu t*, 4 U s parted re_i- 
les son igualcv \ mj* partes itiiaginaniii son iguaks. En d piano Ar^and d eje hmi/ontal 
m: dennmin.t eje real \ el eje scmcal ch cl eje mi^mano. 

Lj surnj y tfifererwia dc Uus mjincmn compleids cslin ddinidas al suiiuii u scsiai ny^ 
partes reales y sus piifics inttiginttriLi^; 


tf( + ht J + fr + Jrj = [a + r) + {^; + till 
Id + W1 ' (c + iti} ** — c } + Ei? - f/Jr 

For cjcmplop 

(I - 11 + 14 + 7fI - II + 4| + (-1 + 7)i - 5 + (m 

£] producto ik numeros compkjov ^ ddiEte de ntodo que ^ cutnplan tcyev u^uk-^ 

conmuEairva y distributive 


ta - bi H<' + di I " ta{r + d/ l + IbiKr + 

= t« + Oi/i + hei + bt/r 


Como r = I. cslo sc convicnc cn 

(o + br'Hc + f/O - lt^' _ bii) + (f^rf 4 


EJEM-PLO I 

1-1 + 3 /H 2 5 fl- 1 - 1)12 " 51 ) + 342 - 5 i) 

- ^2 + 5i + ar “ i5|-n - U+ 111 

La division d< rmiTbCfov cornplcjos cs muy semejaate a iKkwalizv eJ dctKimin-nioi %k 
una cxpfCiivn r^mrut Fare cJ ntimcfO complcjo i = a 4 be, xc define ’•■u ruitrpkjo con- 
jugadu coisu? r ■ n in Pjre bailer d cocicnte dc dm nilmefos compkjo^ rnylliphque 
cl nymcraikir y cl dcrunniiuukir pt* d conjugAdo oomplejo del denofninedof 


* 
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At Mil APtNDICf H NUMtUK CQMPLI|OS 


1 1 

1 

i 

1 

i - = 4i +■ hi 

t 

o 

-p ■ 



4 

i ; = jj — in 


figum i 


Int j 

1 


hr . 

v ^' 

r +fct 


V/ 

1 

1 A 

1 

J 

0] 

H ^ 


EIGUftA 3 


I + V 


cn ^ ItriHM » 1 


hi 



(Ji(WFlt) 1 fttpftnti <■'* MW 2 +^i 

m&m* * ***** r d rV' ** 

2 tf.yi. ... ' 

- 1 + 4f 


-l ■+ M t ~ 5/ 13 + 11/ _ il + J_L t 

- 2' + y 29 29 


1 + 2 + Sf « ^ 


I , inii'rpri'iai'.pc.. JeJ cm.j» g! Kto«*»pfcj" * “ lj * •'« U 

Id | cv ,„„ .j,. : cn clcje i«l A o». . apuecc tin* Iimj *■ <Jc la. jx-vici. 

*» j,., d „ Jlt E!»| 0 c>.nplc)». Us prutbas * » 8 «to * >“ < khn * , *> > * ' e 4>^" <a d 

ejcieiuo l£. 


PHOPIEDADES DE CCIHjUGftOOS 

- 4 (f ; + ft" 1 


ZW = ~ 10 


tl modulo, u valur nbsolnlo. | de un rtfomero eumplejo ; a + bi ts so disLuku 
dtivdc d mi^n. IX - Ij lijjuni 3 cs cluoquc si : + bi. cntonces 



Noic rjoe 


1= = \a + hi)[u - bi) — tr + abi ~ a hi ~ h ! i : u : +■ b' 


y |>m lu istrilo 



tsiu esphea poc quii d pcwodmiienlo de division del ejernpln 2 lunriom oi ceneraJ 

r :» zk 


K' li’ii' 




Cfifim r = -I, puedc cttnsukiiir i cornu una rai/ cuiiduulii tit I. Pern obsentf 
tamhieii liyne |-/) J - j ,J ] y pttr | t > tunic -i es L&mhtfii mi a raiz cuudrada de 1 
linloiues t es la mix ciiudraulii principal dc -1 y se escribe v' I i tn general %j i o 
un mimem posiiivn. cseriha 


/—f = v? f 


^ 11,1 c ^ a otHisciKidn* lu derivoeitin y hiritiiilii usujIcs j^ira lav mivcs de tj l,u 

disKiea^ + 6.t + <; = 0 son vilkks iftclmocnuiki /r 4^ - () 


-6 ± s ib - - 4m 


2« 


CJEMPi.0 3 Enuuemre Ins udces dt J;i oeuaetrin .r + x + J 0 
JOluXiOn IJsl 1 la frirnmlu eumlriitiea v 


- 1 iVl ! - 4 ’ I -| ± ^/-3 




' 
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APlNmCE M NUHflpril AT 


i lhn.-( \ 4 * tjuv Uv %4*1 lll Fmw, tk l» i-urnmit lie! 1 mhi L-.ri|ijp' r jJt n - *nttpk‘p*s «r 

Hi ’m l"4i ^ciilTijI, la* Milih.hHieA iIl- Lii-dqulef c!iu^Lifki v<u*±™i>l j <t* ^ < „ -Hi .un 

^®* B * t* y 4 stm uHijM|jdm c«Htipkfi»fc 4 Si >fi ml,} » ;. ifc iw> 

l,|lk (fUC STS MJ pilipHI K L h| || 11 {_•. 10 k L I- I 

Mu vUtO i|iii 'm duja iniiiurrii* vuitipk|ij^ M lolUdMIti tnUiiktc* ludit ecuati^fl 

t H.ItiImIIlhI IlflH." Illli' ‘wfillh'liin 1 UN'I H til HUiv I'rrfk 1.1 1 L r fc Vk ldiIJ.kl m 4IL1 1 'ul.Lrti Nib. H'm lUII p j 

lutnuiLMS 


■!' ri ,, ||" 1 ft " '* + cJ i .1 + ij, [> 

ik IsrmHi ul tncHMMjim licne Unu viluLmn tnue km numeric '.wnpkjtr- J ml- -IjI'- * 
cf nuiHk tcurctlui iundjiiteiii.il ik iUptbra * fue |uh tl 4 u^ 



fl&Wti * 


FORMA POLAR 

Sain™ qtiu Lu^mer numeric irmhpkiu n + /ji pnudL: m:i limiiJci^Jip iMim mi sums'- 
1 rJ. M v i|uc cualquicra de usl4i> |mmiLi^ piu?di* scr repruMzruiiiki pm iiHiriSeiiad^^ pular^ 

1 r. m l;lhi r - i). lX m heduL 


u — r cos 0 ft ** r $e n fl 

cnnlu Cl! b tl^ucLfc 4. Pac b I ill£»i 

- = n + hi - + It *cn tfl* 


EiiUwkcs escribe cualfi|iiicr miniem covnplcjp r cn b formu 


rtcusfl + i *en 


donde r - [; | - Jo * 1 + fr 1 y lar * * - 

Ml jfipuk> t) «r llama argu intfito dc ; y «tscrihe # “ sirpizi ^iHe qut aigi. i «d™" 
vo . vujle^oic# <ios arcumt-itfiK ik : dififlMi p«* un mulupli> «iicm telir. 

EjEMPLO 4 £<ii'ribii lo* siguiciHf' niifliero* tr fcima polar. 

<u> - - I + i (b| * - a/3 - f 


, , |t Tien( . r = | a ] - v tT p ^ v'2 y urn 0 - 1, dc modu quv punk i‘imur 
li ?r/4 Par k> luiio % lu fonuy pulsir cc 
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Al 


AftNOlCE H PJUMtftOS COUPLER 

uruniHp»iuf <k trim*™* 

-■ niantfi i i 

doi udmeiw cotnpWo*^™ en i ‘ nUlM ‘ c 


. . } | L .;m <)» uka dc la mullipUcacid* y divutfi 

_-j = J'j'fCU* M * t SCII (f;| 



FIGUtA 6 



FIGURA 7 


- w(c» H * I «» *i H«» « + • "■■ 1 

_ ,,„[<«>*«,«»«,- - *«>»■ ««*»> + «*“•■ «“* " *•••*! 

Pur lo initio, uwido 1» Mrniula. Jc I* ■*** part «•««» » '«>■• '"="<= 

|'l j j,;, ^ * Wilitfi 1 Wjl] 

Esl!I liirmula dice quc pan awlitplieerdos lUbntns ample)™ <« . 

jumr few arsrcnifrtitfJ. fViasc Figura 6J 

Up areumeula similar qur uvi l» formulas dc susiraec.dn pan co^ih) y scrK, fMucvtr a ^ 
pBrt tfwfrAw ntimrmi ixmtpityfsdfridii hs modulo*?res* bs otxumenu,*. 


— a — [cmjtfi “ ft) + J "■ ft I] -J * 0 

2: rj 


Er particular, loimmdu - 1 y & = ; iy por Id tanto ft = 0 y ft - 6), licnc lo sigukoic. 
que se ilustra en lit tigurfi 7. 


Si r = rfees tf + r sen #), ententes — — — (cos H - i sen 9). 

z r 


EjEHPLO 5 Eneuentre cl produeto de los numcnos eompiejus I + i y V*3 — * efl linma 
polar- 

HJlUMh Del ejemptu 4 itenc 




bmonccs, pur III ccuucjdti I, 


M + < ](v5 - i) 




FIGURE | 


Esio se ilusira cn U ri^Um 8. 



















































http://hbreria-universitaria.blogspot.com 

APE NOICE H NUMEA'^ < l i■ , . Af 


I I LIM) TC|fL + lldc« Lit’ ki 4 4 l| 1 1 14 III \ llllhL ’.ll.i to 


ilimn ilr un numcm luiii 


plcjo. Sj 


Mtm if «■ r vjii M) 


iNN-UHlC^ 


1 


i r km M t i stii l|/| 


1 


f '(«* j0 + ( -VL'U 10) 



7 TEOREMA BE BE MOtVftE SI - ,■ lens » + i m y ti „ uh 


r (cus + i s^ii if) y fi ^ LM | L-aiEL-i,] r *, n mr 


emmiccs 

-* [rtensfr + / bcci0)] H - r*|cos t*8 + i sen «lij 


Emo dice qiic pmj tometr Ai n pvtmei# de un numea* emapteju u*m? to n m dri 

mthiuU* y multtphiju? *■ / afguinrafi? pttr n, 

EJEMPL0 6 EkucdIk (l + ji) 10 . 

fOLVCIOH Como 1 + If = 111 f i L sc deduce del ejemplu 4la.| que \ 4 ' Micnc h forma 


polar 



Enlonees, ptiret leoremnilc IX- Muivn*+ 



) 


10-JT 

4 



O 


El teor^mii de Dc Muivrc tambidn ve pwede usar part tkallaf hit n rakes dc vuinicms 
compfcjtxv Una w nuz del numcm complcjo . cs un numcm cmupkjo w kd mlk* 


Escribiendo evens tit is mimeros cm tbmia (rigiMimithricu coim* 

M.I 1 * .vlu>s i sen t/>) y 2-™ rfcoji + / sen fO 

\ usandn d tenremu de t>c Moivrc, uhlicnc 

*”(CftK if<A + /H'n n<fA = r(cos if + i sen #1 
La iguaJdad de esms dus mnncroK ifufliptejiK tkmucsirj que 


U s = r 


o hien 


CiiWfJp Ci is 0 


sciiW 
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APENOlCE H MUM EROS ( OMl'U l» r 

u-i to****** >*n.. y 

„ ( (i - » t Ikn ° 


iiiiiiihi peii'iJw 2« «cltilut* 14W 

a ■ 2k t t 


<U 


a 


HHi'lKO 


t *)] 


Como esiu cxpre^on 
Mjiiutcnie 


uMn Ja tin vulitr dilereiue Uc w paf»* -0, I. 2 \ licne fe 


1 MitiS PE UK HUHEDO COHPLEJO Sea I = *00* *+.«.»» ? *• « u» «* 

n . pMiwa B*«~ J liene U- » «**> «**«“ <hS °*“ 

w + 2kw \ 

1 -I .!!_ - I -+■ i sen,l 

«k 


f / H + 2kit \ ( ~ - Asr \ 

' , '{ COS ( n / '*”1 



domic A = I, 2+. . - r /i ' I* 


Observe que cadd una tie las ii^sima* rakes tie ; titne modulo | w* | - r'‘\ Etmmcr* 
, (ldus | as „^simas rakes de z estan en cl cfrculo de radio r"dd piano wmpkju. Tam- 
t>icit■ cmiio cl arpimentn dc tadu u-csinia niiz succdvn es mayor que cl ai^umeiilo dc It 
lat/t previa cti sc ve que las fi-esitnas raices tie s. esiiin i^iiiiliii>-iitc cspaiiada. 1 ' ^r 

estc circuits 

EjEMPLO 7 Eneuentre las scis raices sextas dc z— K y pratique esias rakes cn d piano 
cumplcjo. 

UHJUCI^H En lornm irigonomdirica.: - H(ct>s it + i sen tt>. Apticando la ecuacidn 3 con 
n « ft. nhiienc 




,!■*,/ 7T + 2k7T IT + 2kir\ 

R , * , l cos ---+ i sen----I 


Ohlicne las scis r a ices sextas de -8 al tomar k = (K l t 2* 3, 4, 5 en eslii formula: 

^1 * s 1 n ( tm 7 + /seB "^) = ^2 (^T + 4 1 ) 

J t ji 

»i 


™ ® l *fcos + i sen 1 = i/li 


At ,J ^77 . 5l7 

tu : = K *1 cu* — + j< 


ft -- 6 




»* 


K-'jcos ^ + i sen - -y/i i 
(' ’ 


U't « N 1 ' { oos -™— + p' sen -—- 
ft 6 




h ult.s t -.to^ pa mo s sc emcucittroo cn el cfrculo de radio v 2 enmo sc mueslru cn ,J> 
n^ursi I). 
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A^NDICC H UuHtUrji CQfVlfjffli * I I 

IXI'QMENOAlES COM PL t JOS 

SSJute.ri't rT" . ■'***■***-*♦ 

. . . . . • 


A 


' rcsMlui ifui; csia iunt imi 
cnm exponential real, I n 


capotieiiciid tuiiipkjii tiene Jus inmiu' fTfijpicdadet que 
pjitii LiLir. c* vtnbdefo que 


b lun 


* 


r ' - 


^ f 


Si cti Ij ecuuvtun 4 pone z h\ diindc y es un nui™ maJ, y «%e cl hecho ik <ju* 


oNienc 



“ cos v f r sen y 



Al|lii sc ha empteado b aerie tic Tuylur pum cos y y sen v (ecuuriones 1 1.1046 y 11.10,15} 
I-I resulbldo CS mi;i fanlofcjji lorn m hi Ibmudn furmuJu de Killer? 


■ ■ 2 - .1 ■ uuv.i\ <j' i^vliado *!l H|*"npla Bid | 

WW 


r* + 1 * 0 

fnittuactifi ^UcKonj icsonco rpunwra mjj 
ut las o, I „ i v if 


A r" ■ cos y + i sen y 

Comhinando la lorrauki dc Euler con Id eoiactoo 5, otHienc 

00 ***** - tfV* - c E (cos y + I sen yl 

ej E MPlo s Evalite: (a) c' n (b) 

lOLUfldN 

fa I {>e la pguacidn dc Euler (61 tiene 

t i9 =■ 77 + j sen s = -1 + H0| ™ > 

Lhi lisando b couaclon 7 ubtienc 

e 1 1=3 r" * | cos ■“ + i sen — J ™ “ [0 + f(l )| ir — 

(\, r ultimo,. observe que la catocidn dc E-Iuler dn un nichub nuh bdl dc demostrar el 
tcitrefiia dc De Mnivrc; 


[r{m oiff + / 01]" T s rV 


+■ i sen 40) 
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AU Art Mulct H MUHIBOS COUkLEjOS 


H EJERCICIQS 


1-14 Kviilur b ripfCSHMi, > 

nenba SU frs|tucM» *n b lu*WU 

ii 4 hi 



t. - fct> + CJ + -j' 

l 

(4 U) - 1 1 

1 C 2 * IN -1 

4. 

(1 21HK 341 

i n rs 

4 

5tr^i 

1 -r 4* 

&. 

i + n 

J - 3Ta 

i -* di 

. i 

It 

3 

* 1 + i 

4 - 3i 

11. i 1 

11 


11 ^ 2S 

14, 

sf^sFn 


IS—If Encoeiutc ei tiMi]u(ta(lD?«mpkj(i y el iw«lulo del nu 
(wro. 

IS. 12 - S# 1*. -1 + ijii 17’ -*• 


,j_ M d !«■«*“ "*>—<* •>*—*. U 

Miliar 

ii ii i *r 

» (W 1 > 

j^Q l-LACHcnlrr la* «fc=* inditwiiiij. In** I i r.k.. pw 

Ciwnplcjn 

W, Lnb r«tecM^iis tfe I 

J9h Ihs rates ciIHLuels du i 


II. bit iak<’- (yutrru & 52 
10- la- IMltc’- Uibw j 4c t ’ i, 


14 fl -/id 

I*. II if 


||-44 l-.vtnhacl nuilWfucn la lofniii u + In 
^ 4L <* ' L,< r 

«.*- ***** 


It. Denujc-lic Ls M^uenlcs pldflieiUe (if niiflKfUK tudipIfjU' 

Wrri-l+5 |b|JS=ra 

iu f* dcintk. - n ir> un enttin) posniro. 

tVritu - u + k if — t + *li-| 

14-24 bncitemrc lodas las sduciuites dc bcciuKi&i. 

19, 4.r + ** - (I 20. t 4 “ 1 

31. J l + 3 ji + 5 — 0 la. 2ir - 2* + l - fl 

21 f 1 + i + 2 - II 14. r ? + Ir + i “ tl 


15-24 Uiitb cl DutriCtD tn (nmia pohir ran ujumcftln clllfc 

0y2i 

11 -3 + 31 14, I - 

u. j + 4i n, 


4L Use cl icitrema Jc Dc Mnivn; cun « 1 P■*» rtpnM ur. 34 > 

«Ci lit en Wfmim» dc Ci» H y & 

4a. Um- ta formula, de Euler para tkrooMrar bs l»inmilas \ifmeame 
para CM* ijf sen .t: 

«■* + *' M e“ - * " 

C(teJ( = ---- MtllJ — 

49, Si u(.i) fl V) + igi Jr) cs, ufiii funcfon dc valor c.. tie uni 

satiahlc real 4 y las panes rcjlcs e im^iniftto fix J y <#U) ** 
luiKinncii dcrivabb dc X. MflWtOtt la dclituda iku« JclUK 
enmu u |4> /Ul + ig'tJ}, USe csln )Ulilu COD b 0.u*-T*« ‘ 
para dfUMsUdJ i|LtC SI fl,i| = * f \HWllfltTS ft cm)**’ 

t u + In cs un numcni Lumpkjti 

Ml. Ul Si II c\ una fuAfiui dc Valor cnnipkp * dc UIU variable ira! 
mi mtcyral J aEJt) dt cs una anlkfcnv-frb dc u. Kvuluc 


f*-JI hliMKflirr tiwlius [Hhlnircs pju :p. :/ii, y |/: il prncr prink- 
fu : y iten Num.t g--t ,u 

W, : - v 1 + ii » I + h 

W- ■ ly 1 4i. a* Ki 

3T, - - lj$ - 2i. m — — I + i 

3*. S - 4(>/5 + ffc ip - -3 3i 


f **'*•'& 

th| Al cuasittcrar I;l\ p.inc^ (ude iutu)!lit 4 hj dc La irHepfal dc 
la purlc ta|, cvaLuc las InlC^mtCs 

| r'tOs.wic y J r'uiudll 

(t’l Compare tun cl nkimjn i inidcajiicit cl cympki 4 dc b 
Sl'tL lDCI 7,1. 
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APENEHCE I PLiSfUESiTAS A EjtftClCKH UfflMli'i 


All 


I AE5PUESTAS A FJERCICIOS 1MPARES 











IT. St muerc cn stniidu COrUnm al ck la* dc un fekij * ki 

i. dd ciftulo (jt 3}“ + (.V — 11‘ = 4 tie 13 P 3) a 1 3. I I 
If. Sc mucvC UtK vecCA en stffitidLJ de Las a^ujiis dt un relnj 

draledut dc Id dips* (jcV 25) + iir/41 1, e«iKt!/4wkj y 

icrmin.indsi cn (0. _ 2) 

Ik knia cunlcfiida cn cl rccidngMlodescnln por 1 ■ i m 4 
y 2 * >■ * 3. 


S (U 


-i 


3k (b> jt = -2 + *7 - 7 - f * I 

1J r IaI i 2 ctw f T j J l - 2 rffi t. ft ^ i ^ 2w 

(b> .i 1«i* j - I + 2 *■ M> * 1 * ** 

k"l t 2 cos f„ y — I + J sen l r wf2 * * =- 3*/2 

JT. tJ mm J = Jt 471 » genera m Ul- Fji fbl. la paiV a* 

t D « pencra, y ffit fc> oNienc ^ U parte * > 0 

41. t bventi l* 5 /* 5 ) + i/flri I -**** 


(hi V ', JT + 7 


Ik U| r I/*- .r 1 

fbl 


\ 

\u.b 


r-lS* 

1—0 


9. m 


(b> i lit 5) ? 2, 

3 - y f II 




rbs v i i 7* * o 


7, {a! 


j- i 


4k 
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APfNOtCE I M4lHJISTA\* i|MC<aO« iMPAftEl 


i .if f>i\ punlm s(c InwiWciiVi 

4 



(Ki tin pi iiieli tie cuUttffi «n i 3, 0 iJ Jwk 1 1 ' IT • ,, * 

u i i :> h.iv Ji«i punier Je mlCI'vctVM'm, peilB ^ 

CUllftk'tt 

IT, J k Jl J • 0. HjS 1MM LUSflJt. |UF-l < ‘ On IW> U » 1^® £U > <> 

UhmAi‘ jujiwut.i dUMb 4 JumcnUt 



14 



1.4 


49. CuuitaJn n aurmriM.d mimcm tk imrtluCiuMs .lunKnti; 
y V b (if itrminuri el altcho v jI ru u 


E|EtCICJ01 1*1 • *4aiH* *34 

.. a :' 

t flftt. t + sen l 

5. y - -l2Mi + 3 

* >' ■ 


!. t - — x 

7. r - Jr + I 






U. mi Jsr nNffr d *.**#) I •' 

||, nuk U' 3~* II. 2wf : * W‘ 

IT, // % I * ** i{i *’ 1 ,ft?H 

}l > f 1 *» J\ ~ i mi f - 2 cut } dt “ NWWf 41. 4,. | 

43, + (ntJ + /ifl) + s/1 - Ml + ^3) 

41. Jiff* *1 



4T, r ' + 11 *■ 


ir 


49. ft12 WS3 
51-l«l 


SI. 6 V 2, V2 

14 



<t» -an 


u 



31 


I E 111. -SrJ 


5T. £ 2^r lr + ^ 1 ; +■ ! >V + 2/ + 1) dt “■ 103.5999 

$9. ,.1,17(247, 75 + J*| 41. : mi' 41. 59 101 

4S. i wf9J9, 26 + H 71. J 


II. I * Ji. 3/i4rl r / > (I 

13, -f ■.* 'A\ - Si .1 c n 

IS. ' Uin r, -j sec 1 !, ir/2 < t <r Ztt/2 

IT. l-lon/unial en f6, ±lfi|. vcnicdl l-h III), til 

19, Bflfliflfflut en 1 1 V- + * I \ icihMm punids) vertical «n | ±2.01 

It. 10.6.21; (5- iT*\+ I 


EJERCKIOi 1*1 * PA.CINA 44? 


21 , 


T.4 



IS. s i, v — - j 






(«> 



►_ F 

V 

n 

Hf 


« 


ii * 

\ if 

4- 


a. 7w/3). (-2. 4ir/3l lUf/4|,|-|. *r/4l 






<l.3ir/2).(-LSir/21 
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APRNDICi | KI^PLfl^lA-, A EjfcHClCLC^ IWA«'# 



Hit 


*11 


J. 1*3 




(-1.01 (-1, 


ivt 

\ 

if 


■% 

x 

% 

V 

ih\ 



5 . u, III ( :, 2 ,l«r 4 i m I U2. liU’li 
ibi lit 11- - - - l * <">1-2 

9. 


C* * 4 








1J. 2. I 15, Cir^uio, centra O, radio 2 
17. Cireulci, i t iilivi |l). ] I. r.iJnv ’ 

19. facta boriHMKal. 1 umJnkl wtibji ticl ejc » 

21. r'twU 2J. r - cm dc*« IS- t ~ 2rc«* ** 

IT. Uh II - TJ h ih> 1 - ^ 





5J I 55, (al Pan f < - I- el lun> inlet** empic 

zaen ff = sen 'I -I M > Ifnnira en 
} ff- ff-sM - , M/d:p»™c > l.cmpiera 

- 5 ^- Cliff = V* wn '(1/c! V Icnnina cn 

V 0 - Zv - «m''ll/d, 

S7, </l 5»- -w 1 

6J. HwifonlaJ cn (3,-' \ 2 . i -*li l — 3 \ 2, 3® 

kiIkjI en I?. IIP. il). 21 

45 , ll.ifi/utttal «n I ■■ 31. <0. -1 Id ptmifl, >1 ' T 11 

vcnk'al en 12.0*. |i. 2^3>. ( J. Ant 31 

67. ™ (3. *m. tl. 3*2h "eticd * vl *>- 

tl + ! v l. IT - a), dnrtde 9 — ’<“! + : v'3»- 

49. Centro Wl.efll radio v'" : 4 * > v - 
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At| ||F| APtNPICl I RHKlFlTASAt|f"CtCIOSiM(**«f r . 



n. 



T7 h-f MiCtMi n vatuli* cmlnimi a to Jc utl ffh'i !«ln 

rl anpulit s/4 ff/J « if almJnkw del ufieen 
7T. t'na ruia CM n limp* M 9impar y 2n *i » C* par 
iln |-1 ntlmcni <k lanvi Mrtnjin: Itt 

81. PStfa 0 < a ■ 1, lu curva ch un 6vnlo. ipue dcs:innlln un ri/n 
Liumkt o—l . CiPlhjii » I, la ilifvjt sc divide en lIl* pnrtfv 
una dr Lt*. ciuJrs licnc un li/r 


«. iwr^.-w, t .» - o»». *». *« “ *«* », 

«.:|lo' t II - ' >1 #•»**■ **. v«m 

„ f*. (hi Jir<: ,/J) 



I H 


{jERCltlQl < 0.5 - P*6l»A 4*0 

i. (nLni.fi.oKx = -1 


I. <0. Ql^fO. J. , 




5 I 2. JJ.f-2.5l.y- I 


7 . |-1 - 1 1.1 - 5 , - h i 


£|Ett!CI05 I CM # Pioim 41 j 

I- «r7m240 J, f/ 12 + ; % 5 5 r it I, jff 



17. lu I*. &v II, * 23. + 

is.Jvi-:. » „ ». ji. \ w , 


13. 




w 


¥ 

1 


3S, Jfn t ^ ij 


17 r | B/6| 5Hr7ft| i cl |Htf(i 

**- (I. til , Strait tf = IF/12* Sir/ 1 2. Uv/12. 17 if/12 
y ( I. tft JumJc it 7w/l2 t I Iff/ 1 2, IVir/1 2. 23#/| 2 
<1 (! A W3). 0 2v/n. y l | polo 



9, .i -> : ,fon(-).0)Lililtt1iui “ 1 
M l±.l. 0|. (tlOj 13. |0, +4>. f*>. -2*1? 
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APBNDICE I fttSPUBiTM A EJ EPOCHS* IMMF.es * |T 



U- !-*■ 'L 1 *- 

(3 S *, 5. ■ 

,t 2 - ±3ll " -M 



p,irJbo!jt. (0. — 1L [U. ii 27- R(i|«e. I " y 2. I i, 1 ' I. IJ 
19 . h-l»pertM>U. (0, >). 10, 31; (0. - I i v S I 31, i Mi 
H.i'= - !2(x + It IS. v .1 - lix 2i‘ 




r (v - 4) J 
12 16 


- I 


c* + , O' - *f 

ij + ir> 

h- - ir u * 3> f 


25 

1 

JT 


39 


\ 


- i 


y 




SI* fak 


3 763 HWl 3 753 396 
121.1- i2ir 

1500 625 3 339 375 


j v i 

fl -7 tiT 1 


1 (b)“24Hmi 


M_ uj FJLpse fb| HipcrSib (c) Mu huv mrva 

H. 9j 69 t), — +■ «6 Ini " ) tiurttlf . >r * b : 

a \ b + f / 


fjEttltlOS 16 6 ■ p*am* 669 



4 + 7 sen 0 
8 


S,r- 

I - -sen fl 

Irfak 1 ihi Piribob 
W) 


le> v 


15 

r 4 3 cm W 

4 

* 2 + cm f 

- I 





|? P Lj ehp*e cn*i circular efctfwk ^ 
l en:jrlii 4 0 % « mi* 3 ttai£*ta 

nflodor — I Ear = Llacurro 
Lonvkcte cn parifcob. 
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APiNfircE i fthsinjfSPA 1 , a MliftiuS 




2 3ft ■ JO* 


| i Q.DQ.n-mH 
IT. *5 Al 
19. 7 El ■ PtJ kin 
31. * ft X 10* km 

RE PASO DEL £ArlTUL0 tO • *•* 

FrtjunUt 49 rdidlrO - fif'B 

I. F*Im> J. Rd-m Sv VmUklen. T hatvn Vadwtem 


EJcrdfiw 

I, i =i - 8* + 12 


y * - i/i 





5- i “ fi ™ Jl * I * r *lf "" J" i 


i • 1.41 P-S 



(l*)h v l,3il/4| l 

(-3^711/4) 


(-2.2vl) 




IT. 


ctA a ■* i(ii n 


IV. 


«.Tf, 



13 


11 . 2 " 1 

| I itffll 1 

t +« e»7' rrr^TT 

39 luii^nn “tH 11,1 fri 

I !«p. - ; V * " ( l- 1 *",<0. 

Ijin^cnk tuxi/' mini cm 

Or, Oh ( 


v r;, .i 



J ■ ■■„ 


31. I« U <2. -x/31 
IT. 3(5 v 5 - 11 


». ,fff M 


2%Jr +■ I - v-*” ! + 1 . /I* * v'4» + I i 

» —- ^ - - ,D \ *+**■■ -1 ) 

41. 47|J95*/1024 

43. Tr*ii»* lai lwV iicnen la ufnlPiH vertical jt = 1 Para i - i 
i; s tufVi, « Jhull:i a la Ocrccha. Bn r - -l.ll tun'd civ Itt recta ■ l 
Pan - t < t < 0. se abulia a la i/noieMa. Bn < = 0 hij urw cu^ 
dc cei (0.0) p^ni t > 0. hay un hat 

45. [±M>M±3,0) (~§*3),<-U> 


11 

r 1 

I 

jp pip ™ 

Ui 


c 

\ — 

l-l. 

-j\ II 

)* : 



- JJ1 o 

1 


4V. £ + ^ = 1 
25 9 


SI. 


j 1 


25 360 301 


72/5 8/5 

55. rm 


- I 


5 + cm If 

57. .i ■ iJicoi 8 + _«n flem ftp. y = at l + Mjn'ffi 

FAQHLEHA5 ADICMHAIES ■ FAGlNA *71 

I. Enl—/2| 

*■! Ivllv^x[-L2] 

5. iai EnHUH ¥ (i|) 

ll» Tanjjisniia hori/milaks cn tCM)> y ( s I ^ 4), 

langenlev vntiub en iO.Hi y i y 4. ^ 2 \ 
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ArrNQici i US*utvr*v« nm>.ic*/, iwin 


IM • MCI** 

. . ti. tttvwvtm* 

| M| ; IN | ..mil >n>|i ... lhl« nuli“iH*ln ill- minn iin Lu.li.i’n w 

i^, ...in** riradon cuyu . .. c-. ,>l , unm. 

u «iw 

,[,I | «|' Il'inilMl" " 'S ilfHWilllUN .1 K I'lhllnl.. U in' 11 ihvu jtlilllllt; 

|V , | tL l c iiiIikm ■ ' *e hu«n liiiuuIli it luiu ^lunde 


T 1 ' .* 

, 17, 33 

& 11, 

- 1 /1 2tr 

It II 

■ Ob * 


11- 

i-ir* 

15. 

1 ' 1 i i 4 

" *•* i* *' l<- 4* 

■ l 



17. 1 

n $ 

11- l 

1J. 1 

15 D 

17 


I* 0 

11. o 

J1 U 

n. ii 

17, t 

39. 

r’ 

hi. r«: 

4) O 

45. 

D 47. 

1 49 r 

9 

1 


SI. 1’ 

SJ. II 
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teottacfvj dad idrmKii. 1090 

cPok-A" Jcsplj/jJi.* . 659 

, OUjupJ' t omplejo. A5 

iTOjugfckft. p<opirdadcs (le, ,5* 

eunjunw wajtadii. 928, I0S6 
vnajunlti ueutjidu iKcirwkh ^ 
cunjuniD cerrado L0S6 
ftHijuiuu Je Concur; W?6 

klTKI. 

cdcucracu*i Je energr*. 1052 
vonsiantc Je ■murti.guacidd. i 126 
punslantc Je tciioite, 1 125 
enntmuiJad 

Jc uru furwum Je Jo* vurubl(v 1 liT4 
Je Linj. fuiwiJn Jc tres variables, 876 
Je una funrim vkuxuI, HIM 
CMftvergeiKM 

absoluta, 734 
eceiJiciorul. 715 
Jr mu sene, 6HH 
de uru tucc*mn. 677 
inlcrsali'df. 725 
radio Jf. 725 
eoi.frden.idj t. 765 
coonjeiudj y, 765 
l umdeiuila : 7*5 
aMDDi Je iluKCiiio, 7£| 
oilio aLaheodj. SM 
ceirt. 770 

eompnpiciuesdc, 772 
capUrur. 741 
auubt^ncii. 1007 
cumctnadl. 1048 

euna de m^tnife cab Je fiPkeidriEu, 624 
curvt de eupdrfailm 107 1 

Ctirvj de In L istem, J 1143 
cun j del c'lpo Je meve, 761 
curva de imiittrcKia. 851 
Lima en el e*[wm. 813 

]Ofl|Jtud dr mo Je. 830. H3l 
turvi liu por p.ules, 3035 
vurvii pwarnel ri tu. 621, 8JN 
Area haju. 632 
lonjSduJ Je jfL‘u. 633 
pendjenle de unj retLj tinpmtc a. 630 


Lima H l 
j'i ,iin. j Je. (d I 
|(ill||LLud Je UH'O. 65/ 
recta tunjjenlie *. W4 
iliueiru di, 6J4 
cunr HUi|fk. 

L ul (.f MiJTr, 831 
cumfiti 

.. H54. HfiM 

lutiprdc Warlu AgllCll, 62* 
l*iJ ilrofe «Li Jc jintondfifla. 6i l » 
cctnda. UMI* 
l k^oiJe Je 

<iihiC4i JllBheailn. 8-0 
tie llc/ief. W4. 
ik cuwldculu. 1071 
de unlto Je Hhititf. 868 
Je silla Je petru. S6S 

CI4 81* 

e pit klcudc. 630 
qdpoHiKisl. 868 
spiral (oroiJill. 82U 
cdrufiruk. 653. 671 
KnfliFfj de. 1093 
h4Ucc,818 
liuu 831 

I lh :i per parte*. 1035 
lifiiL'iiuJ Je. 830 
nuJo Je IftM. H20 
.mcMKldn Je. 1039. 1055 
Jt ;du de Ca»mi. W1 

|>.iijiiiL'Incji-621. KlK 

pul.il. 641 
simple. 1044 
tMCiriilf. 628 

CUffvas de Better. 624. 639 

VUTSiii dc wmvnHf, 

p.ir.miL'In /jliuii Je, I(J73 
curv.ii^Hc nivel, H54. 860 
dc preiicin banimdirica, 854 
Je Lempcmluniv H6l 
curves equipwencukv 868 
tUfVJlura, 6JS, &32 
eiis|nJc. 626 

iJe Mipivtc, Abraham* AM 

ilamkfad 

Jc ufu lamina, 9KI) 

Je un sdljdif, W6 
ilflisiJaJ Je e^iga, MKtJ, L J46 

ill 1 MCJC Mill 

Je unj Ilieli.il hi ictlOfiid. 824 

Jc UfU xrrse dc [nKVIKTi. 729 

lomiulav para (uiKumn vccnwialc^. 826 

I'OMiiulas para. Iit5 

implicitu. 883.905 

puma I, R78, 883, 8K4 

uJrrajuu per tetminu, 729 

Jcnvaci6ti im piknu r HN \ t i8>5 
dcmjckm l.i Mj|, 89«. 


jefiL,«.nNi e niC(iiLifl(t 

iCiriumf p ,,( lerniinra. 72 V 

Jiiixiiirii«J, 910, 9|| *i\A 
ik ullM FiJi" fk 1eiJN|^iJUJf* 410.4 1 - 

valiii iuAnihmi dc. 91S 
Jrns^Ja hmhuJ. ItlW 
dcnvpdatap 

ik mu funertn KXlEKUl. 824 

^e UHJ jtf fKiWAt4B 729 

i in Ft i (‘ hmI - V JO. 411 914 

normal I0» 

ajUlUtl pura piKLll. *80 

pciLui. b79. mt 

|hiKul Je ufJen vupema ^>-4 

MijriiJiJ.i purt-LaJi S2t> 

tknvi(Ja-i |Wltial6 de mdeu super tur 

Jenv jii.i 1 s i pji s'jiJi c ^ i 8 14 is s - j 

dc UILJ turWiufl Jc no Je ifo iknabtn 

SS3 

inlciiticiaujufte> Je. 881 
como pniccnEiije*, dc emubiy 
niHaclutws para. 880 
re^Li'’ para detcrmuur. 880 
*cpu™la. KIM 

JeMcaalJjd Jc Cauchy -Sch^ar*, 786 
dcsi^LialdaJ Je Taylor. 737 

desiftimltldJ Jd iriingulo flam icLfures. "V- 

ik'icrLMinanCc. 786 

Jiaframd Je arbol. 903 

JifciciH'ul. 896. 848 

d i red t it - 655. 662 

l1im.u smtcUuJ. panMHcp. 810 

Jiseyu de un cdiilciicdifr Lie kisura. 

minimksj-Mki ;*u ccmxo l!c corntrocckf 
933 

disttocu 

cu cl Cipacio, 7HJ 
eiurc pianos. 801 
cnlre punLLJN ET 1 cl eKpuciLi. 767 
emit- un punro y una recta 
cntri? un punlo y un plirno. 793, 800 
dh(0|CIKH 

Je uii. i Kfir ihlinil.t. 688 
Je mi, i luceston. 677 
Jc irn (lilttipo vccloriiil I' )65 
Jivcrprnctet piucki pat,i. Wl 
di vision Je *cnci Jc prirnai “45 
DNA, k^riiia htlicviil>il Jc. 

Jdinumi Je una funcum. 855 
DmiUhiv t’uuj. H56 

<■ Id mi rncritt cmih* silitM dc unn^Ctw tf 1 * 1 

nita. 739 

CCuacuHilcsi 

VLinduccnm calurfiica. 89J 
de l aplncc. 886 t :n*9» 

ile LinJ.i, 886 

dc mu ctifvacn d e>pucw, 818 

de una ehpsc. 657, 664 
Je liru ntria 7(p}i 









l|j- Mil a iIjl, fl5N, 659, ft4*4 

j* unu papatmlj w*4 

jr uni jrcta fit il f'|M4'H». ? M-|. 7v5. 7^ 
ib ait pinto, /'H 

^iPL-u-ih Ijil Ivu tr ^«. UA |4K1 dlicrcikd 
lllroj. 798 

ptfiffl****, W s XI*. HI70 
pilot, 6*1+ 6M 

\ffTodll 794 
^U^ihkn amilmi, 11 I - 

uitrs Lvmplrjiit dc, MM 

■ ,Li i vs icilIl’s de, ini 

QGljurtiriLl LiuuClBll'Miwi, M I J 
^■mjlioh LumplerncnUim. U 17 

ecu,* nm tic In l uiHlwt.del CfiW, H9U 

Hiiutadn de drlrrcnviA Iggtaka, 0X7 
CtfUWn dc UpUtt. KK6. lOfrfi 

dc lim.Sj 

evraiiOii dllcrCJUUi! 

Jc ve^uftdo i^drn. MM 
towtiAiiejie*, I MI 
fcjftitk*. 6*7 

lh> himn^caea. 111 L M 17 
puvuil. 8*6 

i^ries hrk-.kliii^nie iwkpcndienju^ 

ml 

fvti.i. i.-ii difCECrkiul dc NC|iUftdo uiLlcn, 

Maluipii inc^ de, 1111. M I ft 
^u.ivi-,in dilrncfiebl Juimojjenca* INI 
ecujcidn dilCfCUe i.nl 4in lnuaiu^efitm, Jill, 

1117 

eCuucion dilcrcikml piixhiL *80 
ttuackus c, .d,n dc un piano. 798 
enUkrii'tn One;il dr un pliaio, 7 V* 
fLu^Hin poUr. jeralk-d dc. Ml 
aiJjkJdil polar dc urui tiwma, 664 
etwnb vco-nnal 

de mu am jibna. Ml B 
Jc u-fu rcLtj. 794, 795 
eriuLUK 621 

de UiU euf*a npaciikl. SiX 
dc uiu recui. 795 
di uiu vupcffkie, IliTO 
de ii iu truytctana. K4 i 
de un piano. 798 
du 1 un HgnKniudto IWn. 797 
ecuytioik.-^ vinclFkMN de uiuk recta. 795 
cfcclu Doppler, 909 
cCetJUi imililplicndk^r. 695 
dc uiu parabola, 655 
*->■ riLLvui Lie dipnc, 657 
tjur piilstfv 639 
tf|e i. 765 

*jC Vi 765 
eje i. 765 

e |fi de COufdcnadat, 765 
chpic. 656, 662 

4jfKlnf. 662 
tiuurin po4u H f«64, 667 
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rji’ IFMyill, fl^7 

cfeetitm; nUd W 
6icat. 656, -fi62 
pf«i|iH%lihj dc idlet iiiii. frVt 
^bcti, 657 

chpMihJe. WJ6. mjk 
evrp 

cMtfci, If 15 2 
GHIwrvacirtfHlf, Util 
pokmciai, }tm 

\mi 

pulcilldjll, lUSi 
OpioidtMde, 6 Ml 

L’LfcLI i p<> «J^ p Li I k |l'i hi* Nidi ■‘‘IILlI compu- 

I .ir hv .ii|ib ik L iiIjiL-ki ,i 
emu cn .i|iii.ia jiiiiiLii in dt "li*yhki. 75[j 
cuuIri, 77] 
evfcra 

aiiejj bupcrftdid de, 1076 
pcuadcm dc, 76K 
fluju oa Uiu, losa 

paramtln/^ pun dc. 1072 

e*pjLi'H, indfflcftihmal. 765 
evpujl dt Cornu, 637 
e^pLrjl lufEudul 1^20 

Admodda d« jui j. kiic 4.lkrnj. 712 
csiimaeUm dc la ibiEtu de urvi vcne. 700, 
70H, 712,717 
eBlimoLLom Ik rc^iduo 

b pruebu dc hi iiliemauri-. 

712 

pyfti hi pruebii iiii^ijJh 701 

estmiL^iu |uu fpmlxji M.-ric^. 721 

tsttfrtwde. 653. 671 
csmiCMra I NB, 

Efultrl, lA-imh.ird, 69H, 730 

cxccnUiL jdjd, NO 

enpun^idn ctmEmuuda dc fnmftn. 6M6 
e\paOL ik % ctimpkpiv. AIJ 

tanajbd de hipocidiJfdo. 62V 
Filhmaiici. fJtfi 
li^uu dc 629 

fllljtl, MIM7. IflHV 

nu]-t dc tm Muidu UHll, HKVp, 108H 
lluju d&trkiP, 10iV 
llujRHcniiiciK l(J*.H) 

ItMXP 

dc ullnClipM,-- 656, 602 
dc u nit hkirtrbMPilit 65 K 
dc mm puiboli. f>55 

Ibtiu de be kancx, fp72 

liimiik |Kilai dc uii miiuL-in vamptaja, A 7 

lormu I a dc IzuJcr. A 11 

fdmik Jc 3u tiiMjncb im irci dmicfMiMKs, 

767 

fuciwybs ik Hrcnei^Som. not 
ir4rv}j df Mi^iu, 107V. Itm 
fiicctOn cvUIkj L-wefk wtnc dc. HI5 
Fubmi. Guidip. 961 


fucrrfc, MM3 
Juou 

iCnirliKti. 1 $2 

ii^iLUJlC, 

ik lunjAai. 7VI 
lcmllwl«c„ 776 
fucr/j LcniHpcti, HS2 

rnci/4 Ijkji, ion 
6 lcn> 4 rtfxEiiqf^di bT 4 1125 
fucE/j it-ulLjJik 776 
hiKNVn^} 

urmrinKH. Hh6 
txjmfwjfwnur, HJ r 102* 

CompucMu, K75 
continuadAd dc, HIM. H?4, M 16 
de ik-'ixtl. 724, 72H 
dc n viyiubjck Wj5 
dcnsidiul Lunjuiitfl. 9*5.9"^^ 
deosbdHl dc pfobiihuliibd 9*5 
dc pulmuEnu^i !^74 
dd ha c i te dc. H95 
dc irev wiiUH, HM 
dc va*gr , «J 7 

dc varui vaiu6k%i *55, KM 
dormnm dc, H55 
Euita.~Li.pn dc Airy, 72a 
gradiente dc. 913. Vt5 
g.mJica ik. K5H 
ttahmo^cncj, 909 
niEeg.ruble, 95,1 
Bmitetk, *7], K?6 
linc^iI. K5* 

iongitud dc ,ifcn b H30 h 
potcuda], J032 

pOMjuueifift dc t’qibt> l^i?u|tlas. *57. hh7. 
940 

raejurtal, K74 
ran go dc, 855 

repre^ejatjk ta<n l i-ritai uiu- scnc de p-Hen- 

n, 728 

vdkaf pnuiicd^o dc, V56. IUIMI 
vjkn HMURUt > minima ik, 922,933, 
855 

vccttiidL 817 
junciun arnmnicj. X*6 
iumian ciKcna, sene de pMk'Tkrli para. 

740 

Euncnim ik- Airy. 72H 
runuiun Lk Hessct, 724. 72* 
tuiiLicin tic aimjHiUi'-NiL-. HI 7, ML 1 is 
luiKL'iiin Lb densidud Ciinjunlh, ^H5. Wn 
ryncidndc d:nsid<*ddt pml»abilhLii.l. 9K5 
luiidi'm de lungitud de .iku.MI 
ruddOn Je pmlmcidn dc ( .■lib Unnigliiv 
K57, H87 b 940 
filflClf'Hi dcnvjhlc, 895 
funckki de un prrfiw*tiii« dc di« varufeics. 
874 

lumiw dc s'likif sAlicui 1 >nw lufk'mn 
vcCUHiul 
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*4* Hill *Ni>lCi 

l,ni.i pnrit^lKinrih ml. 

uhl-jii iK ti'ii tU\ M3, 744 
M nc(k juKenciu para. 736 
intern esponcm «al namral. ^fiw Je 
|“*a, 

lumnwi homuftfiki. , * }M 

jLiik um mirphiNe* '*5' 

I'uncidri pd&miul, I 1 ' 1 - 

likih »Li[i raVimtiil ^ ' * 
tuiKMrt scnm 

it U)M rfv'tnW ^ lflX * L ^ - 

<ric Jf piHt ihu |«rj, 740 
fnncitin vpLlwml Hi? 
t tintimiiLliiLl l, c. i* ! IH 
dcriviidii de. K-4 
ticuaciaoc* ptfuWtnas ik. 818 
formula-, ik JfWirid* pan- 
inU^OLiw dr. K27 
limitc de. NI7 

CnJileo. 625. 633 

(ijpisv Kari FricdricH, llftkt 
/nmmru dc un tciraafau. 7V-I 
pi jJjenLe. 913. 915 
Ulrica 

Je utia curva puiaJiufiria, 6 22 
de vnd. rmviiio ik dos variables, H5K 
4‘ Ufll MWMLin. Mill 
tie mu H.upcrimc- parametric*., KW3 
pubf r 641 
pnilica polar. M! 
pun circuit, HM I 
Green. George, 1056. TU9li 
Gregory. 732. 736 

Halil. Eugene. 754 
WUtc.818 
inpfrtwla. 658, 

X'lintnlah. 65 H 
ilillKlh/, 

ccuacmn. 65H. 659. 664 
ccuaciiin puUf. M4 
C.\LL’]llJILnJjd. 062 

focm, 658. fA] 
propieJjd de refleiMn. 662 
lamas. 65K 
nrfliK^. A5S 
hipatolotik. mm, till? 
lupcnenfcNi. MXXI 
Ikipieidoitk. 629 
llu^en^, f’hnuijn, 625 

■ imimmi i magi Hanoi, A5 
I ivicter e stand; i* dc hiiK }♦ 774 
kknljdades de Green, H169 
miugcn Jc unu rrgjdn, MM3 
jrtMgeji ie un (HinUi, 1013 
irk remenln. K9K 

iridcpendcncia dr inyia-Kiriii, HM7 
llidiuc de teiiipciulLLra4lii]lied:id, K(rfs. IS7ti 


unMii- 4- vfcnuilrm 

(NniuiwhdB vlvmm li 

III Mil'll ilt: 5.|11 I.. ' m t 

hilIil . inmiLM, 

iih ji. m r ♦ntnnenlo de?. 9H y 99b 

,k mkii ..W* Umal. 1 

di’ nun Mr'fii: ill' |Hrtriiri-i. tyi 
Km mu la*. i'H6 Hi 
pii'il'i '•mu tie iPiJ 1 ' 11 >k- 962, 9 *11 
IKikmI. *W> 

levmiiHt |** |4mu*o> W9 
miegiaemn. iwrcwl. 9(4 J 
|nwgni1(tf) 

e.bjodc variftbkfl cn. 1011, Imft * 

1019 

amv&iitin a MWilHWtM ciUm * f1c * fc ' 
IWI2 

tnewiN^n a ctKMdcnaJwi esfifrieu* 

1007 

etinveniiilin iamnleniHJu> pn||«i,9rj 

dc linca, 1034 VAur umbifa integral Je 
lines 

Jc s«|iLrtKic, Itttil, 1087 
JetiiiiJit. 827, 951 

Jnhk\951,953. tVrt.w taAtbiin i nit pro I 

dkikic 

.leroda. 959. 960 

Libia dr. Wl6-lfl 

Ei ipiir. 99QLV&MT utmlmrn integral inplc 
liik’vr.il dclinula. 951 

di- una luhCtfn dt valor vectorial. 827 
integral Je rlujo, 1087 
■megraldc linea. 1034 

am respatii 3 litfipiluJ Je sreo. 1037 
Jc ejm|Xii vecitviukh. 1041. HJ42 
pum Linn curva end 1039 

|i.ji:l Lina curva plimu,. 1034 
Itmlcliu lundJIilcnlal para. IlMti 
mhijodefinjddcflfflo, Hu I 
mlcplal dc pci Ik 1 C. I OH | 

ik un campu vectorial. I l]K7 
Mktwc miu Mj|ieriicjc juirnmcli icn. 

\m 

mlCfLiul itoble. 95l T 953 

cambroik vaiibk en, 1013. 1016 
cm cimrxtcn.id.Li [ml.iicv, 974, 975 
prapicdiHks \\c> 97fj 
icjl'Ij ik I puilliii media para, 955 
Mihrc rccEanpLili^. 951 

rvcumcv j^itL-rakh. 9f^5.9hl> 
inlcjtij] iiqroda. 959, 960 
uncrscccirm <k pnilkav ;xilitns area dc, 
651 

Inlcrucci6n Jc plain»s, 799 
mlirriccridn Jc irci cihndrus.. IIJ05 
mlciijIitOe aimTi)!ciKiH. 725 
iMiKiraii. H54, ti6l 

i iiEcj.’fak'v in Lilli pic >. tViiic micgi.ii diihk; 
micgnilfcK) triplets) 


V** 

HfittraeniiMii tic, 995 
,. p i . ^ifickruiditA m I (milk* Hjlji 
en aKHdentAn r l^ri, a-, HifJfl (ijTjir 
n'^lu <kl |*iuu j ifMm (iji j 'ft'*. 

|i ||jf C IMU fC^Mfl ¥ • 1.1* Plil *r > 4«djft 994 

jlvuna *' ijinJne dk lwv i 774 
in uhi. I ml. 1915 

Itfcnbranu <k la inuwftjrriimrtn, 1015, 
1019 

^ |v«lIi 4 , viaiulir <k ba *t. f ?4 

Kcplci Jutiaunci. W44 
Krmdo. Slupciu 

Ugran«r. 935 

lamina. 9W) 

l^aplacc, Hwnc. HW6. ItKrfi 

Ljcibm/., Gi>tlined Willwliti. 743( 
ky OHiscrvacitfn 5k canudad dt rmm- 
mieniu angular. K4K 
lev dc tull'^rvak.iun dc enel"ii, 1053 
icy dc (jauv.>. 1090 
ky dc Hi Kike, 1125 
ky del plltoIc logroii mj, 77 1, 7W6 
Icy del trdngulo, 771 
Icy dc Newton de graviuienm. ti-U. 1030 
tey Jc E'ljntk. 757 
ley dc Kaykigh-Jcaiii, 757 
ley dc uii gas ideal. 891 
leycs Jc Kepler. ti44. H48 
kyevde KirchhoH 1129 
kjfCi dc limiic 

pjrj | jih. L KHhH dc J*6 variable*. 
para lecucKiK, 67 k 
Ifraite 

tic una iuncion Jc do"» variables. H7I 
dc una fimeion de Iren liiubkv ti T f> 
de una funciuo vectewwL, Sl“ 
dc utij sueesnm. 677 
liniite \ujicrior mini mo, 682 
Ifncu isiuurmiu 861. H6!( 
linealidad Jc una imcgruL 958 
I i lie. d Nation. H94 
lincas Jc flujc», 103 3 
lrlE4np'>i4. 6,58 
longilud 

de una curva cri el espseio. 830 
tk un.i curva p.iramirtriea, 633 
ck mi,i clina polar, 652 
dc uti \«iur. 773 
lungiiuLi Jc wen 

dc mil. i ojrvu en el espacHit 830. 831 
dc iinaeurva ptiramclnea. 633 
de una eorvn jmlar. 652 

Maelimrin. C\4in. 
m.igruiml tk un v«mi, 773 
inipu ile cnntunlu, 















ffHh> 

ipn jljrnlhrr 1Q\A 

L k iiiui I J-niiiiJ. ,|i MiJ 

,| t un* uipcrlkk. MJK1 

4l* lin '^^iH 

nLll ,., HtjiumJi I Voar cciiEnMk iiului 
uijp.iih' 1 ^ iirtniiiKi abMiluinv 9 2 I. 'UK 
iMc-dlti 4uiiiiirtka*|iTOmttiku, *Mfi 
Pftlii] rV. MHT 
F. W 

KfPii|ii,ijydc fauebn. vihfi«:iL«n dr. 724 
Hh.-^hJi- ilir Ciltfincnk^ uuJcteminiiHJii'v 
MFS. 1122 

,-k i. *Jbi 4 k ccttmIo 

pjfj irnj ftinctfn *k dr^ laruhkv 929 
n^iiik» tic mlnimo*euadflidih, 952 
litCtuKi dc niirl[i|ilK4Rlni\-s dc I^Mnpc. 

O.U. 'U\ 9JS 
iricHnl" potnr dc mcnri ii_ **K .1 
Au^uil, 1085 

mnddu nufcmftkio Cobt^Dnuglas. pun 

f4 Mitt de 

priduu-rtii, 857, S&7. MO 
pjfj vibotltodc menihiiin*. 72 J 

imkhahi, Aft 
Aoncmo 

jJiAktkv ik un eje. MSI 
j]rcpfc iJnr dc un pte». 9% 

>k inert hu 9*3, 996, 1045 
■ k una luiiimii, 9K I 
lI< un srilido. 995 
P'jfcur. 9 K 3 
■L-p-ti nd I , 9*3 

mimfmcnln armdnicti simple. I 3 25 
nmivimkflUj dc un nsartc* fucrui que 
ifociB cl 

iJc ^riKJnipiuimenTo. 1126 
ikrturiwwi^ 1129 
icsumkn. 1 125 
rre.simicniri« el e^pacia K3K 
mrmrmcntg pfaoetHli*. 

muhiplicjcwki, cstakr. de veemnei. 77 L 
773 
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